MTM410024 Algebra Linear Computacional 2023.2

Lista 1
1. Prove as seguintes desigualdades:
a) [|lz[lz < [lzfi < vnllzl:
b) [[zllo < ll2ll2 < v/nll#[loo
¢) [[#llooc < flzflx < nllfloo
2. Sejam || - || uma norma vetorial em R™ e A € R"™*". Mostre que se posto(A) = n,
entao, ||z||4 = ||Az| é uma norma vetorial em R".
4 -2 4
3. 8¢jaA=| -2 1 —2 |. Calcule ||Al1, ||All2 e || A co-
4 -2 4

4. Prove as seguintes desigualdades, onde A € R™*":
a) =l Allo < 4ll2 < vml| Ao
b) [lAll2 < [[Allr < vl All2

c) I%?X|aij| < || 4|2 < vVmn I%?X|aij|

5. Mostre que se 0 # s € R" e E € R™*", entao,
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6. Sejam v,w € R" e A = vw?.

a) Qual é o posto de A? Justifique.
b) Mostre que [|Al2 = [[v]|2[lw[2.

7. Explique por que ||I|| = 1 para toda norma matricial induzida. Quanto vale ||I||z?

8. Sejam A e B matrizes tais que o produto AB esteja definido e x um vetor. Prove as
seguintes propriedades para uma norma matricial induzida:
a) || Az|| < [[Allf|]
b) [[AB| < [|A[[||B]

9. Estabeleca as seguintes propriedades da norma-2 matricial:
a) [|Allz = max [|y" Az]
|zl[2=1,
llyll2=1
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b) Se A, B sdo matrizes reais, entao

(5 5)

[zl =Nyl < llz =yl

Prove a desigualdade triangular reversa:

Usando a norma matricial induzida, mostre que se A é nao-singular, entao

1 1
Al = — ou de forma equivalente A Y= —
14l min g =1 || A= || I~ min| ;- [|Az||

Prove a desigualdade de Holder para p = 2.

Sejam z e y € R" e defina ¢(a) = ||z — ay|2. Mostre que o minimo de ¢ é atingido
xTy
quando a = ——.
vy
A+ AT

Mostre que A = é a matriz simétrica mais proxima de A € R™*" na norma de

Frobenius.
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Seja A € R™". Mostre que [[A]|os = max § 1 |ai;l.
p=

Seja A € R™ ™. Mostre que ||Al|p = /tr(ATA) = \/tr(AAT).
Mostre que a norma de Frobenius é consistente.

Seja A € R™*" ¢ Q € R™*™ uma matriz ortogonal. Mostre que:

(a) [Qlz=1 (b) |Qzlla = [lzll2  (c) [QAll2 = [|All2  (d) [[QAllF = [|All
Seja P € R™™ tal que ||P||oo < 1. Prove que lim, 00 Y1 o(—1)"P" = (I + P)~ L.

Sejam A € R™ " nao singular ¢ £ = oA com o« € R. Sejam ainda z,y,b € R" tais
que Az =be (A+ E)y = b. Mostre que ||z — y|| = \1|i‘a| |z]|. Para que valores de a é
possivel garantir que ||y|| < 1.5[|z||?

Mostre que se A é ndo singular e
[6A[ _ 1

1Al w(A)
entdo A + 0 A é néo singular.
Mostre que para uma dada norma, k(AB) < k(A)k(B) e que k(aA) = k(A) para a # 0.

Mostre que se A € R™"™ ¢ simétrica com autovalores A\ > Ay > --- > )\, > 0 entao
I{Q(A) = )\1/)\n

Seja A € R™"™ com o i-ésimo autovalor denotado por A;. p(A) = max; |\;| é chamado
de raio espectral de A. Mostre que p(A) < ||A4]|.

9=]] o 1 [|60]

Seja A(x+9dz) = (b+9b) um sistema linear perturbado. Mostre que > .
[l w(A) o]



