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10.

Lista 6

. Mostre que p(A) < ||A||, para qualquer norma matricial consistente.

. Prove que se existe uma norma matricial tal que ||A|| < 1, entao klim Ak = .
—00

. Mostre que a iteracdo de Jacobi pode ser escrita na forma 2*t! = 2*¥ — Br* onde

r* = Az* — b é o vetor residuo. Faca o mesmo para Gauss-Seidel.

. Seja A € R™" diagonalmente dominante por colunas. Mostre que ||Hgs|loo < ||Hs oo,

onde Hgg e Hjy sao as matrizes de iteragao de Gauss-Seidel e Jacobi respectivamente.

. Se A € R™*" ¢é diagonalmente dominante por linhas entao o método de Jacobi converge

partindo de qualquer ponto incial z°. O que acontece com o método de Gauss-Seidel ?

. Mostrar que se A = M — N, M nio singular e A singular, entdo p(M~'N) > 1. O que

acontece com os métodos de splitting neste caso?

1 s

a) Considere a matriz 2 x 2: A = [ s 1

]. Sob que condigoes sobre esta matriz
Gauss-Seidel iré convergir 7

I, S

b) Generalize o resultado para a matriz: A = [ T T
- n

use a SVD de S)

], onde S € R™™". (Dica:

. A taza assintotica de convergéncia de um método iterativo é definida por

Roo(H) = —logyg p(H).

Mostre que 1/Ro(H) é aproximadamente o nimero de iteragoes necessdrias para re-
duzir o erro por um fator de 10x (para k suficientemente grande).

. A matriz de iteracao do método de Richardson é dada por H, = I — wA. Suponha A

simétrica definida-positiva e A1 e A\, 0o maior e menor autovalores de A.
a) Mostre que os autovalores de H,, sao menores que um.

b) Prove que o método de Richardson converge se e somente se w < 2/\;.

2
c¢) Prove que o valor de w que minimiza p(H,) é wx = ————.
)\1 + )\n
ko(A) — 1
d) Para A s.d.p. t H,.) = —F—~+——.
) Para A s.d.p., mostre que p(H,.) (A) 1

Para A é simétrica e definida positiva, qual a relagdo entre o método de Jacobi para

Az = b e métodos do tipo gradiente para min §$TAx — bl ?
xX
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Seja ¢(z) = %xTA:Jc — bz, com A simétrica positiva definida. Mostre que o escalar «

que minimiza 1 (a) = ¢(x + ady) é dado por
B rgdk
dT Ady,

Q. =
Seja A simétrica positiva definida. Mostre que autovetores associados a autovalores
distintos sao A-conjugados.

Seja A € R™ ™ simétrica positiva definida e dy, d1, . . . , dj dire¢oes A-conjugadas. Mostre
como encontrar Q € R™* tal que QT AQ ¢ diagonal.

Sejam A e B matrizes reais simétricas n X n que comutam: AB = BA. Mostre que
existe uma matriz Q ortogonal tal que QT AQ e QT BQ sdo matrizes diagonais.

Mostre que no método de dire¢oes conjugadas 11 é ortogonal a span{do, di,da, ..., dy}.

Provar que os residuos {ro,...,r;} gerados pelo método de gradientes conjugados sao
mutuamente ortogonais.

Prove que o coeficiente Sx11 na iteragao de gradientes conjugados pode ser escrito como

Bray = (Thy1s Thy1)
b = el Tkl
<rka rk>

Seja A € R™"™ simétrica e definida positiva. Mostre que se {po,...,pn—1} S0 vetores
linearmente independentes, entao as diregdes {dy, d1,...,d,—1} definidas por:

dO = Do,
kT
Pr1Ad;

dip1 = Prp1— ), —a—
22" dT Ad;

div

sdo A-conjugadas.

Suponha que no exercicio anterior pp = AFpy. Mostre que dj,1 pode ser obtida por
uma férmula de recursdo envolvendo somente os termos Ady, di e di_1.

No item anterior, mostrar que se pr = e, k-ésimo vetor candnico, entao o método de
direcoes conjugadas equivale a eliminagao Gaussiana para resolver Ax = b.



