MTM410024 Algebra Linear Computacional 2023.2

Lista 3

1. Sejam X e ) subspacos do R?, cujas bases sao

1 1 1
By = 11,1 2 e By = 2
1 2 3

a) Explique porque R* = X @ ).

b) Determine o projetor P sobre X paralelamente a ), bem como o projetor @) sobre
Y paralelamente a X.

¢) Determine a projecio de v = (2, —1,1)7 sobre ) paralelamente a X'

d) Verifique que P e @ sao idempotentes.

e) Verifique que R(P) =X = N(Q) e que N(P) =Y = R(Q).

2. Encontre o projetor ortogonal de b em M = span{u}, e determine a projecao de b em
M+, onde b= (4, 8)T e u= (3, 1)T.

3. Seja P um projetor ortogonal. Prove que ||Pzx|2 = ||z||2 se, e somente se, z € Im(P).
4. Seja V. =M & N, e P projetor sobre M paralelamente a N. Mostre que
Im(P)=N(I-P)=M e  Im({-P)=N(P)=N.

5. Sejam M e N subespacos de um espaco vetorial V', e considere os projetores ortogonais
associados Pys e Py.
a) Prove que Py Py = 0 se, e somente se, M L N.
b) E verdade que Py Py = 0 se, e somente se, Py Py = 07 Por que?
6. Seja £ : u+span{u — v} uma reta em R" que passa por u e v. Suponha u # 0 e v # au.

Faca esbocos dessa reta em R? e R? e explique como projetar um vetor b ortogonalmente
em /.

7. Sejam M e N subespacgos vetoriais de um mesmo espago vetorial. Considere Pys e
Py projetores ortogonais em M e N, respectivamente. Prove que Im(Py; + Py) =
Im(Pys) + Im(Py) = M + N.

8. Um espago afim v + M C R" tal que dim(M) = n — 1 é chamado hiperplano. Dados
B € R eu € R" ndo nulo, prove que o conjunto H = {x | u"'2z = B} é um hiperplano
em R".

9. Sejam u,w € R™ tais que u”w # 0. Considere também M = u, W = span{w}.

a) Prove que R" =M & W.
b) Mostre que a projecao obliqua de b € R™ sobre M paralela a W é dada por

p=>b— (ub/u"w)w.
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c) Dado 3 € R, seja H o hiperplano em R" definido por H = {z | u’z = #}. Mostre
que a projegao obliqua de b € R™ sobre H paralela a W é dada por

b uTb—p

=b—(—— |w

P ul'w

Sejam P, Q € R™ " projetores tais que PQ = QP. Provar que PQ é uma projegao cujo
nicleo é N(P) + N(Q) e cuja imagem é Im(P) N Im(Q).

Seja A € R™ ™. Prove que R™ = Im(A) & N(A) se, e somente se, N(A) = N(A?).

Seja P um projetor. Prove que os vetores v e (1 — t)v + tPv, para quaisquer v € R" e
t € R, tém a mesma imagem por P.

Seja A € R™*™ com m < n e posto(A) = m. Achar o projetor ortogonal sobre I'm(A)
e Im(A)*.

Seja P um projetor. Mostre que ||P||2 > 1, e a igualdade se cumpre somente se P é um
projetor ortogonal.

Se P é um projetor ortogonal, mostre que I — 2P é uma matriz unitaria. Interprete o
efeito dessa matriz sobre um vetor.

Proponha um algoritmo que realize a fatoragao QR de uma matriz A € R™*"

n e posto(A) = n, que utilize rotagoes de Givens. Qual o nimero de flops? Proponha
um algoritmo que implemente a fatoracao QR usando refletores de Householder. Qual
o custo computacional?

, com m >

Sejam {(z1,v1), (x2,%2), .., (Zn,yn)} pontos em R Mostre que a reta que passa pela
origem e melhor ajusta os pontos no sentido de quadrados minimos possui inclinacao

dada por
=¥ /Yt
i i

Prove que & é a solugao de quadrados minimos para o sistema Az = b se, e somente se,
|AZ — bl|2 = || Pnary bll2, onde Py(4ry é a projegao ortogonal sobre N(AT).

Prove que se e = AZ—b, onde & é uma solucao de quadrados minimos para Az = b, entao
lell? = |2 — || Pryn(ybll3, onde Py, (ay é a projecio ortogonal sobre Im(A). Fornega
uma interpretacao grafica para este resultado.

Sejam A € R™™ com posto(A) = n e b € R™. Seja x,, a solugdo do problema de
quadrados minimos

minimizar |W(Az —b)||3 s. a z€R",

com W = diag(wn, wa, ..., wy,) invertivel e seja x; a solugdo do problema de quadrados
minimos padrao, isto é, W = I. Mostre que:

a) Ty = x5+ (ATW2A) AT (I — W?)(Azs — b).
b) Se b € Im(A) entao x,, = x.
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Sejam A e b tais que

A= ( Ryxn Wnx1 > e b— ( Cnx1 )
O(m—n)xn V(m—n)x1 d(m—n)xl
Supondo que R ¢ invertivel, mostre que

. vl'd 2
win |z b = - (1)

Tl
Prove que z = ATb é a solucao de norma 2 minima do problema de quadrados minimos
Minimizar ||Az — b||?, com = € R™.
Mostre que se AT é a pseudo-inversa de A entdao AAT e I — AA™T sao, respectivamente,
projetores sobre Im(A) e N(AT).

Dada A € R™*"™, sejam AT a pseudo-inversa de A e b € R™. Prove que

{ATh+ (I - ATA)R|heR"} = {2 c R" | AT Az = ATb}.

Sejam A € R™P ¢ B € R™* tais que Im(A) € Im(B). Dado b € R™ arbitrario,
mostrar que

I(T — AAT)D|l2 > (I — BBT)b]l2.

Fornega uma interpretagao grafica para este resultado.



