MTM510022 Introducgao a Otimizagao Continua 2024.1

Lista 1

1. Dado ¢ € R" e A € R™™ ™ uma matriz simétrica, calcule o gradiente e a Hessiana da funcéo
linear/afim f(z) = c'z + « e da quadritica ¢(z) =z Az + bz + 8.

2. Explique por que minimizar f(x) é equivalente a maximizar — f(x) ou minimizar a.f (z)+(,
onde a, ¢ € R sao constantes(em relagdo a ) e a > 0.

3. Sejam f : R™ — R uma funcdo qualquer e A e B conjuntos de R" tais que B C A. Mostre
que

inf f(x) < inf f(z).

z€EA r€B

Prove também que se z* é um minimizador de f em A e z* € B, entao z* é também
minimizador de f em B.

4. Mostre que todo minimizador local isolado é estrito. A reciproca é verdadeira?

5. Nustrando a regiao vidvel D e as curvas de nivel da funcao f:
f(x) = z1 + nxe D ={x cR? |23+ 23 = 3x120}

determine para quais valores de 7 € R o problema de minimizagao admite solugao global
e para que valores admite apenas solucgao local.

6. Seja f: R™ — R uma fungao continua. Prove que z* € R™ é um minimizador global de f
em R" se, e somente se, todo z tal que f(z) = f(z*) é um minimizador local de f.

7. Seja F' : R® — R™ uma funcao vetorial suave e considere os problemas de otimizagao
irrestrita de minimizar f(x) onde

f(@) = [|[F(@)]loo;  f(x) = max Fy(x).

1<i<m
Reformule tais problemas(nao-suaves) como problemas suaves de otimizagdo com res-

tricoes. E possivel fazer o mesmo com f(x) = minj<i<p, Fj(z) ?

8. Provar que se f : R™ — R é continua em R" e coerciva, entdao f tem minimizador global
em R"™.

9. Provar que se f é continua em R" e, dado z¢g € R", o conjunto de nivel:

{z e R" [ f(x) < flzo)}

¢ limitado, entao f tem minimizador global em R™.
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Seja f : R” — R uma funcao quadratica:

1
f((l?) = §<Ql’,fl’> + <Q7w> =+ ¢,
em que (Q € R™*" é uma matriz simétrica, ¢ € R" e ¢ € R. Mostre que:

(a) se o problema de minimizagao irrestrita tem minimizador local, entao ) é semide-
finida positiva. Além disso, todo minimizador local é global.

(b) se @ é definida positiva, entao f é coerciva em R". Além disso, mostre que o problema
de minimizar f sobre um conjunto D C R"™ nao-vazio e fechado admite minimizador global.
Podemos remover a hipétese de D ser fechado?

Mostre que, dada uma constante ¢ > 0, se g(t) = o(t), entao para t > 0 suficientemente
pequeno, temos que |g(t)| < ct.

1
Seja f(r) = (vg — 22) (w2 — =2?). Mostre que 7 = (0,0) é um ponto estaciondrio, que a

Hessiana de f em T é positiva semidefinida, mas que & nao é minimizador local.

1
Mostre que o minimizador global de ¢(t) = f(zx + tdg), onde f(z) = §JETQ33 + bz, com
V() dy

simétrica positiva definida, é dado por ¢, =
Q p ; por t, TQdy

1
Para A € R™*", mostre que E(A + AT) é a matriz simétrica mais préxima de A na norma

de Frobenius. (Dica: o complemento ortogonal do espago de matrizes simétricas é o espago
de matrizes anti-simétricas).

Encontre todos os valores de o € R para os quais o problema de minimizar
f(2) = oa? + 4xyz9 + 423 + 21 + 19,
em R? tem solucao.

Mostre que a funcio f(z) = (z2 — z1)? + 3 tem um tnico ponto estacionario que nao é
um maximizador nem um minimizador irrestrito de f.

Provar que para todo o > 1, o sistema de equacoes

I%Jr:r% — O, x%Jrrg — 07

o cosxysinxg + Ti€ 0 sinxq cos g + Tae

possui solucdo = € R?\ {0}.
Mostre que se z* € R™ cumpre as condigoes suficientes de segunda ordem para o problema
de minimizacao irrestrita, entao existem e,y > 0 tais que

fla) = f(@*) 2 yllz = 2*|”, vz € B(a*,e).



19. Encontre exemplos onde:

(a) x4 é minimizador local de f em D, mas V f(x,) # 0.

(b) x, é minimizador local de f em D, Vf(z.) = 0 mas V2f(z,) nio é semidefinida
positiva.

(¢) D aberto, Vf(x,) =0, mas x, nao é minimizador local.

(d) D aberto, Vf(x,) = 0, V2f(x,) é semidefinida positiva, mas z, nido é minimizador
local.

(e) D aberto, z, é minimizador local estrito mas V2 f(x.) ndo é definida positiva.



