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Lista 4

. Mostre que subespacos, hiperplanos e semi-espagos em R™ sao conjuntos convexos.

. Seja Q € R™™ uma matriz simétrica e positiva definida e 8 > 0. Mostre que o conjunto

C={zxeR"|(Qx,z) <[} é um conjunto convexo.

. Seja K C R™ um cone. Provar que K é convexo se, e somente se, K = K + K.

. Sejam D C R™ um conjunto convexo e ¢; > 0, ca > 0. Provar que (¢1 +¢2)D = 1D+ e D.

Mostre que isso pode ser falso se D nao for convexo.

. Dado D C R" convexo, mostre que se f : D — R é convexa se, e somente se, o epigrafo de

fem D:
Ef ={(z,y) e R" xR | f(z) <y}

é um conjunto convexo em R"+1,

. Sejam C' e D conjuntos nao-vazios de R™. Prove que conv(C + D) = convC + convD e que

conv(C' x D) = convC x convD.

. Seja K C R™ um cone. Mostre que K* = (convK)*.

. Seja {a',...,a?} C R™. Prove que

cone{al,...,aP} = cone(conv{al,..., a"}).

. Seja K C R™ um cone nao-vazio. Mostre que (K*)* = convK. Em particular para K

convexo e fechado (K*)* = K.
Sejam B € R™*™ b e R™, A € R™™ e a € R. Prove que para o conjunto poliedral
D ={zx eR"| Az = a, Bx < b},

temos que
Rp ={deR"| Ad =0, Bd < 0}.

Seja D C R™ nao-vazio, convexo, fechado e Pp(z) a projecao de x € R™ sobre D. Mostre
que
ly = Pp(a)l| <lly — =, VyeD.

Sejam K C R™ um cone fechado e y € K*. Provar que a projecao de y sobre K ¢ tnica e
igual a 0.
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Seja K C R™ um cone nao-vazio convexo fechado. Prove que T = P (x) se, e somente se

zeK, z—ze€K* (z,x—2z)=0.

Seja D C R™ um conjunto nao-vazio convexo fechado. Prove que a funcao distancia

dist(z, D) = min ||z — z||
zeD

é convexa em R".
Prove que se D C R™ é nao-vazio e convexo, entao 0D = 0D.

Construa um exemplo para mostrar que no Teorema de Separacao Estrita, a hipdtese de
um dos conjuntos ser compacto nao pode ser relaxada.

Mostre que se D C R™ é ndo-vazio e convexo, entdo para € D, temos
(Np())" = (Tp(2)*)" = Tp(7).

Sejam K C R™ um cone e x € 0K. Provar que se um hiperplano H separa x e K, entao
0e H.

Seja D C R™ um conjunto convexo. Provar que se T é ponto extremo de D entdo Z € 0D.

Sejam A € R™*" b € R™ e D = {x € R" | Az < b} # 0. Provar que D tem pontos
extremos se, e somente se, N(A) = {0}.

R?TLX’I’L

O lema de Gordan diz que para qualquer matriz A € e qualquer a € R™, exatamente

um dos sistemas abaixo possui solugao:
Ax <a, z€R"?,

ou
ATy =0, aTy<0, ye R\ {0}.

Prove o lema de Gordan.

Sejam f; : R — R, = 1,...,p, fungoes convexas em R". Mostre que, para ¢ > 1, a

funcao
p

fz) = (max{0, fi(z)})?

=1

é convexa em R".
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Sejam o > 0,i=1,...,n, Y ;" o = 1. Provar que a fungao

¢ concava em R}.

Seja D C R™ um conjunto convexo. Mostre que f : D — R é quase-convexa em D se, e
somente se,

flar+ (1 — a)y) <max{f(z), f(y)}, Vr,ye D, Vael0,1].

Seja h : R™ — R uma fungao estritamente convexa. Mostrar que se o conjunto {z € R" |
h(z) = 0} contém mais de um ponto, entao ele ndo é convexo.

Seja f uma funcao convexa em R; que é limitada superiormente em R.. Prove que f é
nao-crescente em R.

Sejam D C R™ um conjunto convexo fechado nao-vazio, f : R — R uma func¢ao convexa
e T € D. Mostre que T é solu¢do de minimizar f(z) em D se, e somente se, T ¢é solucao de
minimizar f(z)+ Bdist(x, D) em R™ para algum S > 0.

Seja f : R™ — R uma funcdo convexa, e sejam x € R", d € R" quaisquer. Mostre que
¢ :R—= R, ¢(a) = f(x + ad) é convexa.

Seja f : R™ — R uma funcdo convexa. Sejam A € R™*"™ ¢ b € R™. Mostre que
g(x) = f(Ax + b) é convexa em R".

Mostre que se f : R® — R é uma fungdo convexa e ao mesmo tempo concava, entao f é
uma fungao afim.

Prove que se f é convexa em D convexo, entdo todo minimizador local é global.

Suponha que f é uma funcao convexa em R"™. Mostre que o conjunto de minimizadores
globais de f em R™ é um conjunto convexo.

Mostre que f € C! é convexa em R"™ se e somente se f(y) > f(z) + Vf(z)" (y — z), para
quaisquer z,y € R™.

Seja f € C! uma funcio convexa em um convexo D. Mostre que se x, € D é tal que
V(@) (y—x) >0, VyeD,

entdo z, é minimizador global de f em D.
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Sejam D C R™ nio vazio convexo e fechado e f(z) = dist(x, D)2. Prove que f é convexa
e diferencidvel em R" e que Vf(z) = 2(z — Pp(x)),Vx € R™.

Sejam f : R™ — R uma fungao convexa diferencidvel e D C R™ convexo e fechado. Defini-
mos a func¢ao F'(x) = Pp(z) — Vf(Pp(z)). Mostre que se € R™ é ponto fixo de F', entao
Pp(x) é minimizador de f em D.

Seja f uma funcao convexa e diferencidvel em R™. Mostre que para todo A > 0, o sistema
de equacgoes V f(x) = —Azx possui solugao tnica.

Seja f uma funcao fortemente convexa e diferencidvel em R™. Prove que para o unico
minimizador Z de f em R”, existe M > 0 tal que ||z — Z|| < M|V f(x)|, VxeR™

Sejam ¢ : R™ — R uma fungao convexa, A € R"*" e defina f(z) = ¢(Ax). Mostre que

Of (x) = ATop(Az) = {y e R" | y = ATz, 2 € O¢(Ax)}.

Seja f : R® — R uma funcao convexa. Mostrar que J, € R™ ¢ solugao do problema de
minimizar ||d| sujeito a d € 9f(x) se, e somente se, d = 0 ou —d/||d|| é a solugao do
problema de minimizar f’(x;d) sujeito a ||d|| < 1.



