MTM510022 Introducgao a Otimizagao Continua 2024.1

Lista 5

1. Sejam f,g,p,q : R? = R, f,g € C' ndo lineares, p e ¢ lineares e considere o conjunto
D = {z € R?|g(x) <0, p(x) <0, g(r) <0}. Desenhar o gradiente de f e o conjunto D
nas seguintes situagoes:

a) x, é um minimizador local de f em D tal que g(z.) < 0 e p(xs) = q(zx) = 0 e
um dos multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes lineares é zero.

b) x. é ponto regular (LICQ) tal que g(z.) < 0 e p(z+) = ¢(x.) = 0 mas nao é um
minimizador local de f em D.

¢) s ¢ um minimizador local de f em D tal que g(zs) = p(z«) = 0, g(z+) < 0 mas
nao é um ponto regular de D.

2. Considere o conjunto viavel D em R? definido por zo > 0,75 < z7.

a) Determine o conjunto tangente e o ntcleo do Jacobiano das restrigdes ativas em

z. = (0,0).
b) z, é um ponto regular (LICQ) ?
¢) Se a fungao objetivo é f(x) = —xo, verifique que as condigoes KKT sao satisfeitas em .

d) Construa uma sequéncia {zp} de pontos factiveis se aproximando de z, tal que
f(zk) < f(z«) para todo k suficientemente grande.

3. Encontre o minimo da fun¢io f(z) = x179 no circulo unitdrio #2 + 23 = 1. Tlustre tal
problema geometricamente. Em seguida, encontre o maximo de f(z) = xj22 sobre o disco
unitario: 3 + z3 < 1.

4. Uma diregao d € R™ é dita tangente em z, € D = {z € R" | h(z) =0, g(x) < 0}, se existe
T — Ty

e ——
lze =zl d]

Vhi(z.)Td = 0,Vi e Vg;(2.)"d < 0 para todo j indice de restri¢io ativa em ..

{z} C D tal que z — x, Mostre que se d é tangente em x, entao

5. Considere o problema de minimizar uma quadrética em uma bola B(0, A):
1
min -z Bz +c¢'x
x 2
sa  |z||3 < A%
Quais as condicoes de otimalidade para este problema? Quando a solucao é tnica?

6. Considere o problema de minimizar f(z) sujeito a g(z) < 0, onde f : R? - Reg: R? — R?

sao fungoes de classe C? e gj(x) = aij —bj, para j =1,2.



(a) Mostre que, se num dado ponto = as restrigoes sao ativas, {Vgi(x)}?zl éLI,e

2

Vi) + ) piVg(x) =0,
j=1

com algum p; < 0, entao existe uma direcao factivel e de descida d a partir de z.

(b) Se em (a) todos os multiplicadores sdo ndo negativos e V2f(z) é definida positiva,
podemos afirmar que z é minimo local?

7. Verifique que as condi¢cbes KKT para o problema com restrigoes de caixa:
min  f(z)

sa ze€D={zxeR"|l<z<u},

equivalem a condicao
x— Pp(z = Vf(z)) =0,

onde Pp denota a projecao sobre a caixa D.

8. Considere o problema de programacao linear com varidveis livres:

min cfz+dly
z’y
s.aa Ajx+ Ay =0,

x> 0.

Introduzindo multiplicadores de Lagrange A para as igualdades e s para as desigualdades,
escreva as condicoes de otimalidade deste problema.

9. Considere o problema de programacao nao-linear

min  f(z)
sa h(z)=0, (1)
g9(z) <0,
e sua reformulacao:
min  f(z)
sa h(z)=0, 2)
g9(x) +s =0,
s> 0.

a) Escreva as condigbes KKT para (1) e (2) e estabeleca uma correspondéncia um-a-um
entre os pontos KKT destes problemas.

b) Os multiplicadores z correspondentes as restri¢oes de igualdade g(x) + s = 0 devem
ser livres de sinal. Contudo, mostre que as condi¢oes KKT para (2) juntamente com
s >0, z > 0, podem ser vistas como condi¢oes KKT para (1). Mais ainda, mostre que os
multiplicadores z podem ser vistos como multiplicadores de Lagrange para as desigualda-
des de (1).



c) Suponha que Z é vidvel para (1). Mostre que T é regular se e somente se (Z,5) é
regular para (2), com § = —g(Z).

d) Repita o item (c) usando a condigdo de Mangasarian-Fromovitz ao invés da regula-
ridade.

10. Provar a equivaléncia das duas definicoes da condigdo de Mangasarian-Fromovitz vistas
em aula.

11. Encontrar todos os valores do parametro ¢ € R para tais que o ponto = (\/§/2+ 1, 1/2)T
é solugao do problema
min ox] + o

sa (z;— 1) 4 (z2—1)2 <1
(1 —2)*+23 < 1.
12. Sejam Q € R™" g € R™, B € R™*"™ b € R™. Provar que o conjunto de pontos KKT do
problema de programagao quadratica:
1
min §xTQx +q'z
sa Bx<b

é uniao de conjuntos poliedrais em R” x R™.

13. Mostrar que o problema
min (z; + 1)3

s.a 0§m1+x2§x?+a

tem solugoes para todo o € R e encontrar as solugoes (locais e globais).

14. Usando a solucao do problema de otimizagao

max sz
i=1
m
s.a sz =1
i=1
1‘120, i:1,...,m,

provar a desigualdade das médias aritmética e geométrica

1 m m 1/m
po- Z Bi > (H 51‘) :
=1 =1
15. Considere o problema geral de otimizacao nao-linear

min f(z)
(x) =0, parai=1,2,...,m (P)
(z) <0, paraj=1,2,...,p.

sa h;

9j



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Suponha que z, é factivel e que existam multiplicadores de Lagrange (., p14) tais que as
condigoes KKT sao satisfeitas. Suponha também que

dT"V2 02, My i )d > 0,
para toda direcao d nao-nula tal que
Vhi(x*)Td =0, parai=1,2,...,m

ng(x*)Td =0, paratodo j € Z(z«),tal que N; >0,

ng(x*)Td <0, paratodo j€ Z(x,),tal que uj =0,

onde Z(z,) denota o conjunto de indices das restri¢oes de desigualdade que sao ativas em
x4. Mostre que x, é minimizador local estrito de (P).

Se no problema (P) as fungoes f,g; sao diferenciaveis e convexas e as fungoes h; sao li-
neares/afins, mostre que todo ponto vidvel que satisfaz KKT é minimizador global do
problema.

Encontre o dual do problema de otimizacao linear na forma padrao

min ¢z
xT
s.a Ax =0b,
x> 0.

Supondo que o primal tem apenas restrigoes lineares e fungao objetivo convexa, que sua
regiao factivel é vazia e que a regiao factivel do dual é nao vazia, mostre que o supremo
da funcao objetivo dual é 4o0.

Considere o problema definido por n =1, m =0, p=1, f(z) =0, g(z) = e*. Mostre que
o primal é infactivel mas o dual tem solucao finita.

Mostre que se (z*, A\*) cumprem as condigoes KKT para o problema de minimizar f(x)
sujeita a Az = b, em que f(z) é uma quadrética estritamente convexa, entao (x*, \*) é
ponto sela da fungao Lagrangiana £(z, A), isto é

0x™, N) < L(x*, \%) < l(z,\%), V(z,N).

Sejam ¢ : R™ — RP, com fungbes componentes ¢; : R" — R continuas, e D = {z €
R™ | ¢(x) > 0}, com int(D) # @. Suponha f : R™ — R continua, D limitado e defina a
sequéncia {xy} gerada por

xR = arg min <f(ac) — thIOg(ci(:r))) ,
i=1

zeint(D)

em que {tx} C R; é uma sequéncia monétona decrescente e limy_,~ tx, = 0. Prove que (i)
f(zps1) < f(zk) e (ii) todo ponto limite de {xy} é solucao de

min f(x), s.a x € D.



