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1 Introducao

O objetivo desse trabalho é demonstrar que um determinado conjunto, idealizado
por Liouville e por isso leva seu nome, tem a propriedade de que todos seus elemen-
tos sao numeros transcendentes: nimeros que de certa forma transcendem as operagoes
algébricas. Como ¢é citado em [2] podemos afirmar que a teoria sobre nimeros transcen-
dentes é pouco conhecida, apesar de muitos matematicas darem suas contribuicoes com
o assunto, como Cantor, Hilbert, Euler etc. Talvez um dos motivos seja a falta de teore-
mas centrais e fundamentais sobre o assunto, o que torna as demonstracoes trabalhosas e
incrementadas.

Iniciaremos nossa exposi¢ao provando resultados (de algebra) sobre anéis de polinémios,
estrutura a qual o leitor ja deve possui certa familiaridade. Assumiremos alguns resulta-
dos e provaremos outros no capitulo relacionado a isso. Chamamos atengao para o lema
de gauss e o teorema que o sucede.

No capitulo seguinte, apresentaremos o conceito de extensao de corpos e definiremos
os conceitos de niimeros transcendentes e algébricos demonstrando algumas propriedades
dos mesmos. O capitulo acabara com a prova de que na verdade quase todos os niimeros
sao transcendentes apesar de nao dar nenhum exemplo.

Cabera ao proximo e tultimo capitulo a demonstracao do trabalho e do método feito
por Liouville. Consequentemente, temos a exposi¢ao de varios nimeros transcendentes.

Afirmamos que tentamos cobrir todos os detalhes de todas as demonstracoes aqui
feitas, preferindo pecar por excesso do que por falta, bem como sempre que possivel fazer
boas observagoes e guiar o leitor no desenvolvimento do trabalho. Uma boa leitural



2 Irredutibilidade no Anel de polinomios

Comecemos fixando algumas notagoes que serao usadas e relembrando conceitos vistos
nos primeiros cursos de algebra que terao sua importancia no decorrer desse texto. Nessa
primeira parte, estamos interessados em expor varias propriedades do anel de polinomios
e portanto algumas definigoes ja irao ser feitas diretamente em D]z]: o anel de polinémios
com coeficientes em D, que por sua vez denotarda sempre um dominio a nao ser que
mencionemos o contrario.

Denotaremos o conjunto dos elementos inversiveis de D por U(D), usaremos também
a notacao df(z) para denotar o grau do polinomio f(x). Além disso, admitimos alguns
conhecimentos prévios do leitor quanto a estruturas como anéis, dominios e corpos e uma
nocao basica sobre o anel de polinémios.

Dito isso, nossa primeira proposicao diz respeito a relacao que existe entre os elementos
inversiveis de D e de D|x].

Proposigao 2.1. Seja D um dominio de integridade. Entdo vale que U(D) = U(D]x]).

Demonstragao. (=) A ida é imediata, pois identificamos os elementos de D como os
polinémios constantes de D[z], logo, D C Dlz| e assim U(D) C U(D|x]).

(<) Tome f(z) € U(D]x]), assim Jg(z) € (D[z]) tal que g(x)f(x) = 1. Como D ¢é
um dominio, D[z] também o é, portanto temos g(z) # 0 e f(z) # 0. Novamente por
termos um dominio vale que 0 = 9(1) = 9(g(z) f(x)) = 9(g(x)) + I(f(z)). Disso, segue
que d(g(x)) = I(f(z)) = 0, de modo que, g(z) = a e f(x) = b para certos a,b € D e
assim ab = 1. Logo f(z)=be U(D). N

Agora precisamos criar a nogao de irredutibilidade em D[z], que nada mais é do que
um caso particular da definicao de elemento irredutivel em um dominio qualquer. Para
tanto, segue a

Defini¢ao 2.1. Seja D um dominio. Dizemos que p(x) € Dlx] € irredutivel em Dlx]
(ou irredutivel sobre D) se:

1. p(z) nao é o polinémio nulo.
p(x) & U(D[x]) (p(z) ndo € inversivel).

3. Se p(z) = f(x)g(x) com f(x) € Dx] e g(x) € Dlx| entio f(x) € U(D[z]) ou
g(x) € U(D[z]) (f(x) é inversivel ou g(x) € inversivel).

Gragas a proposicao 2.1 podemos reescrever as duas tltimas condigoes da definicao
anterior como: “p(z) & U(D)”e “Se p(x) = f(z)g(x) entado f(x) € U(D)oug(x) € U(D)”.
De maneira natural segue a

Definicao 2.2. Seja D um dominio. Dizemos que p(x) € D|x] é redutivel em D[z| (ou
redutivel sobre D) se:

1. p(x) nao é o polinomio nulo.
p(x) € U(D[x]) (p(z) ndo € inversivel).

3. Ezistem f(x) e g(x) nao inversiveis em D|x] tais que p(z) = f(x)g(z).



Observe que pelo que foi dito acima o polindbmio nulo e os polindomios inversiveis sao
0s Unicos que nao respeitam nenhuma das definigoes. Assim, todos os outros polinomios
podem ser classificados de acordo com uma, e apenas uma, das defini¢des acima.

Se pensaremos que D possui a estrutura de corpo, vemos que os polinomios constantes
(p(xz) = a) nao sao irredutiveis nem redutiveis, pois todo elemento de D* = D — {0} ¢é
inversivel.

Em geral, verificar a irredutibilidade de polindomios quaisquer é uma tarefa complicada.
Apesar disso, de acordo com o grau do polinomio podemos obter resultados sobre sua
irredutibilidade ou nao, comegamos com a

Proposicao 2.2. Seja K um corpo de p(x) € K[z|. Se Op(z) = 1 entdo p(z) € irredutivel.

Demonstrag¢ao. Suponha p(z) = g(z)f(z), dai temos d(g(x)f(x)) = dg(x) + of(z) = 1,
ou seja, dg(z) = 0 ou df(x) = 0. Logo, f(x) ou g(z) é um polindmio constante, como K
é corpo, segue que p(x) é irredutivel. N

Além disso, observe que se 0f(x) > 1 e f € Dlx| possui uma raiz, digamos «, em D
entdo f(x) = (z — a)g(z), o que nos diz que dg(x) > 1 visto que d(x — a) = 1. Ou seja,
o que acabamos de dizer é que nessa situagao o polinémio p(z) nao é irredutivel, pois foi
decomposto como produto de dois polindbmios nao inversiveis.

Para os casos em que os polinomios tem grau 2 ou 3 temos também a

Proposicao 2.3. Seja f(z) € K[z] um polinomio que ndo tenha raizes em K e tal que
Of(z) =2 ou df(x) = 3. Entdo, f(x) € irredutivel.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, f(x) redutivel em ambos os casos.

Se Of (x) = 2, escrevemos f(z) = g(z)h(z). Dai, 0f(x) = dg(z) = 1. Assim, h(z) =
ax +be g(z) = cx +d, mas — & raiz de h(z) e _FC é raiz de g(x). O que é um absurdo
pois assim seriam raizes de f(x).

Se Of(x) = 3 escrevemos novamente f(z) = g(x)h(x). Dai, dg(x) =2 e Oh(xz) =1 ou
0g(x) =1 e Oh(x) = 2. Em ambos os casos, novamente, teremos uma raiz do polinémio
de grau 1, ou seja, conseguiremos uma raiz de f(x). Absurdo. N

n

Defini¢ao 2.3. Um polinémio p(z) = a, + arx + asx? ...+ a,x™, com coeficientes em um

dominio D, € dito ser monico se a,, = 1.

Defini¢ao 2.4. Um polinomio p(x) € Z|x] € dito primitivo se o mdzimo divisor comum
de seus coeficientes for 1.

Proposicao 2.4 (Lema de Gauss). O Produto de dois polinomios primitivos € um po-
linomio primitivo.

Demonstra¢ao. Suponha que nao seja assim. Sejam f(x) = ag + ez + ... + a,x" e
g(x) = by + bix + ... + bypz™ dois polindémios primitivos tais que f(z)g(x) = ¢y + c1x +
oo F Cormx™ ™ ndo seja primitivo, entdo existe um niimero primo p tal que p|¢; para todo
i€4{0,1,2...n+m} . Considere portanto o morfismo

¢ Lla] = Zyl7]

n

n

7 — 1

E a;r +—r E a; T
=0

=0

>



Aplicando em f(z)g(z) veja que o(f(x)g(x)) = ¢(f(x))e(g(x)) = 0. Dai do fato de
Z,|z] ser um dominio devemos ter ¢(f(x)) =p = 0 ou p(g(z)) = p = 0. Consideremos
f(z) = 0, isso significa que f(x) quando visto como polinémio em Z,[z] via morfismo
é o polinomio identicamente nulo, ou seja, quando olhamos p(z) em Z[z] todos seus
coeficientes devem ser miltiplos de p, o que é um absurdo pois f(x) é primitivo. O
mesmo argumento é vélido se g(x) =0. N

Com a proposicao acima seremos agora capazes de provar um dos resultados mais
famosos sobre irredutibilidade, que confronta os conceitos de irredutibilidade em Z[z] e

Q[z].

Teorema 2.1 (irred sobre Z = irred sobre Q). Seja p(z) € Z[z] um polinomio irredutivel
sobre 7, de grau maior ou igual a 1, entdo p(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao. Suponha que p(x) seja redutivel sobre Q, escreva portanto p(z) = g(z)h(z),
g(z) :Z—s—l—cbl—llx—l—cbl—jﬁ...Z—:x” e h(z) = ;—Z+;—jx+2—2x2...2—2xm onde dg(z) > 1
Oh(z) > 1. Seja a = mmc(bg, by, ba,...b,) e B =mmec(dy,dy,ds, .. .d,).

Portanto ag(z) é primitivo e Sh(z) também, de modo que ag(z)fh(z) = abp(x) é
primitivo pelo lema de Gauss. Ora, sendo assim devemos ter « = +1 e f = £1 de modo
que g(x) € Z[z] e h(z) € Z[x] e portanto p(x) € Z[z|, mas, por hipétese p(z) é irredutivel
sobre Z, assim chegamos em um absurdo. Portanto p(x) é irredutivel sobre Q. MW

(S

Podemos nos perguntar se a reciproca do teorema acima ¢ vélida, a resposta ¢ nao,
considere por exemplo o polindémio 2z + 2 que é irredutivel em Q[z] mas nao é irredutivel
em Z[z]| pois pode ser fatorado da seguinte forma: 2z + 2 = 2(x + 1). Perceba que na
verdade o que estd por tras disso € o fato de 2 nao ser inversivel em Z. Adicionando uma
certa restricao conseguiremos uma espécie de reciproca para o teorema 2.1. Assim temos
0

Teorema 2.2. Seja p(z) € Z[x] um polinémio irredutivel sobre Z, de grau maior igual a
1 e primitivo, entdo as irredutibilidades sobre 7. e sobre Q sdo equivalentes.

Demonstracao. O teorema 2.1 ja nos garante que o se o polinémio for irredutivel sobre Z
entao ele sera irredutivel sobre Q.

Suponha agora que p(z) seja irredutivel em Q. Dali, se p(z) = f(x)g(x), com f(z) €
Z[z] e g(z) € Z[z], ( em particular f(z) e g(z) podem ser vistos como elementos em Q[z])
temos que f(x) é inversivel ou g(z) é inversivel, ou seja, um dos dois é um polindémio
constante. Sem perda de generalidade assuma f(z) = a. Entao p(xz) = ag(z), de modo
que a divide todos os coeficientes de p(x), mas p(z) é primitivo, assim a = £1. Portanto
f(z) = £1 é inversivel em Z|[x]. Logo, p(z) é irredutivel sobre Z[z]. W

Por fim, apresentamos um dos mais famosos critérios de irredutibilidade.

Teorema 2.3 (Critério de Einsenstein). Seja p(r) = ag + a1z + agz® + ... + a, 2" € Z[z]
um polinomio de grau n. Se existe um niumero primo, p, tal que:

e p | a; para qualquer i € {0,1,2,...,n—1}
° pfay

‘pzjfao

entao p(x) € irredutivel sobre Q[z].



Demonstra¢ao. Suponha que p(z) seja redutivel, portanto podemos escrever
p(z) = h(2)g(x) = (b + b + bo2® + ... + bla:l)(co +ertex+ .+ c;x?)

com by # 0, ¢; # 0, Oh(z) > 1, dg(x) > 1 e Op(z) =l + j = n. Observando que o termo
livre da varidvel x é dado por ag = bycy vemos que nao podemos ter p dividindo by e ¢y
simultaneamente pois p* { ag. Mas p | bycy, suponha portanto, sem perda de generalidade
que p | ¢p. Seja m o menor valor de k para o qual p { ¢, dai temos m > 1 e certamente

Ay = boCm -+ blcm—l -+ bQCm_Q + ...+ bm_101 + meO

Observe agora que p | ay, € p | ¢m1,...,p | co. Portanto p | byc,, 0 que é um absurdo,
pois p1 by e p1 ¢y e p é um nimero primo. W

O critério acima nos ajuda na verificacao da irredutibilidade de vérios polinomios.
Além disso, podemos juntar o critério de Einsenstein e os teoremas anteriores para verificar
a irredutibilidade em Z[z].

Exemplo 2.1. O polinémio 227+ 32° +3 = p(x) € Z[x] € irredutivel sobre Q pelo critério
de Einsenstein aplicado para p = 3. Além disso, € primitivo e portanto € irredutivel em

Z[zx].

Exemplo 2.2. 102! 4 623 + 6 € irredutivel sobre Q utilizando o critério de Einsenstein
para p = 3. Apesar disso, nao é irredutivel sobre Z pois 10x'' +623+6 = 2(5x't + 323 +3).

Exemplo 2.3 (Fabrica de irracionais). O polinomio x> — 2m para m impar € irredutivel
em Z[z] e Qlx] (p =2 e primitivo). Veja que como o polinomio acima € irredutivel sobre
Q suas raizes ndo podem ser racionais. Logo V2, V6, /10, V14, V18 ... sdo nimeros
ITaCIONaLS.

Exemplo 2.4 (Aumentado a fabrica de irracionais). O polinémio x™ — 2m para m impar
en > 2 € irredutivel pelo mesmo motivo do exemplo acima e novamente todas suas raizes
840 Irracionais.



3 Extensoes de corpos, nimeros algébricos e trans-
cendentes

O presente capitulo serd destinado para a apresentagao de algumas defini¢oes, mo-
tivagoes e teoremas, que, dentre outras coisas, visam garantir a existéncia e classificar
quantitativamente os nimeros transcendentes.

Definigao 3.1. Uma extensio de um corpo F é um par (i, F) onde i : F' — E € um
homomorfismo injetor.

Observando que i(F) C E é um subcorpo, iremos cometer um abuso de notagao e
escrever F' C E para nos referirmos a extensao. Veja que podemos abrir mao da estrutura
multiplicativa do corpo E' e pensa-lo como um F-espago vetorial. Nesse caso denotaremos
por [E : F] = dimpE, a dimensao de E como um F-espago vetorial. Diremos também
que a extensao F' C F é finita se [F: F] =n < 0o

Definicao 3.2 (Ndmeros algébricos e transcendentes). Dada K C L uma extensdo de
corpos, dizemos que o € L € algébrico sobre K quando existe f(x) € Kl[z] tal que
f(a) = 0. Caso tal polinomio ndo exista dizemos que o € transcendente sobre K.

Definicao 3.3. Se a € L ¢ algébrico sobre K, entao um polindmio monico p(x) € K|z
de grau minimo que admite o como raiz é chamado de polinomio minimal de o sobre K.

Proposicao 3.1. Seja K C L uma extensdo de corpos e a € L um numero algébrico
sobre K com polinomio minimal p(x) € K[z|. Assim dado f(z) € Klz] vale que:

fla) =0« p(x) | f(z)

Demonstracao. (=) Se p(z) | f(x) entdo existe g(z) tal que p(x)g(z) = f(z), em especial
para = « segue que f(a) = p(a)g(a) = 0.

(<) Suponha agora que f(a) = 0. Usando a divisao euclidiana podemos obter ¢(z)
e r(z) tais que f(z) = q(x)p(x) + r(x) com 0 < dr < dp. Dali, para x = « obtemos que
r(a) = 0. Porém, p(x) é o polinémio minimal de « sobre K, logo r(z) = 0, ou seja, r(x)
é o polinémio identicamente nulo. Portanto p(z) | f(z) como querfamos demonstrar. W

A proposicao acima nos auxilia em mais duas belas conclusoes que vem em forma de
uma proposicao.

Proposicao 3.2. Nos moldes da hipdtese da proposicao anterior, o possui um unico
polinomio minimal sobre K e o mesmo € irredutivel.

Demonstrag¢ao. Sejam pi(x) e pe(x) ambos polindmios minimais de « sobre K. Dali pela
proposicao anterior py(z) = g(z)p2(z) e po(x) = h(z)pi(z) donde segue que p;(z) =
g(x)h(z)p1(x) e portanto olhando para os graus vemos que 0(g(x)h(z)) = 0 e portanto
0g(x) = Oh(z) = 0. Desse modo g(x) e h(x) sao polinomios constantes. Lembre também
que p1(z) e pa(z) sdo monicos e por isso s6 nos resta a opcao g(r) = h(z) = 1. Dal,
pi(x) = p2(z).

Para a segunda parte observe que se o polinomio minimal p(z), unico pelo que foi feito
acima, fosse redutivel, terfamos p(z) = h(z)g(x) com dg(xz) > 1 e dh(z) > 1, dai para
r = « temos h(a)g(a) = 0 e entao h(a) = 0 ou g(a) = 0, 0 que nos dé uma contradigao
através da minimalidade de p pois Oh(x) < Op(z) e Og(x) < Ip(z). W



Apesar das defini¢oes acima nos permitirem trabalhar com 2 corpos quaisquer, iremos
pensar, de agora em diante na extensao Q C C. Assim diremos simplesmente que a é
algébrico, de modo que ficard subentendido que o € C é algébrico sobre Q. Do mesmo
modo usaremos o conceito de ntimero transcendente.

Exemplo 3.1. Todo nimero racional € algébrico. Tomando P € Q vemos que tal niumero
€ raiz de p(x) = qr — p.

Exemplo 3.2. Os numeros i e cos (%) + 7sin <2(;T—16> sao algébricos pois sao raizes
dep(z) =2>+1 ep(x) =242 —1

Exemplo 3.3. /7 — 2v/10 € algébrico pois é raiz de x* — 142% + 9.

Iremos denotar o conjunto dos nimeros algébricos por Q e o conjunto dos nimeros
transcendentes por T.

E relativamente simples encontrarmos e citarmos exemplos de nimeros algébricos. O
mesmo nao acontece com os numeros transcendentes. Até o momento nao temos nenhum
exemplo e na verdade ainda nem temos certeza se a definicdo de niimero transcendente
nao é vazia, ou seja, serd que existem nimeros transcendentes?

Guiados por essa pergunta caminharemos agora buscando informagoes que possam
responde-la. O seguinte teorema nos da informacgoes sobre a natureza quantitativa dos
numeros algébricos.

Teorema 3.1. O conjunto dos numeros algébricos, Q, € enumerdvel.

Demonstragdo. Considere o polindmio p(x) = ag + a1z + asx? + ... + a,2" de grau n,
denote como R, o conjunto das raizes de p. Como Q é corpo, segue que |R,| < n.

Afirmagdo: Para qualquer n € N existe apenas uma quantidade enumeravel de po-
linémios em Q[z] com grau n. De fato, considere o conjunto X,, = {p € Q[z] : Ip(x) = n}
e a funcao:

v:QxQx0Qx ... xQ"— X,

n+1 vezes

2
(ag, a1, as,...,a,) — ag+ a1z + asz” + ... + a,x"

A importancia de usarmos Q* é a garantia de que o grau do polinomio seja n. Veja
que ¢ é injetora pois se ag + a T + asx® + ...+ ap,x™ = by + byx + by + ...+ b,2" entdo,
por igualdade de polinomios, temos ag = by, a; = by, ..., a, = b,. p também é sobrejetora
pois se p(z) = ¢ + 17 + a1 + ... + c,x" € X,, vemos que p(x) = p(cg, ¢1,Ca, - . . Cn).

Logo ¢ é uma bijecao. Além disso, @XQXQX XQ’i é enumeravel pois Q o é.

n+1 vezes
Portanto X,, é enumeravel.

Definindo agora A, = |J R, vemos que A, é enumeravel pois é escrito como uma
p:Op=n
uniao enumeravel de conjuntos finitos. Agora perceba que Q = |J A, que é enumerdvel
neN

pois € escrito como uma uniao enumeravel de enumeraveis. MW

O leitor deve ter percebido que na demonstracao acima usamos alguns resultados sobre
enumerabilidade de conjuntos, caso haja interesse por parte mesmo sobre os teoremas e
proposi¢oes usadas recomendamos [3].



Teorema 3.2. T é nao enumerdvel

Demonstracao. Veja que podemos identificar o conjunto dos niimeros reais como a uniao
dos reais algébricos e dos reais transcendentes. Como R é nao enumeravel e Q é enumeravel
concluimos que T é nao enumeravel! MW

O que foi feito acima ja nos diz que o conjunto dos numeros algébricos é pequeno,
quando comparado ao conjunto dos niimeros transcendentes. Inclusive em vez de usarmos
o conjunto dos nimeros reais na demonstracao podiamos nos referir ao conjunto dos
numeros complexos. Uma outra maneira de vermos isso é através do conceito de medida,
mas antes uma definicao.

Definigao 3.4. Dizemos que A C R? tem medida nula (escrevemos m(A) = 0) se Ve > 0
existe uma quantidade enumerdvel de bolas abertas (By)nen tais que

e AC U B,

neN
o > Area(B,) < ¢
n=1

Diremos também que uma propriedade é satisfeita por quase todos os numeros
complexos, se o conjunto, A C C = R? que nao satisfizer essa propriedade possuir
medida nula. Com as informagoes dadas podemos agora provar o

Teorema 3.3. Quase todos os numeros sao transcendentes.

Demonstragao. Perceba que devemos provar que m(Q) = 0. Fixe ¢ > 0. Pelo teorema
anterior, j& sabemos que Q é enumerdvel, portanto escreva Q = {ay,as,as,...}. Defina
entao as seguintes bolas abertas:

1 /3¢
B,={2€C:|z—ay| <r,} onder, = =/ =
{z |z —a,| < r,} onder A s

(Afirmamos que fizemos a conta). Veja que Qc U By pois a, € B,. Falta portanto
neN

S 7’
provar que Y Area(B,) < €, o que de fato acontece conforme atesta o desenvolvimento

. n=1
a seguir:

o0 o0 [e.e] oo
. . 1 3¢ 3e 1
Area| | B, < E Area(B,,) = E =Y 1" ==) =
2.3 2 2
n?md 7w n

neN n=1 n=1 n=1 n=1

7.‘.2

Agora usando (pesquise) que ) — = 5 obtemos:
n=1T

36 e 1 3e w2

€
2 n? 726 2
n=1

<e. N

Portanto m(Q) = 0. Nesse caso dizemos também que o conjunto T tem medida total,
m(T) = oo.

De qualquer maneira, agora temos absoluta certeza que nossas defini¢oes nao sao vazias
e podemos procurar numeros transcendentes. Essa sera a tarefa do préximo capitulo.

10



4 (Os numeros de Liouville

No capitulo anterior vimos que existem muito mais nimeros transcendentes do que
algébricos. Apesar disso, ainda nao fomos capazes de explicitar nenhum deles. E aquela
conversa: sabemos que eles existem mas ainda nao conseguimos pegar nenhum na mao.

A reviravolta vird nesse capitulo, o ultimo por sinal. O trabalho para encontré-los
foi originalmente feito por Liouville em 1844 e proporcionou os primeiros exemplos de
nimeros transcendentes.

A ideia foi encontrar alguma propriedade que € satisfeita por todos os niimeros algébricos
e portanto se algum nimero nao a satisfizesse ele seria transcendente. Os teoremas e de-
finicoes desse capitulo visam facilitar o caminho para a demonstracao do teorema que
consolidou o trabalho de Liouville. Nesse ambito comecamos com o

Teorema 4.1 (Liouville). Seja o uma raiz irracional de um polinémio irredutivel P(x) €
p| . cla)
a—=|>—= para

q q"

Zlx] com n = Op(x) > 2. Entao existe uma constante c(«) tal que

qualquer niumero racional =

-
D tracio. V. Ther ¢(a) = ! (N3 tel Aleuém f
emonsitracao. almos escolner cl« a0 se assuste! uem 1ez a
¢ I+ max [P(7)] &
t—al<1

conta de tras pra frente), onde P’(t) denota a derivada de P(x) no ponto ¢t. A partir de
agora separemos o problema em dois casos.

e Caso ‘oz — 1—9‘ > 1. Como ¢ € Z* entao |¢"| > 1, além disso, 1 > ¢(a) de modo que
q

1> o)

_2‘2@_
qn

. Logo ‘oz

e Caso ‘a— I—)‘ < 1. Primeiramente, observe que segue do teorema 2.1 que o polinomio

P(z) é irredutivel sobre Q[z], desse maneira, P(}—?> # 0 pois De Q[z]. Além disso,
q q

)2+

Agora, o teorema do valor médio nos garante a existéncia de pelo menos um t € R,

q"-P (1—9) é certamente um numero inteiro pois n = 9P (x), portanto
q

que esteja entre « e P tal que: (Lembre que « é raiz do polinémio P(x) )
q

- ()] = (2)] = o] 0

Multiplicando a equacao acima por |¢"| concluimos que |¢"] - ‘

q" - P(ZZ)‘ > 1. Lembre também que estamos admitindo ‘Oz -
q

e

@Iﬁ

p
—| <1 e assim

|t — a| < 1. Portanto temos:

o 1 1 _ c(a)
ol Py 2 7 (1 max [PO) o

o que prova o teorema. W
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Observamos que, como visto acima, é muito valioso conciliarmos as visoes de po-
linémios vindos da élgebra e do célculo (como func¢ao continua) pois assim ganhamos
aquele “combo” (Anulamento de Bolzano, TVI, Weierstrass, TVM...).

Perceba que o teorema acima nos diz que numeros algébricos irracionais nao podem
ser tao “bem aproximados” por racionais, pois devem sempre respeitar a limitacao imposta
pelo teorema. O que podemos fazer em seguida, e parece razoavel, é construirmos niimeros
que nao respeitam o teorema de Liouville. Segue assim a proxima e fundamental definicao.

Definigao 4.1 (Numeros de Liouville). Um nimero a € chamado de nimero de Liou-

ville se existir uma sequéncia de racionais ( &) ,distintos , com q; > 1Vj € N, tal
jeN

q;
que
; 1
’ bi < VjeN
q; q;
. . Ve & 1 7z e
Exemplo 4.1 (Constante de Liouville). . O nimero o = ) Tow € um numero de
k=1 )

Liouville e é conhecido como a constante de Liouville.
Perceba primeiramente que série acima converge pelo teste da razao:

10k! )
Jm oy = 0 T 0

o0

J . .
Sabendo que av =Y Too” defina p; = Y 109 e ¢; = 107", Assim
k=1 ’ k=1

1 1 1 1
Z 10k' Z 10k' - Z 10! - 10(j+1)!< 1+10(j+2) —(+1)! +10(3+3' (G+1)! >
j+1

k=j
Agora veja que

1 1 1 11 1
10(j+1)!< L+ oo + Jooeeg ) < 10G+)! ( Ittt )

como
(o) (D) %
10 102 © 103 9 9
temos que
‘a—& L 1V < S
g;| T 10G+DY 9 91045 (104) (109 (gy)!

0 que garante-nos que o € um numero de Liouuville.

Exemplo 4.2. A constante de Liouville € um caso especial de alguns nimeros de Liouville

o0

que possuem certo padrao. Considere os nimeros da forma o = b—", comb > 2ce¢
n=1

a, € {1,2,3...,b—1}. Novamente, perceba que a série converge pelo teste da razao. Em

todos esses casos podemos concluir que o € um niumero de Liouville, conforme atesta o
desenvolvimento a sequir.
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. J :
FEscolhendo q; = b e pi= >, a, b temos que:

n=1

0 o0 (b—1)b 1
= Z b”'_(b_l) Z b' (b—1) Z b": (J+1)(b_1)<(bj!)j'

n=j+1 n=j+1 =(j+1)!

Onde usamos soma de PG e a primeira desigualdade restrita é justificada pela desi-
gualdade a sequir que é obtida comparando termo a termo.

1 1 1 1 1 1
bl T pGral T G S pGeDl T pGanT T pGhe
Logo
T
‘Oé — p—j < —]
q; 4q;

Observamos que denotaremos o conjunto de todos os nuimeros de Liouville por L.
Existe também, um ponto de vista ligeiramente diferente, que se expressa no préximo
teorema, para reconhecer um numero de Liouville.

Teorema 4.2. o € um numero de Liouville, se e somente se, para todo n > 1 existe um
racional Q; com q > 1, tal que:
q

1
0<)a—£ < —
q q"

Demonstra¢ao. (=) Se a é um numero de Liouville, existe uma sequéncia de racionais

1
( p") , tal que 0 < ‘oc _Pn < — . Basta agora tomar, para cada n, p = p, € ¢ = gn.
neN

qn Qn qn

(<) Sabemos que para cada n existe Pn , dependendo de n, tal que a desigualdade do

enunciado é vélida e ¢, > 1. Defina portanto, X = | { } Perceba agora que X nao
neN “Qn

P P 1
pode ser finito pois se fosse, existiria — € A tal que }a—é‘ < @ paratodon € N#* C N,

Q

P
onde N# ¢ infinito. Ora, dessa maneira terfamos obrigatoriamente a igualdade — = a.
P
Um absurdo, pois 0 < ‘a — é’ Assim, A é infinito e o resultado segue. M

Iremos agora provar um teorema que servira como uma ponte para o os resultados que
vem em seguida.

Teorema 4.3 (O grande lema). A sequéncia ( ;) jen da defini¢do 4.1 € ilimitada.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que nao seja assim. Portanto dM > 0 tal que

1
q; < M para todo j € N. Como ‘a — & < — < 1 temos g;|a — bi = |gjo — pj| < gj.

4 q; J
Além disso, como |p;| —|g;a| < [gja —pj| segue que |p;| <'[g;al+g; < M(|af+1). Logo
( pj) jen € limitada.
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Portanto ( ¢;) jen € ( p;) jen sdo sequéncias de nimeros inteiros limitadas e portanto
Pj

qj . .
racionais com finitos termos distintos, o que contraria o fato de tal sequéncia possuir
infinitos termos distintos. M

com apenas finitos termos distintos. Desse modo, ( > ¢ uma sequéncia de nimeros
jEN

Utilizando o teorema acima podemos também obter a seguinte proposicao que é uma
condigcao necessaria para estarmos no caminho certo.

Proposicao 4.1. Todo nimero de Liouville € irracional (a € L=a R -Q )

Demonstracao. Suponha « € L, tal que a = P € Q. Por hipdtese, existe uma sequéncia

Pj . C e . . P Dy
( = de racionais distintos tais que |~ — =
q;/ jeN q gj
disso, como pg; e p;jq sao numeros inteiros distintos, a sua diferenca em maédulo é maior

ou igual a 1 e assim obtemos:

1 .
< — , ou s€ja,

w‘ <1 Além
99 a;

1
g1

lpg; — qp;| > 1= S‘qu—qu‘<
q4;

1
a
Isso nos diz que |g|q; > qj-' e portanto |g| > ng’ um absurdo pois pelo grande lema a

sequéncia ( ¢j) jen € ilimitada. Logo todo nimero de Liouville é irracional. W

Por fim, conseguiremos agora provar o resultado que consolidou o trabalho feito por
Liouville na busca por nimeros transcendentes. Apresentamos o

Teorema 4.4. Todo nimero de Liouville é transcendente (o € L= a € T)

Demonstracao. Pela Proposicao 4.1, se a for um nimero de Liouville entao « é irracional.
Suponha agora que « é algébrico e é raiz de P(x) onde 0P(x) = n > 2, entao pelo teorema
de Liouville ( Teorema 4.1 ) temos que que vale a seguinte desigualdade para qualquer

racional =.
q
gz
q qr
Em especial essa desigualdade é valida para os nimeros da sequéncia ( &> da
q;/ jeN

definicao de niimero de Liouville. Dessa forma temos que:

— = >
q; c(a)

1
c(@)’
lema, pois assim terfamos a limitacao de ( ¢;) jen. Portanto todo nimero de Liouville é
transcendente. W

cla) <)a—& <

q; qj

Da desigualdade acima segue que qj_" < o que contradiz novamente o grande
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Como consequéncia do teorema podemos afirmar que o niimero do exemplo 4.1 e todos
os numeros do exemplo 4.2 sao, de fato, transcendentes. Desse modo, agora sabemos mais
do que apenas a existéncia de nimeros transcendentes, podemos ,de fato, exibi-los.

Observamos, por fim, que a reciproca do teorema 4.4 nao é valida. Na verdade, é
possivel provar que quase nenhum nimero transcendente é nimero de Liouville. Citando
um exemplo, provou-se, com a ajuda de resultados merecedores (e ganhadores) da medalha
Fields (veja [2] ) que a constante de Champernowne dada por M = 0, 1234567891011121314...
¢ um numero transcendente. Apesar disso nao M é um numero de Liouville. Os niimeros
e e ™ também nao sao numeros de Liouville, apesar de serem transcendentes.
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