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1 Introducao

A Teoria dos Numeros costuma ser chamada de a "Rainha da Matematica”, e
creio que faz jus ao nome. Ja foi objeto de estudo dos mais ilustres matematicos,
tais como Pierre de Fermat, Carl Friedrich Gauss, Richard Dedekind e Leonard
Euler. Tal teoria esta ligada, majoritariamente, ao problema de resolver equacoes
diofantinas. Mais especificamente, ela desenvolve um estudo dos niimeros inteiros
e do seu respectivo corpo de fragoes Q. Portanto, conforme ji dito em [1], os
nimeros algébricos aparecem, naturalmente, como uma ferramente para tratar deste
problema. O objetivo do presente trabalho é expor, de forma introdutéria, alguns
resultados centrais relacionados a esta teoria.

O desenvolvimento da Algebra, durante o século XVII, desperta o interesse do
matematico francés Pierre de Fermat (1601 - 1665) pelo assunto. Dos teoremas
enunciados por Fermat, provavelmente o que atingiu maior destaque tenha sido
o chamado Ultimo Teorema de Fermat, que afirma a nao existéncia de inteiros
positivos z,y, z,n com n > 2, tais que z" 4+ y"™ = 2". A teoria de niimeros algébricos
permite uma demonstracao de tal teorema no caso em que n é um numero primo
fmpar, escrevendo-se " + 4" = (x + ) - (z + (uy) - .. - (x + (" y), em que ¢, # 1 é
uma raiz n-ésima da unidade. Dai, vem a importancia do estudo do anel Z[(,]

Em 1796, o mateméatico Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855), prova um fato
empolgante, conhecido como Lei da Reciprocidade Quadratica, ja observado pelo
suico Leonard Euler, em 1783. Ao tentar demonstrar resultados semelhantes para
poténcias maiores do que o quadrado, Gauss percebe que os calculos tornavam-se
bem mais eficientes se trabalhasse com os inteiros de Gauss, ao invés de somente
nimeros inteiros. Com isso, se da o inicio da teoria dos inteiros gaussianos, a qual
sera cuidadosamente mensionada no capitulo 4.

Mais um exemplo de aplicacao da Teoria em questao se da ao estudar a Equacao
de Pell, da forma 2? — dy? = 1. Uma maneira de se determinar solucoes inteiras
para tal é escrevendo-a como o produto (z — v/dy)(x + v/dy) = 1. Verifica-se que
(a,b) é uma solugao inteira da equagao acima se, e somente se, a + bV/d é invertivel
de norma igual a 1 no anel quadratico Z[\/E] Com isso, percebe-se a importancia
do estudo de tal anel, o qual trataremos no capitulo 4.

Quanto ao conteudo, escrevi estas notas em 5 curtas secoes. O capitulo 2 visa
estabelecer as nogoes preliminares mais fundamentais, que serao utilizadas durante
grande parte das secoes posteriores. Trata-se, resumidamente, de uma curta apre-
sentacao das propriedades mais importantes a respeito da teoria de extensoes de
corpos, dando prioridade aos resultados referentes a extensoes algébricas. Também
neste capitulo introduzo, de maneira bastante sutil, a estrutura de R-mddulo sobre
um anel R, que serd utilizada amplamente no capitulo seguinte.

O capitulo 3, talvez, seja o mais importante para compreender a nogao de inteiro
algébrico. Dado um corpo IL, vamos construir o anel I;, dos inteiros algébricos sobre
L. Salientamos que, para um numero algébrico o arbitrario, o anel I;, nem sempre
serd da forma Z[a]. Acrescento que o estudo deste anel, que quando tomado sobre
o corpo Q dos nimeros racionais, assume a forma Z = Ig dos ntimeros inteiros, é
considerado o objetivo principal da Teoria dos Numeros Algébricos.

Complementando o capitulo 3, a se¢ao 4 busca expor os conceitos mais relevantes
a respeito do estudo de corpos quadraticos, os quais possuem notéria importancia
em diversas areas da algebra. Em particular, um rapido comentario sobre o anel
quadratico dos inteiros de Gauss é feita, também, nesta secao.

Finalmente, o capitulo 5 nos traz uma importante condi¢ao necessaria para que



um ndmero seja algébrico, a qual é enunciada como um teorema. Consiste, de
certa forma, em uma bela aplicacao da teoria de nimeros algébricos, fazendo uso
apropriado da Andlise matematica. A se¢do termina com um elegante exemplo de
nimero transcedente, que surge como corolario do teorema citado acima.

Contudo, espero que a leitura destas notas possa ser util para aqueles que estao
interessados em estudar a Teoria dos Numeros Algébricos. Tomei os devidos cuida-
dos para que as demonstracoes fossem bem detalhadas e para que todas as passagens
tidas como 6bvias sejam, acima de tudo, sinceras.

2 Conceitos basicos

Admitimos que o leitor do presente trabalho esteja familiarizado com as estru-
turas algébricas béasicas, tais como as estruturas de anel, grupo, dominio e corpo.
Também admitiremos conhecidas as no¢oes de homomorfismos e isomorfismos entre
essas estruturas, bem como a construgao do anel de polindémios A[z] na indetermi-
nada z com coeficientes num anel comutativo A com unidadade.

Dito isto, faremos, neste capitulo, um resumo das principais defini¢oes e propri-
edades que serao utilizadas no decorrer do texto.

2.1 Extensoes de Corpos

Definigao 2.1. Seja F um corpo. Dizemos que um par (E,i) é uma extensao de F se
E € um corpo e : F — E € um monomorfismo de aneis, isto €, um homomorfismo
injetivo de aneis.

Com efeito, se i : F — E é monomorfismo de aneis, entao verifica-se facilmente
que i(F) C E é subcorpo de E e, além disso, F é isomorfo a i(F). Sendo assim,
costuma-se praticar um abuso de linguagem e considerar simplesmente F C E. Du-
rante todo esse artigo, usaremos a notacao I C E para indicar que E é uma extensao
de T, isto é, para indicar que existe um monomorfismo ¢ : F — [E.

Outro fato importante constitui-se em podermos considerar £ como sendo um
espago vetorial sobre F, tomando a adi¢ao em E e a multiplicacao por elementos de
F. Dizemos que dimp(E) é o grau da extensao F C E, e escrevemos
[E : F] = dimp(E) para indicé-lo.

Definicao 2.2. Uma extensio F C E chama-se finita quando [E : F] < cc.

Veremos, a diante, que toda extensao finita é algébrica. Embora existam ex-
tensoes algébricas infinitas, nosso principal objetivo nesse trabalho é desenvolver a
teoria das extensoes algébricas fnitas. A proposicao a seguir mostra-se de grande im-
portancia para o estudo dessas extensoes, uma vez que ela torna muito mais simples
o trabalho de determinar o grau de uma certa extensao dada.

Proposicao 2.1. Se F C E C K sao extensoes de corpos, entao
[K:F]=[K:E]-[E:F].

Demonstracao. Sejam {z;}ic; base de E como F espago vetorial e {y;};es base de

K como espago vetorial sobre E. Vamos mostrar que V' = {;y; }ier jes é base de K

como F espaco vetorial. Com efeito, seja Z a;jz;y; = 0 soma finita, com a;; € FF.
jediel



Temos Z (Z aijxi> y; = 0, e sendo {y;}jes LI, tiramos que Zaijxi = 0, para
jeJ \iel i€l

todo j € J presente no somatério. Da independéncia linear de {z;};cs, segue que

a;; = 0, para todo ¢ € I, j € J incluidos na soma. Portanto {x;y;}icr jes é LI

Resta mostar que V' gera K. De fato, tome a € K. Escreva a = Zajyj, com

jed

a; € E para finitos j € J. Além disso, para cada j, escreva a; = Zaijxi, para
icl

finitos ¢ € I. Isso nos da a = Zajyj = ZZaijxiyj, para finitos ¢ € 1,5 € J.

jeJ jed el
Concluimos, dai, que V é base de K. Por fim, notemos que o conjunto V' possui
cardinalidade igual a [K : E] - [E : F]. (c.q.d)

Corolario 2.1. Se F; C F, C --- C F,, sao extensoes de corpos, entao
[Fn : Fl] = [Fn : Fn—l][Fn—l : Fn_g] s [Fg : Fl]

Demonstracao. Basta aplicar a proposicao anterior n — 2 vezes, tomando as ex-
tensoes Fn g F2 g Fla Fn g Fg g FQ,..., Fn g anl g Fn72' (C.q.d)

Corolario 2.2. Se F C K e K C E sao extensoes finitas, entao F C E também o €.

Demonstracao. Com efeito, se [E : K] < oo e [K : F] < oo, entao
[E: K]K : F] < oo, isto é, [E : F] < oo (c.q.d)

2.2 Adjuncao de Raizes

Definicao 2.3. Seja F C E extensao de corpos e a € E. Definimos o subcorpo
gerado porF e a como sendo o menor subcorpo de E que contémF e a, e o denotamos
por F(a).

Uma consequéncia imediata da defini¢ao acima é que F(«) é dado pela intersecao
de todos os subcorpos de E que contém F e a. De fato, é claro que F(a)) contém
tal intersecao, e que esta é um subcorpo de E. Se existisse um elemento = € F(«)
que nao pertencesse a intersecao, entao teriamos que esta seria um subcorpo de E
contendo F e «, contida em F(a). Isso contradiria a minimalidade desse ultimo
corpo.

Costumar-se, ainda, dizer que F(«) é o corpo gerado pela adjuncao de a. Podemos
estender essa ideia para um conjunto qualquer, conforme nos diz a:

Definigao 2.4. Seja F C E extensao de corpos, e seja A um subconjunto de E.
Definimos o corpo obtido de F pela adjuncdo de A como sendo o menor subcorpo de
E que contém A e F,e o denotamos por F(A).

No caso especial em que A = {ay, ..., a, }, escrevemos simplesmente
F(A) = F(ay,...,a,). Dizemos, ainda, que a extensao F C F(ay,...,a,) é do tipo
finitamente gerada.

Definicao 2.5. Uma extensao F C E € dita ser simples se, e somente se, existir
x € E tal que F(x) = E

Notemos que toda extensao simples € finitamente gerada.



2.3 Homomorfismos de Corpos

Sejam E e E' corpos e seja f : E — E’ homomorfismo. Temos duas opg¢oes para
o nicleo de f: ker(f) =E ou ker(f) = {0}. No primeiro caso, f ¢ o homomorfismo
nulo entre esses corpos, e no segundo, f é monomorfismo.

Definigao 2.6. Sejam K CE e K C E' extensoes de um corpo K. Todo homomor-
fismo f B — E' tal que f(x) = x, para todo x € K € denominado K-homomorfismo
de E em E'.

Definimos, analogamente, as nogoes de K - isomorfismo e K - automorfismo. A
proposicao a seguir é de grande importancia para o desenvolvimente, posteriormente,
do conceito de extensao de homomorfismos.

Proposigao 2.2. Se f e g sao dois monomorfismos de E em ', entao o subconjunto

H={zeE/f(x) =g(r)}

¢ um subcorpo de E. Se S é um sistema de geradores de E e f(z) = g(x) para todo
x €S, entao f=g.

Demonstracao. Tome z,y € H. Entao f(z) = g(z) e f(y) = g(y), donde
f(x) = fy) = g(x) — g(y), isto &, f(z —y) = g(z —y), ou ainda, x —y € H.
Analogamente, mostra-se que zy € H e, se x # 0, 27! € H. Para a segunda
afirmagao, notemos que, por hipétese, S C H C E, logo F = (S) € H C E, donde
segue que H = S, isto é, f = g (c.q.d)

Os dois corolarios que se seguem sao consequéncias imediatas do teorema acima:

Corolario 2.3. Seja K C E extensao de corpos, e seja S sistema de geradores de
E sobre K, isto é, E = K(S). Seja, também, E' um corpo. Se f e g sao dois
homomorfismos de E em E' e se f(z) = g(x), Vx € KNS, entao f = g.

Corolario 2.4. Sejam K C E e K C E' extensoes de corpos e seja S um sistema
de geradores de E sobre K. Para que dois K - homomorfismos f,g : E — E' sejam
iguais, € necessdario e suficiente que f(x) = g(x), para todo x € S.

Este coroldrio nos mostra que um K - monomorfismo de E em E’ fica completa-
mente determinado pela sua agao sobre um sistema de geradores de E sobre K.

2.4 Extensoes Algébricas e Elementos Algébricos

Do ponto de vista da algebra moderna, o estudo dos elementos algébricos sobre
um corpo ¢é precedido pelo estudo das extensoes algébricas desse corpo. Em outras
palavras, conhecendo-se as propriedades de uma certa extensao algébrica, é possivel
conhecer também as propriedades dos elementos algébricos segundo essa extensao.
Por esse motivo, os resultados seguintes darao enfoque as propriedades de extensoes.

Definicao 2.7. Seja K C E extensao de corpos e seja o um elemento de E. Dizemos
que « € algébrico sobre K se, e somente se, existe um polinomio f € K|x] tal que
f(a) = 0. Caso contrdrio, diz-se que v é transcendente sobre K.

Definicao 2.8. Seja K C E extensao de corpos. Dizemos que essa extensio é
algébrica se, e somente se, todo elemento de E for algébrico sobre K. Caso contrdrio,
diz-se que & € uma extensao transcendente de K.



Exemplo 1. Considere a extensao K C E. Todo elemento p do corpo K é algébrico
sobre K, pois € raiz do polinomio g(x) =z — p € Klz].

Exemplo 2. Todo nimero complexo que € algébrico (respec. transcendente) sobre
Q € denominado nimero algébrico (respec. mimero transcendente). E muito facil
pensar num exemplo de niumero algébrico (basta tomar qualquer nimero racional,
conforme o exemplo anterior). Entretanto, é dificil dar exemplos de nimeros trans-
cendentes. O primeiro exemplo desses numeros foi dado por Liouville, em 1851. Jad,
em 1873, o matemadtico francés Charles Hermite demonstrou que o numero

) \"
e = lim (1+—)
n—o00 n

¢ transcendente. Mais tarde, em 1882, Carl Louis Ferdinand von Lindemann, ma-
temadtico de origem alema, mostrou que o numero ™ € transcendente.

Tendo em vista a dificuldade de se encontrar ntimeros transcendentes, é natu-
ral sermos levados a pensar que, dado um nimero complexo, a probabilidade de
que ele seja trascendente é pequena. Entretando, essa intuicao poderia nos levar
a um grave engano, se nao fosse pelo matematico Georg Ferdinand Ludwig Phi-
lipp Cantor. Esse matematico russo, conhecido por elaborar a teoria dos conjuntos
moderna, demonstrou que o conjunto dos niimeros algébricos é enumeravel, logo o
conjunto formado por todos os niimeros transcendentes tem a poténcia do continuo.
Essa demosntracao é surpreendente no sentido de que estabelece a existéncia de
nimeros transcendentes sem dar exemplos desses ntimeros, pois a demonstragao é
nao construtiva. A seguir, apresentamos esse teorema, munido de alguns corolérios
importantes:

Teorema 2.1 (Cantor). O conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel.

Demonstragao. Primeiro, observe que se um numero complexo é raiz de um
polinomio com coeficientes em Q, entao ele também é raiz de um polinomio que
mora em Z[x]. Logo, para que um dado nimero seja algébrico, basta que ele
seja algébrico sobre Z. Dado um polindmio nao constante com coeficientes in-
teiros p(z) = ap + a1x + - - + a,x", definimos sua altura como sendo o nimero
H = |ag| + |a1| + -+ + |an| + n. Note que H > 1, pois n > 1 e, Vn > 1, temos
a, # 0. Além disso, p deve possuir, no maximo, n raizes complexas, das quais todas,
algumas, ou nenhuma delas, podem ser reais. Agora, o nimero de polindmios com
coeficientes inteiros com uma dada altura é apenas um numero finito. Isso significa
que o conjunto de todas as raizes de todos os polindmios com uma dada altura é
um conjunto finito. Portanto, o conjunto de todos as raizes de todos os polinomios
de todas as alturas forma um conjunto enumeravel, uma vez que é dado por uma
uniao enumerdvel de conjuntos finitos. (c.q.d)

Corolario 2.5. Ezistem numeros transcendentes.

Demonstragao. Se, por absurdo, nenhum ntimero complexo fosse transcendente,
entao todos os numeros complexos seriam algébricos. Pelo teorema acima, isso nos
daria que C é um conjunto enumeravel. Absurdo. (c.q.d)

Corolario 2.6. O conjunto dos numeros transcendentes é nao enumerduvel.



Demonstracao. O conjunto C é dado pela uniao disjunta entre o conjunto dos
numeros algébricos e o conjunto dos nimeros transcendentes. Se este fosse enu-
meravel, entao também C o seria, uma vez que a uniao de dois conjuntos enumeraveis
também é enumeravel. Novamente, chegariamos em um absurdo. (c.q.d)

Notemos, ainda, que o conjunto dos niimeros algébricos e o conjunto dos niimeros
transcendentes sao ambos densos em R. O primeiro porque contém o conjunto Q,
que é denso. O segundo porque, se um intervalo aberto nao degenerado em R nao
contém numeros transcendentes, entao que este seria formado apenas por numeros
algébricos, isto €, seria enumeravel. Isto nao pode ocorrer, pois qualquer intervalo
nao degenerado da reta é nao enumeravel. Continuemos, abaixo, com o estudo das
extensoes algébricas.

Seja K C [E extensao de corpos e seja a € E. A propriedade universal do anel de
polinémios nos garante a existéncia de um tnico K-homomorfismo ¢, : Klz] — E
tal que ¢ () = . Temos que Im(¢p,) = Kla] e ker(¢,) = {g € K[z] | g(a) = 0}.
Podemos, entao, reformular a definigao 2.7 do seguinte modo:

1. a é algébrico sobre K < ker(f,) # {0}.
2. « é transcendente sobre K < ker(f,) = {0}.

Definimos, também, F[a| = Im(¢,). O teorema a seguir mostra que é possivel
determinar a estrutura do corpo Fl[a] no no caso em que este for um elemento
algébrico.

Teorema 2.2. Sejam F C E extensao de corpos e a € E elemento algébrico sobre
F. FEntao Fla] € um corpo e, além disso, existe um tnico polinomio irredutivel e
monico p € Flz] tal que Fla] = Flz]/(p).

Demonstracao. Seja ¢, : Flz] — E o tnico homomorfismo tal que ¢,(x) = a.
Como « é algébrico sobre F, entao ker(¢,) # {0}. O fato de F[z] ser um dominio
principal garante que existe um tnico polinomio monico p € F[z] que gera o niicleo
de ¢q, isto é, ker(¢,) = (p). Com efeito, (p) é um ideal primo, uma vez que
ker(¢,) também o é. Dai, segue que p é primo, ou seja, p é irredutivel, ou ainda,
(p) é maximal. Portanto, temos que F[z]/(p) é um corpo. Segue, do teorema do
isomorfismo, que F[z]/(p) = Im(d,) = Fla], o que também garante que Fla] é um
corpo. (c.q.d)

Definicao 2.9. O 1unico polinomio monico do teorema acima chama-se polinémio
minimal de o sobre I, e € denotado por I(a,F).

Algumas consequéncias importantes do teorema acima podem ser reunidas nas
proposicoes abaixo.

Proposicao 2.3. Sejam F C E extensao de corpos, a € E elemento algébrico sobre
F, e f € Flz]| polinomio nao constante ménico tal que f(a) = 0. Sdo equivalentes
as sequintes proposicoes:

i) f € o polinomio minimal de o sobre F.

i) Para todo g € Fx], se g(a) =0, entao f|g.

it1) Para todo g € F[x] nao nulo tal que g(ar) = 0 tém-se Of < 0g.

i) f € irredutivel em F|x].



Demonstragao. (i) = (i7): De fato, se g(a) = 0, entdo g € Ker(¢,) = (f), em
que ¢, é o morfismo dado conforme o teorema anterior. Logo f|g.
(i7) = (uwii): Como flg, entdo existe ¢ € F[c] tal que g = fg, donde segue que
0g =0f 4+ 0q > 0f.
(1ii) = (iv): Se fosse f redutivel em F[x], existiriam polindémios ¢g,q € F[x] ndo
constantes tais que f = ¢gg. Claro que df > dg e df > 0dq. Por outro lado,
0 = f(a) = g(a)g(e), donde seque que g(a) = 0 ou g(a) = 0, ou seja, df < dg ou
df < 0q, conforme informa a hipétese. Essas afirmacgoes sao contraditérias. Logo f
é irreditivel.
(1v) = (i) Com efeito, as hipdteses nos dao que f é um polinémio monico, irreditivel
e pertencente ao nicleo do morfismo ¢,. Sabemos que tal polinémio é tnico, e
portanto, f = I(«,F). (c.q.d)

Observamos que o item (iii) do teorema anterior justifica o nome polindémio
minimal.

Proposicao 2.4. Seja F C E extensao de corpos. Seja a € E um elemento algébrico
sobre F. Se 0I(«a,F) = n, entdo

a) Fla] = F(«)

b) O conjunto {1,a,a? -+, a" 1} é uma base do F-espaco vetorial F(a).
c)n=[F(a):TF

Demonstraco. a) E evidente.

b) Tome y € Fla] = F(a). Seja g um polindmio com coeficientes em F tal que
g(a) =y. Tome q,r € Flc] tais que g = qf +r, com Or < df our =0 (f denota o
polinémio minimal de « sobre F. Entao y = g(a) = f(a)q(a) + r(a) = r(a) O fato
de r ter grau menor do que n demonstra que o conjunto dado é, de fato, um sistema
de geradores de F(a) sobre F. Se {1,a,a?,--- ,a" 1} fosse linearmente dependente,
entao existiriam ag, - -+ ,a,_1 € F, nao todos nulos, tais que

ap+ aja+ -+ a,_1a"t = 0, o que contradiz a minimalidade do grau de f. Dai,
segue o resultado.

¢) E consequéncia imediata do item anterior. (c.q.d)

Em resumo, a proposicao acima nos diz que toda extensao algébrica simples ¢é
finita. A seguir, dois outros teoremas importantes: O primeiro da outra caracte-
rizacao das extensoes algébricas e o segundo, das extensoes finitas, as quais serao as
extensoes mais relevantes para o decorrer deste trabalho.

Teorema 2.3. Se F C E ¢ extensao de corpos, entao essa extensao € algébrica se,
e somente se, todo anel intermedidario entre F e E é um corpo.

Demonstracao. (=) Seja R um anel entre os corpos dados. Se a € R C E, entao
a é algébrico sobre F, ou seja, F[a] é um corpo e, além disso, Fla] C R (de fato, R
contém todas as combinagdes lineres de poténcias de a com escalares em F). Segue
que a~! € Fla] C R, isto é, R é um corpo.

(<) Tome a € E. Temos F C Fla] C E. Por hip6tese, Fla] é corpo. Logo a™! € Fla].
Segue que existe g em F[z] tal que g(a) = a~'. Com efeito, vé-se que a é raiz do
polinémio p = xg — 1. Portanto, a é algébrico sobre F. (c.q.d)

Teorema 2.4. Uma extensao € finita se, e somente se, é algébrica e finitamente
gerada.

Demonstracao. (=) Seja F C E extensao finita. Suponhamos [E : F] = n € N.
Seja eq, - - - €, uma base de [E como espago vetorial sobre F. Entao E = F(eq, - ,e,),
isto é, a extensao é finitamente gerada. Além disso, para todo a € [E, temos que o



conjunto {1, a,---,a"} é LD sobre F, ou seja, devem existir Sy, 1, -+, [, € I tais
que fy + fra+ -+ Bpa™ = 0. Portanto « é raiz do polinomio
Bo + Bix + -+ + Bpa™ € Flz], donde segue que F C E é algébrica.

(<) Suponha F C E extensao algébrica e finitamente gerada. Sejam aq,--- ,a, € F
tais que E = F(ay,--- ,a,). Considere a torre de corpos
F C F(ay) C F(ay,as) C--- CF(ay,--- ,a,). Paratodoi € {1,...,n—1}, temos que

F(ay,...,a;) € F(ay,...,a;,a;+1) é extensao algébrica simples, pois a;41 é algébrico
sobre F(ay, ...,a;). Pelo Teorema 2.4, seque que cada uma dessas extensoes é finita,
ou seja, [F(aq,...,a;,a:41) : F(ay,...,a;)] < oo, para todo i € {1,...,n — 1}, donde
segue que [E: F] = [E: F(ay,...,an-1)] - [F(a1) : F] < 00. (c.q.d)

Proposicao 2.5. Sejam F C K e K C E extensoes de corpos. Nesses termos, E €
uma extensao algébrica de F se, e somente se, K é uma extensao algébrica de F e E
¢ extensao algébrica de K.

Demonstragao. Se F C E é extensao algébrica, entao, em particular, todo ele-
mento de K C E ¢ algébrico sobre F. Nao obstante, todo elemento de E ¢é raiz de
um polinomio p € F[z] C K][z], ou seja, é algébrico sobre K[z]|. Reciprocamente,

suponha que K é uma extensao algébrica de F e E é extensao algébrica de K. Seja
m—1

a € [E e considere o polinomio minimal f = Z a;x"' + x, de a sobre K, em que
i=0

a; € K, Vi € {0,1,...,m—1}. Como cada a; é algébrico sobre F, segue que a extensao

L = F(ag,as,...,a,—1) é¢ uma extensao finita de F. Portanto L(«) é extensao finita

de F, ou seja, L(«) é uma exensao algébrica de IF, e como a € LL(«), obtemos que «

é algébrico sobre F. (c.q.d)

Dada uma extensao F C E qualquer, podemos nos perguntar se existe algum
corpo intermediario entre F e E que seja algébrico sobre F. Essa duvida, porém, é
sanada com o proximo teorema.

Teorema 2.5. SejaF C E extensao de corpos e seja A = {a € E |« € algébrico sobre F}.

Entao A € um subcorpo de [E e todo elemento de E que € algébrico sobre A pertence
a A.

Demonstragao. Tome «o,5 € A. Como ambos sao algébricos sobre F, entao
F C F(a, B) é extensao finita de F. Logo F(a, 3) é extensao algébrica. Dai, temos
que F(a, 8) C A, e como a + 3,a8, —a,a™! (se a # 0) sao elementos de F(a, (),
segue que também sao elementos de A, donde conluimos que A é subcorpo de E.
Por fim, se y € E é elemento algébrico sobre A, entdo A(y) é extensao algébrica de
A, e sendo A extensao algébrica de F, concluimos, pela proposigao (2.5), que A(y)
¢ extensao algébrica de I, ou seja, y é algébrico sobre I, ou ainda, y € A, (c.q.d)
Denotaremos o corpo A do teorema acima por Alg(E/F). A proposigao a seguir
servird de motivagao para definir a nogao de corpos algebricamente fechados.

Proposicao 2.6. Seja K um corpo. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

1) Todo polinomio ndo constante f € K[x] tem pelo menos uma raiz em K.

2) Todo polinémio irredutivel em Klz| tem grau 1.

3) Todo polindmio nao constante g € K[z] decompde-se num produto de fatores
lineares em Klz].

Demonstracao. (1) = (2): Dado um polinémio f de grau maior do que um,
podemos tomar a em K de modo que « seja uma raiz desse polinomio. Logo



f = (z—a)q, com 0q > 1, donde segue que f é redutivel. Logo, para um polinémio
ser irredutivel, necessariamente seu grau deve ser igual a um. Portanto

(2) = (3): Segue imediatamente do fato de K[z] ser dominio fatorial.

(3) = (1): Evidente. (c.q.d)

Definicao 2.10. Todo corpo K que satisfaz qualquer uma das trés afirmacoes an-
teriores chama-se corpo algebricamente fechado.

O Teorema Fundamental da Algebra pode ser enunciado da seguinte forma: O
corpo C dos nimeros complexos € algebricamente fechado. O leitor podera facilmente
encontrar a demonstracao desse teorema em [5] ou [7].

Teorema 2.6. Se K C E € extensao de corpos e E € algebricamente fechado, entdo
A =Alg(E/K) é um corpo algebricamente fechado.

Demonstracao. Tome f € Alzx] C E[x] polinomio nao constante. Como E é
algebricamente fechado, existe a € E tal que f(a) = 0. Logo « é algébrico sobre A,
donde segue, do teorema 2.5, que o € A, isto é, A é algebricamente fechado. (c.q.d)

Definicao 2.11. Uma extensdo E de um corpo F chama-se um fecho algébrico de
F se, e somente se, K CE ¢ uma extensao algébrica e E é algebricamente fechado.

Exemplo 3. Como C ¢ algebricamente fechado e Q C C, seque, do teorema 2.6, que

o congunto Alg(C/Q) € algebricamente fechado. Além disso, sabemos que Q CAlg(C/Q)
¢ extensao algébrica. Portanto L = Alg(C/Q) € um fecho algébrico de Q. O corpo L
chama-se corpo dos numeros algébricos e, certamente, um de nossos objetivos nessas
notas trata-se de estudar as propriedades do mesmo. O teorema 2.1 nos mostra que
este corpo € enumerdvel.

Dado um corpo qualquer, é razoavel nos perguntarmos se existe um fecho algébrico
para este corpo. Os teoremas 2.5 e 2.6 nos mostram que se for possivel estender
este corpo a um corpo algebricamente fechado, entao existira, também, um fecho
algébrico para este corpo. O teorema a seguir responde posititivamente a tal per-
gunta. A demonstracao dele faz uso de um resultado conhecido como Lema de Zorn,
o qual é equivalente ao axioma da escolha, que aceitaremos como verdadeiro, desde
ja. Enunciemos o lema em questao:

Lema de Zorn: Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se toda cadeia
em (X, <) possui uma cota superior, entao (X, <) admite elemento maximal.

O leitor curioso encontrard bons textos sobre o tema acima em [5] e [4].
Teorema 2.7. Todo corpo admite fecho algébrico.

Demonstragao. Seja ' um corpo. Seja A um conjunto com um elemento para
cada possivel zero de um polinémio qualquer de F[z], isto é,

A=A{wys; | feF[z],i=0,..,0f}. Considere um conjunto {2 com mais elementos
do que A (por exemplo, tome Q2 = P(A).) Substituindo Q por Q UF, se necessario,
podemos assumir que F C Q. Defina o conjunto S = {E|E C Q é uma extensao
algébrica de F}. Note que S é parcialemente ordenado pela relagdo de inclusao.
Claramente, S # @, pois F € S. Considere uma cadeia £ CE; C--- CE, C ---

qualquer em S.

Afirmacao: A uniao E = U [E,, é uma cota superior para esta cadeia.

n=1
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Com efeito, tome x,y € E = U E,. Existem 7,5 € N tais que 2 € E; e y € E;.

n=1

Seja k =max{i,y}. Temos E; C E; e E; C E;. Logo z,y € E, donde segue que
T —y,zy e z ' (se x # 0) sao elementos de Ey, isto é, as operagoes adigao e multi-
plicacao estao bem definidas em E e todo elemento nao nulo de tal conjunto possui
inverso no mesmo. Os outros axiomas de corpo sao, também, herdados do fato de
que cada E; é também um corpo Isso mostra que, de fato, [E é um corpo pertencente
ao conjunto S.

Portanto, toda cadeia em S possui cota superior. Pelo Lema de Zorn, segue que
S possui elemento maximal. Seja I tal elemento. Afirmo que F é algebricamente
fechado. De fato, suponha que ndo o seja. Entdo existe um polinémio f € F[x]
que ndo possui raizes neste corpo. Nesse caso, tome w € Q\F tal que f(w) = 0.
Obtemos, daif, que F C F(w) é uma extensdo algébrica. Como F C F também é
extensdo algébrica (pois F € S), concluimos, pela proposicdo 2.5, que F C F(w) é
extensdo algébrica, o que contradiz a maximalidade de F. Finalmente, obtemos que
F é um fecho algébrico de F. (c.q.d)

Demonstra-se que o fecho algébrico é unico, a menos de isomorfismo. Isso signi-
fica que se [E e K sao fechos algébricos de F, entao E = K. O leitor pode encontrar
encontrar a prova desse fato em [6] ou [4].

Definigao 2.12. Seja F um corpo, e f € F[z| um polinémio nao constante. Dizemos
que uma extensao E de F € um corpo de decomposi¢ao de f (ou corpo de

raizes de ) se, e somente se, vale que:

a) f decompoe-se num produto de fatores lineares em E[z].

b) Se L € um corpo intermedidrio qualquer entre K e E satisfazendo a condi¢do
antertor, entdo L. = E.

Segue, imediatamente da definicao anterior, [E é uma extensao finita, e portanto
algébrica, de K. Com efeito, note que E = K(z1,...,z,), em que x1,...,x, sdo as
raizes do polinomio f do qual E é corpo de raizes, com df = n. Como cada z;
¢ algébrico sobre K, segue a afirmagao anterior. Podemos dizer que o corpo de
decomposigao de f é o menor corpo que contém K e todas as raizes de f. O teorema
a seguir é de extrema importancia para se determinar a existécia dos corpos de raizes
de polinomios.

Teorema 2.8 (Kronecker). Se f € K[z]| é um polinémio irredutivel e ménico, entdo
existe uma extensdo K(a) do corpo K, em que o € uma raiz de f.

Demonstracao. Seja E = K[z]|/(f). Como f é irredutivel, entao (f) é ideal maximal
de K[z], donde segue que E é um corpo. Podemos considerar K C E (de fato, basta
observar que a projecao canonica ¢ : K[z] — E restrita a K C K[z]). Todo elemento

de E é da forma g + (f), em que g = Zbixi € K[z]. Defina a = z + (f). Com

=0

n
efeito, se f = Z a;x" € K[z], entdo, em E[z], temos que

=0
n

flo) = fla+ () =D (ai+ () (x+(H)) =D aw'+(f) = f+(f) = () = O,
i=0 i=0
donde segue que a é uma raiz de f. (c.q.d)

Prova-se que a extensao K(«) acima é tinica, a menos de K-isomorfismo. Também,
pelo teorema acima é possivel demonstrar que todo polinémio nao constante g € K|x]
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admite um corpo de raizes sobre K, e, além disso, este corpo é determinado, a menos
de K-isomorfismo. Podemos, de forma parecida, definir o corpo de decomposicao de
uma familia A de polinomios. Esses fatos fogem do nosso objetivo principal e nao
serao demonstradas, por hora. O leitor se convecera desses fatos em, por exemplo,
[4] ou [6].

Exemplo 4. Tome f = 2?4+ bx + ¢ € Q[x]. Se f € redutivel em Q, entdo Q é corpo
de decomposicao de f. Caso contrdrio, K = Q(v/b? — 4c) serd corpo de decomposi¢ao
de f sobre Q.

Exemplo 5. Considere A = {x*>—p : p > 2 primo} C Q[z]. Entio K = Q(v/2,v3,V5,...}
¢ um corpo de decomposicao para A.

Por fim, definiremos os conceitos de separabilidade e normalidade, cuja im-
portancia se manifesta consideravelmente no estudo da Teoria de Galois.

Definigao 2.13. Seja K um corpo e f € Klz] um polindmio. Dizemos que f é
separavel se, e somente se, f e sua derivada [’ sdo primos entre si.

Prova-se que este fato é equivalente ao fato de todas as raizes de f serem sim-
ples, isto é, terem multiplicidade 1. Uma extensao algébrica F C sera chamada de
separdvel quando todo elemento de E for raiz de um polindémio separavel sobre F.

Definigao 2.14. Seja F um corpo e Q) um corpo algebricamente fechado contendo
F. Uma extensao finita F C E € dita ser normal se satisfizer alguma das sequintes
condigoes equivalentes:

a) Para todo F-isomorfismo o de E em Q, temos que o(E) =E

b) Se a € E € raiz de um polinomio p € Fx] irredutivel, entdo E contém todas as
raizes de p.

c) E é corpo de decomposi¢ao de uma familia A C Flx] de polinémios nao constantes.

As equivaléncias da definicao anterior, bem como a demonstracao da equivaléncia
da definigao anterior pode ser encontrada em [4] ou [6]. A proposigao a seguir serd
util para o ultimo capitulo, e por isso sera demonstrada abaixo.

Proposicao 2.7. Todo polinomio irredutivel com coeficientes num corpo de carac-
teristica zero € separdvel.

Demonstragao. Seja f € F[x] irredutivel e F corpo de caracteristica zero. A
proposicao é 6bvia no caso df = 1. Se df > 1, entao df’ > 1. Ora, os tnicos fatores
irredutiveis de f sdo 1 e f. Como df > df' > 1, segue que o tnico fator que f e f’
podem ter em comum deve ser uma constante, isto é, mdc(f, f') = 1. Portanto f é
separavel. (c.q.d)

Definicao 2.15. Uma extensao chama-se Galoisiana se for normal e separdvel.

2.5 Moddulos

Definicao 2.16. Seja R um anel comutativo. Dizemos que um grupo abeliano
(M,+) é um R-mddulo se existir uma operacio externa - : R X M — M (usu-
almente conhecida como multiplica¢do), satisfazendo:

a-(z4+y)=a-z4+a-y, (a+b)-x=a-x+b-x

2)(a-b)-z=a-(b-z), 1-x=x

para quaisquer a,b € R e x,y € M.
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Exemplo 6. Todo grupo abeliano aditivo A é um Z-mddulo, definindo-se
(£n) -z =+1(zx+x+ -+ ), para quaisquer n € N, x € A.

Exemplo 7. O produto cartesiano de R-mddulos também é um R-mddulo, tomando-
se as operagoes componente a componente.

Exemplo 8. Todo anel R é um R-mddulo. Basta notar que (R,+) é um grupo
abeliano, e tomar como multiplicacao a propria multiplicagao de R como estrutura
de anel.

De forma analoga ao que fazemos para as estruturas de aneis e grupos, define-se
os conceitos de submoédulo, médulos quocientes e homomorfismos entre modulos.

Definicao 2.17. Seja M um R-mddulo. Um grupo abeliano N C M €é um R-
submaodulo de M se N é um R-moddulo, com a operacdao externa induzida de M.

Exemplo 9. Seja M um R-modulo, e seja I um ideal de R. Dado m € M, temos
que mI ={mi :i € I} é um R-submddulo de M.

Definigao 2.18. Seja M um R-mddulo e N um R-submddulo de M. Dados
my, me € M, definimos a relagio =(mod N) congruéncia mddulo N pondo
my = ma(modN) < my —mgy € N.

E facilmente verificavel que a relagao acima é uma relagao de equivaléncia. Daqui
por diante, se m; e my pertencerem a mesma classe de equivaléncia, escreveremos
apenas m; + N =mgy+ N. Isto é: mi+ N =my+ N & my —my € N.

Definicao 2.19. Seja M um R-mddulo e N um R-submodulo de M. Entendemos o
conjunto quociente M/N = {m + N :m € M} como sendo o conjunto de todas as
classes de equivaléncia modulo N.

O leitor nao tera dificuldade em perceber que o conjunto quociente M/N é um
R-médulo definindo-se a operagao - : R x M/N — M/N como sendo
r-(m+ N)=rm+ N, para todo r € R. Dessa forma, dizemos que M/N é um
R-médulo quociente.

Definicao 2.20. Sejam M e N dois R-mddulos. Uma aplicagcao f: M — N chama-
se um homomorfismo de R-mddulos se f satisfaz:

1) flx+y) = fz)+ fy)

2) f(ra) =rf(z),

para quaisquer x,y € M, r € R.

As propriedades de homomorfismos entre R-moédulos sao analogas as proprieda-
des de homomorfismos de aneis e grupos. Os enunciados e as respectivas demons-
tragoes dessas propriedades sdo cuidadosamente descritas em [3].

Definicao 2.21. Um R-mddulo M € dito ser finitamente gerado se existirem x1, ..., T, €
M tais que M = R-x1+ ...+ R-x,. Nesse caso, dizemos que x1, ..., x, formam um
sistema de geradores de M.

Definicao 2.22. Seja M um R-mddulo. Os elementosy, ...,y, € M sao linearmente
independentes sobre R se, para quaisquer ay, ..., a, € R, aigualdade a1y1+...+a,y, =
0 implicar que a; = --- = a,, = 0. Se, além disso, yi, ..., Yy, formarem um conjunto
de geradores de M, entao o conjunto {yi,...,yn} € dito ser uma base de M.
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Ressaltamos que, ao contrario da estrutura de espago vetorial, nem todo médulo
finitamente gerado possui uma base. Um R-moédulo que possui uma base chama-se
Modulo Livre.

Em particular, se S é um anel, entao todo anel R que contém S seréd considerado
um S-mdédulo, sendo o produto externo s-x, em que x € Re s € S. A estrutura de
modulo se fard de extrema importancia no capitulo que se segue.

3 Anéis de Inteiros algébricos

3.1 Inteiros Algébricos

Chamaremos de numero algébrico a qualquer z € C que é algébrico sobre o
corpo dos niimeros racionais Q. O fecho algébrico de Q, denotado por Q, denomina-
se corpo dos numeros algébricos. Mais precisamente, qualquer extensao algébrica
dos racionais é dito ser um corpo de nimeros algébricos. A partir de agora, um
corpo de numeros algébricos serd qualquer extensao finita L de Q. Nosso objetivo
é mostrar que todo corpo de nimeros algébricos da forma L = Q(«) (isto é: toda
extensao simples de Q) possui um subanel I, cujo corpo de fracao é L. Esse subanel
é o anel dos elementos de L que sao ”inteiros”sobre Z. A definicao a seguir generaliza
o conceito de inteiro algébrico.

Definicao 3.1. Sejam R um anel e S um subanel de R. Dizemos que um elemento
a € R € inteiro sobre S se existe um polindmio monico f € S[x] tal que f(a) = 0.

Em particular, todo elemento de S é inteiro sobre S. Alguns autores costumam
se referir a um elemento inteiro sobre S como sendo um elemento integral sobre S.

Exemplo 10. No caso em que S = 7Z e R = C, os inteiros sobre Z sao chamados de

o, . , 27 , 2T

inteiros algébricos. Por exemplo, 0s nimeros i = /—1, /2, cos (— +isen | —
n n

s@o inteiros algébricos, pois sio raizes dos polinémios ménicos x> +1, x> —2,2"—1 €

Z|x], respectivamente.

No caso em que S = L e R = K sao corpos, um elemento o € K serd inteiro
sobre L se, e somente se, a for algébrico sobre L. Uma importante motivagao para
a definicao acima é a proposicao a seguir, a qual caracteriza os elementos de Z como
sendo exatamente os inteiros algébricos em Q.

Proposicao 3.1. Se 6 € Q € inteiro algébrico, entao 6 € Z.
Demonstragao. Seja p(r) = 2" + a, 12" ' + -+ + a7 + a9 € Z[z] polindémio

monico tal que p(f) = 0. Escreva 0 = —, com b, ¢ € Z coprimos e ¢ # 0. Temos
c

b b\" b\ b
C C C C

S+ ap Do+ a2 4 -+ arhe™ T 4 age™ = 0.

Com efeito, o nimero c divide todos os termos a partir do segundo. Logo ¢ também
divide o primeiro, isto é, ¢[b™. Como b e ¢ sdo coprimos, isto sé pode ocorrer quando
¢ = £1, donde segue que § = +b € Z. (c.q.d)

Uma importante relagao entre niimeros algébricos e inteiros algébricos esta des-
crita na proposicao a seguir. Basicamente, ela nos diz que podemos ”limpar os
denominadores”de um dado nimero algébrico arbitrario.
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Proposicao 3.2. Se 6 é um nimero algébrico, entao existe a inteiro nao nulo tal
que af € um inteiro algébrico.

Demonstracao. Tome f € Q[z] tal que f(6) = 0. Escreva

f(z) = apa™+-- -+ a1z +ap. Se multiplicarmos ambos os lados da equagao f(6) =0
por (a,)""t, obtemos que (a,0)"+a,_1(a,0)" 1+ +ai(a,)" "2 (an)+ao(a,)"t = 0.
Podemos, entao, tomar a = (a,)" !, percebendo que af é raiz do polinémio monico
p(x) = 2™ + ap12" 4+ ag(an)" %2 + ao(an)" 'z (c.q.d)

3.2 O anel I

O teorema a seguir busca mostrar que o conjunto dos elementos de R que sao
inteiros sobre S forma um subanel Ig(R) de S. Antes dele, vamos enunciar, sem
demonstracao, a seguinte proposicao:

Proposicao 3.3. Seja S um anel e seja A = (a;;) uma matriz quadrada, com

aij € S. Se a=det(A), entdo evistem aj; € S tais que Zafj “Qjk = a- O em que
j=1

1; set =k ,
ik =< el <i,k<n.
0; sei # k
A demonstracao dessa proposigao pode ser encontrada em [2]. Passemos, agora,
ao teorema citado anteriormente.

Teorema 3.1. Seja R um anel, S subanel de R e a um elemento de R. Sao
equivalentes as sequintes afirmacoes:

(i) «a € inteiro sobre S.

(i1) Sla] € um S-mddulo finitamente gerado.

(111) Existe um subanel R' de R que € um S - mdédulo finitamente gerado, com o € R'.
(iv) Existe um S-mddulo finitamente gerado M tal que a- M C M e que y-M # {0},
para todo y € M\{0}.

Demonstragao. (i)=-(ii): Tome p = 2™ + a,_12" ' + ... + a1@ + ao € S[z] tal que
a € R éraizdep. Seja M = S+ Sa+Sa?+...+Sa"!. Evidentemente, M C S|a].
Afirmacao: Para todo k£ € N, temos que 1, a, a2, ..., " ** € M.

Vamos usar inducao em k € N para demonstrar a afirmacao acima, a qual é 6bvia
para o caso k = 0. Suponha que a afirmagao seja verdadeira, para todo k < m.
Como « é raiz de p, temos a" = —ay — a1 — ... — a,_1" 1. Tome by, ....,b,_1 € S
tais que a1 = by + by + ... + bp_1a™ L. Agora, o™ = "1™ . ) ou seja,
a™m = (bg + by + ... + b,_1a" ) =

=boat + ... + by_1a" =boa + ... + by_1(—ap — e — ... — ap_1a"7Y) =

=box + ... — by_1a0 — bp_10100 — ... — bp_1ap_1a" ' =

= —by_1a0 + (bo — bp_1a1)a + ... + (b2 — by_1a,_1)a™ ' € M, 0 que mostra a
afirmacao. Segue que todas as poténcias de a sao elementos de M, donde S[a] C M.
(ii)=-(iii) De fato, basta tomar R’ = Sa].

(iii)=(iv) Tome M = R'. Entdao M ¢ um S-mddulo finitamente gerado, e como
a € M, temos ao- M C M. Também, qualquer y € M\{0} étalquey =y-1 €y-S".
(iv)=(i) Seja fi, ..., B, um conjunto de geradores de M. Como a- M C M, entao,

.
para cada 1 < j, k < r, existe aj;, € S tais que a-3; = Z a;rPr. Segue que By, ..., 5,
k=1
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—a1q + « —ai2 s —a1r I 0

3 B . —a921 —Q9o + Q¢ - — a9y i) 0
¢ solugao do sistema . . . ' =
—Qp1 —Qr2 e — Oy + Ty 0
Note que as entradas ej; = —aj; + adj;, da matriz do sistema acima pertencem ao

anel Sfa]. Seja D = det(e;;) € S[a]. Pela proposicao anterior, existem ej; € S[a]

T
tais que Z eii-ejk = D - Gy, (i,k =1,...,7). Dai, obtemos que
j=1

0= e-em Br=> D 0 Br=D-P
k=1

J,k=1

em que 1 <i < r. Portanto D - M = {0}, ou seja, D = 0. Com efeito, concluimos
que « ¢é raiz do polindomio monico det(—aj; + - d%), (c.q.d)

Corolario 3.1. Se aq,...,a, € R forem tais que oy € inteiro sobre S e «; € inteiro
sobre Slay, -+, a;_1], para todo i € {2,--- ,n}, entdo Slay, ..., a,] € um S-mddulo
finitamente gerado.

Demonstragao. O teorema anterior demonstra o caso n = 1. Por hipdtese de
inducao, entenderemos que S, = S[aq, ..., a,] é um S-moédulo finitamente gerado,
sempre que n < k, a; inteiro sobre S e «; inteiro sobre S[ay, -, ;_1], para todo
2 <1< k—1. Agora, suponha que ay, ..., € R sao tais que «; € inteiro sobre S e
«; ¢é inteiro sobre Sloy, -+, 1], para cada 2 < j < k—1. Da hipdtese de indugao,
vem que Slay, ..., 1] possui sistema finito de geradores em S. Seja {z1,...,z,}
conjunto de tais elementos. Como ay, é inteiro sobre Sy_1 = S|aq, -+, ax_1], temos,
pelo teorema, que Si_1[a| = S|y, -+, ] é um Sk_; médulo finitamente gerado.
Tome 41, ,Ym € Sk_1 sistema de geradores de Sy_;. Obtemos que Si_i[ag] =
Y1Sk—1+ FYnSi—1 = y1(x1S+ x2S+ +2,.5)+ A ym (@1 S+ 225+ +x,.5) =
nr1S+y1x2S+ - 12,5+ -+ ymr1S+- - - ‘+ymx,.S. Portanto, o conjunto formado
por todos os produtos da forma z;y;, com 1 <i <rel <j <m, ¢ um conjunto de

geradores de S[ay, -+ , g, e este é um S-médulo finitamente gerado.(c.q.d)
Em particular, se ay,---,a, € R sao inteiros sobre S, o corolarios nos dé que
Slag, - -+, @] 6 um S-mdédulo finitamente gerado. A partir de agora, vamos denotar

por Ig(S) o conjunto dos elementos de R que sdo inteiros sobre S. O corolario que
se segue mostra que, de fato, tal conjunto é um anel, conforme haviamos anunciado
no inicio do capitulo.

Corolario 3.2. Ii(S) € um subanel de R que contém S.

Demonstracdo. E claro que S C Ix(S) € R. Sejam «, 5 € Iz(S). Do corolario
anterior, temos que S[a, 5] é um S-médulo finitamente gerado. Agora, note que
a—f,ab € S[a, f]. Além disso, S C S[a, ] € R. A equivaléncia entre os itens (i)
e (iii) do teorema anterior nos mostra que o — e of8 sao inteiros sobre S, donde
segue o resultado.(c.q.d)

Corolario 3.3. Se R’ € subanel de R e R’ ¢ um S-mddulo finitamente gerado, entao
R C Ig(9).

Demonstracao. Segue imediatamente do teorema. (c.q.d)

Definicao 3.2. Sejam R um anel e S subanel de R. O anel Ir(S) chama-se o fecho
inteiro de S em R.
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Definigao 3.3. Sejam R um anel e S subanel de R. Se Ir(S) = S, entdo S é dito
ser integralmente fechado em R. Se Igr(S) = R, diremos que S € inteiro sobre R.

No caso em que S = K e R = L, temos que I (F) é um subcorpo de L. Note
que I1,(K) = K se, e somente se, K for algebricamente fechado em L, e I (K) =L
se, e somente se, . é extensao algébrica. No caso em que R = IL é um corpo de
nimeros algébricos, o anel I1,(Z) é chamado o anel dos inteiros algébricos de LL e
vamos denota-lo por Iy.

Exemplo 11. Pela proposi¢io (3.1), o anel Io(Z) = Iy coincide com o anel dos
numeros inteiros. Isto significa que Z € integralmente fechado em Q.

O exemplo anterior nos pode ser generalizado para o seguinte teorema, cuja
demonstracgao é semelhante a demonstragao da proposigao (3.1).

Teorema 3.2. Todo dominio de fatoragao unica € integralmente fechado no seu
corpo de fragoes.

Demonstragao. Seja R um dominio fatorial e F = Fr(R) seu corpo de fragoes.
Dado = € Fr(R), podemos tomar a,b € R, com b # 0 e mdc(a,b) = 1 tais que
r=a-b"'. Sez € Ir(R), entdao devem existir ¢, ...,c, € R para os quais

2" + ™ 4 .+ e + ¢, = 0. Multiplicando esta igualdade por ", obtemos
a"+ci-b-a" ... 4c,-b" = 0. Portanto, b é um divisor de a”. Como mdc(a,b) = 1,
segue que b € RX, donde vem que z € R, (c.q.d)

Podemos mostrar que a propriedade de ser inteiro é transitiva, por meio da:

Proposicao 3.4. Sejam S um subanel de T e T subanel de R. Sao equivalentes:
(i) T € inteiro sobre S e R € inteiro sobre T.
(i) R € inteiro sobre S.

Demonstragao. Tome # € R. Como R é inteiro sobre T, existem tg,...,t,_1 € T
tais que to+t10+ ... +t, 10" +6" = 0. Agora, 6 ¢ inteiro sobre S’ = Slto, ..., t,_1],
ou seja, S'[0] = (S[to, ..., tn-1])[0] = Slto, ..., tn_1,0] é S’-mbdulo finitamente gerado.
Agora, como ty, ...,t,_1 € T s@o inteiros sobre S, entao, pelo corolario (3.1), temos
que S’ é S-moédulo finitamente gerado. Isto significa que S’[f] também o é, pois 0
¢ inteiro sobre S’. Finalmente, o teorema (3.1) assegura que 6 é inteiro sobre S, o
que demonstra que R é inteiro sobre S. Reciprocamente, suponha R inteiro sobre
S. Como T' C R, entao, em particular, todo elemento de T é inteiro sobre S, donde
vem que T é inteiro sobre S. Todo polinomio de S[z| pertence a T'[z]. Logo, se um
elemento de R for inteiro sobre S, também o sera sobre T, isto é, R ¢ inteiro sobre
T. (c.q.d)

O teorema (3.1) nos da, juntamente com a proposi¢ao acima, uma relagao entre
todos os subaneis de um anel R, a qual também justifica o fato de Ir() ser uma
operacao de fecho, conforme nos diz a:

Proposicao 3.5. Seja ¥ o conjunto dos subaneis de um anel R. Entdao a aplicacdo
O U — U, que associa cada subanel S € VU ao subanel ®(S) = Ir(S) € tal que
S C Ir(S) = Ir(Ir(95)) e, além disso, se S C S’, entio ®(S) C (S").

Demonstragio. E claro que Ir(S) C Ir(Ig(S)), qualquer que seja S € W. Temos
Ir(S) inteiro sobre S (por definigdo) e Ir(Ir(S)) inteiro sobre Ig(.S), donde segue,
pela proposicao acima, que Ig(Ir(S)) é subanel de T inteiro sobre S.
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Portanto Ir(Ir(S)) C Ir(S), ou seja, Ir(Ig(S)) = Iz(S). A tltima afirmacgio é
evidente. (c.q.d)

Podemos, agora, obter uma relagao interessante entre extensoes de corpos e os
resultados obtidos até aqui, aplicados a dominios.

Teorema 3.3. Sejam R e S dominios, com R inteiro sobre S. A fim de que S seja
um corpo, € necessdrio e suficiente que R também o seja.

Demonstragao.(=-) Por hipdtese, S é um corpo e R é um dominio, inteiro sobre S.
Dado a € R, temos que S[a] é S-médulo finitamente gerado. Como S é um corpo,
segue que S|a] é espago vetorial sobre S. Defina uma aplicacao ¢ : S[a] — S|a] pondo
¢(x) = z-a. E evidente que ¢ é S-linear e que x € ker(¢) < z-a =0 < z = 0, pois R
¢ um dominio de integridade e o # 0. Segue que ¢ é injetiva. Como dim(S|[a]) < oo,
temos que ¢ é sobrejetiva, isto é, ¢ define uma bije¢io em S[a]. Sendo 1 € S[a],
deve existir 8 € S[a] tal que ¢(B) = 1, ou ainda, Ba = 1. Dali, temos = a~ L.
Portanto todo elemento de R possui inverso, donde vem que R é corpo.

(<) Por hipétese, R é corpo inteiro sobre S. Se § € S C R, entao 6 admite inverso em
R. Logo, existem ay, ..., a,_1 € S tais que ag+a;0~ +...+a,_(671)" 1+ (671" = 0.
Multiplicando esta igualdade por 8”1, obtemos

07 = —(an_1+ ... + 010" %+ agh" ') € S, donde segue que S é corpo. (c.q.d)

Exemplo 12. Seja F,, 0o n-ésimo numero de Fibonacci. Sejam m,n € N tais que
m | n, isto €, n = mk, com k € N. Prova-se que uma formula explicita para esta

at — Br 1++/5 1-+5

5
, em que o = e =
a—p

$a0 as
2 2
raizes de x> —x — 1 =10. Temos

sequéncia € dada por F, =

km _ Qkm
O = (@) @)™ 4k (57

F,
F,

Como «, B sao inteiros algébricos, seque que — também o €, ou seja, — € 7,
F, Fr,
ou ainda: F,, | F,. Concluimos, dai, a segquinte propriedade sobre a sequéncia de

Fibonacci: m | n = F, | Fy,.

3.3 Traco, Norma e Discriminante

Sejam R e S aneis com S C R, sendo R um S-moédulo finitamente gerado. Seja
{e1,...,en} base de R sobre S e seja ¢ : R — R endomorfismo de S-médulos. Para
cada 1 < 1,7 <n, podemos tomar a;; € S tais que

a1 Q12 -+ QAlp €1 ¢(€1)
Q21 Qg2 -+ A2y €2 B ¢(€2)
Anp1 Ap2 " Ann €n ¢(en)

Definicao 3.4. Sejam R e S aneis, e ¢ : R — R, como acima.
(1) O trago de ¢ € definido por Trps(¢) = Za”‘
=1

(2) Definimos a norma de ¢ como sendo NR|_S(¢) = det(aj;).
(3) O polinomio caracteristico de ¢ € o polinomio dado por det(zl, — |a;;|).
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A teoria de algebra linear assegura que as aplicagbes norma e trago sao, respec-
tivamente, aditivas e multiplicativas. Isto é: Dados ¢, : R — R endomorfismo de
S-médulos, temos:

1) Trris(¢ + ) = Trris(¢) + Trrs(v).
2) Ngjs(¢ o) = Npis(¢) - Nrjs(¥).

A seguir, vamos extender as defini¢coes acima para um elemento genérico de R,
as quais sao as defini¢oes mais usadas.

Definicao 3.5. Sejam R e S aneis com S C R e o € R. Seja ¢, : R — R
endomorfismo de S-mddulos dado por ¢.(x) = - x. Definimos:

1) O trago de (o)) como sendo o trago de @g.

2) A norma de a como sendo a norma de @g.

3) O polinomio caracteristico de o como sendo o polinémio caracteristico de ¢ .

Segue, diretamente das defini¢coes acima, e do fato de ¢, ser homomorfismo, a
seguinte proposicao:

Proposicao 3.6. Sejam R e S aneis com S C R, e sejam o, € R ea € S.
Suponha que a base de R sobre S € formada por n elemetos. Entao, vale que:

1) Tr(a+pB) =Tr(a)+Tr(B).

2) Tr(aa) = aTr(«a)

3) Tr(a) =na
4) N(af) = N(a)N(f)
5) N(a) = a"

6) N(aa) = aN(«)

Temos, também, que a soma e o produto das raizes do polinomio caracteristico
sao iguais, em moédulo, ao trago e a norma, respectivamente. Na proxima segao,
mostraremos exemplos de normas e tragos em aneis quadraticos, os quais sao 0s
exemplos mais importantes de manipulacao das defini¢oes acima. Prova-se, também,
que o polinomio caracteristico de qualquer elemento de um corpo I sobre um corpo
K éigual a I(a, K)™, em que m = [L : K[a]]. Para demonstragao, ver, por exemplo,

6].

Definicao 3.6. Dizemos que um dominio R € integralmente fechado se for integral-
mente fechado em seu corpo de fragoes.

Em particular, se S = Z, e I é uma extensao de QQ, observamos que Z ¢ inte-
gralmente fechado e esta contido em qualquer subanel de I,. Podemos estabelecer
uma importante relacao entre a norma de um elemento e as propriedadades desse
elemento. Para tanto, vamos mostrar primeiramente que, para qualquer elemento
de S, sua norma e seu polindmio caracteristico pertencem a Z, como nos informa a:

Proposicao 3.7. Seja L um corpo de nimeros algébricos .
1) Se f,g € Q[z] sdo ménicos e f - g € Zlx], entio f,g € Z|x].
2) Para qualquer vy € I, temos que I(y, Q) € Z|x]

Demonstragao. 1) Sejam «y, -+ ,ap, f1,- -, fm € C tais que
f=(@—a)(r—an) eg=(z—B) (@~ Bn). Como f-g € Zfz, segue que
Q1,0 Qp, PBr, -+, B € Ic. Portanto, os coeficientes de f e g estao em

IceNQ =1y =7Z.
2) Com efeito, se v € I, entdao m é raiz de um polinémio f, monico, com coeficientes
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em 7Z. Tal polinomio é, certamente, miltiplo do polinomio minimal de v em Q,
donde segue que este também pertence a Z[z]. (c.q.d)

Concluimos que o polinémio caracteristico de v também mora em Z[z], e por
consequéncia, a norma e o trago de vy também (De fato, N(m) = (—=1)" - ag, em que
aog € 7 é o coeficiente independente do polindmio caracteristico de m, cujo grau é
n). A partir disso, provemos o:

Teorema 3.4. Sejam I um corpo de numeros algébricos e S um subanel de I,. Para
qualquer o € S, temos:

1) Nyjg(ov) € um maltiplo de o em S.

2) o€ 8% se, e somente se, [Ny g(a)| = 1.

3) Se |Nvjg(a)| for primo, entdao a serd irredutivel em S.

Demonstragao. 1) Seja f = 2" +a,_12" ' +...+a,x+ag o polindmio caracteristico
de a sobre a extensao Q C L, do qual a é uma raiz. J4 sabemos que f € Z[z].
Temos, também, que Nyjg(a) = (=1)" - ag. Com efeito,

a7t Nyggla) = ™+ (1) a = a7 (<1 (o) =
=o' (=D (@ ap " L Faa) =
= (_1)71—1 . (an_l —|— anilOén_z + + (11) E Z,

donde segue o item 1.
2) Suponha a € SX. Tome 8 € S tal que a3 = 1. Temos N(af) = N(1) = 1,
e pela multiplicidade da norma, vem que N(a)N(3) = 1. Portanto |Nyg(a) = 1].
Reciprocamente, suponha que a norma de « seja um elemento invertivel de Z. Pelo
item anterior, existe 6 € Z tal que - o = N(«), donde segue que |0-«| = 1, ou seja,
a € SX.
3) Com efeito, todo elemento primo em Z é irredutivel. O resultado segue imedia-
tamente de (b) e do fato da norma ser multiplicativa. (c.q.d)

O teorema acima, particularmente, nos mostra que, para decidir se um nimero
algébrico ¢é inteiro ou nao, basta considerar seu polindmio minimal sobre Q.

Exemplo 13. Seja v = r- b, com r € Q\ {0}, e p,q mimeros primos. Entao
I(v,Q) = z9 — r? - p. Portanto, v serd inteiro algébrico se, e somente se, r € Z.
Certamente, v ndao € invertivel em Ig(7).

Poderiamos ter escrito um teorema idéntico ao anterior para o caso mais geral
em que R é um dominio integralmenete fechado, I é uma extensao do corpo de
fracoes de R, e S é um subanel de I(R) que contém R. A demonstragao também
seria andloga. Podemos, ainda, definir o discriminante de um polinémio, bem como
o discriminante de uma upla de elementos pertencentes a um S-moédulo finitamente
gerado.

Definicao 3.7. Seja R um anel comutativo com unidade e p = ag + a1x + ... + ™
monico. Sejam «yq, ..., ., as raizes de p. Definimos o discriminante de p como sendo
o produto dos quadrados das diferencas entre raizes distintas de p,

n

isto é, Disc(p) = H (o — aj)?
1<i<j<n

Exemplo 14. Seja f = 2 + bx + ¢ € Clz] um polinomio de grau dois. Sejam

—b+ Vb? —4c .
2

q,v € C suas raizes. Sem perda de generalidade, escreva q =

2
—b—V2 14 —2V0%* — 4
r= 5 €. Temos Disc(f) = (q —r)* = (TC> =b* — 4c.
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Mais importante do que o discriminante de um polinomio é o conceito de dis-
criminante Disc(ay, ..., ;) de uma n-upla de elementos de uma extensao K C L,
conforme:

Definicao 3.8. Seja L uma extensdo finita de K de grau n. Para quaisquer ay, ..., oy, €
L, definimos o discriminante da n-upla (o, ..., ) como

discLg (o, ..., o) = det(Tro (s - a5)) € K,
com 1 <i,5 <n.

Podemos relacionar discriminantes de diferentes n-uplas. Mais especificamente,
se os elementos dessa n-upla formam a base de uma extensao, entao o discriminante
é nao nulo e, além disso, podemos relacionar os discriminantes de bases diferentes.
Eo que nos conta a:

Proposicao 3.8. Seja Q C K extensdo de corpos e sejam W = {wq, -+ ,w,} e
U= {w, - ,u,} bases dessa extensao. Se C' = (c¢;j) € a matriz de mudanga da
base W para base U, entio D(wy, -+ ,x,) = D(uy, -+ ,u,) - (det(C))? e ambos os
discriminantes sao nao nulos.

Demonstragao. Para a primeira afirmacao, basta aplicar Trpx a igualdade
n

ww; = Z CkiCmjusuj e considerar os determinantes das matrizes assim obtidas.
ij=1

Como C ¢ invertivel, temos det(C') # 0. Finalmente, resta mostrar que os discri-

minantes sao nao nulos. Pela afirmacao anterior, basta mostrarmos isto para uma

base especifica. Tome 6 € L tal que L. = Q(0) (teorema do elemento primitivo).

Entao {1,6,---,6"'} é uma base de L sobre Q. Além disso, é facil verificar que o

discriminante dessa base é dado pelo determinante de Wandermonde

1 6, --- 971%—1

L 6y --- 67t

. . . . = H (91 - 0]) 7é 07
i 0‘ ) en'_l 1<i<j<n

onde, para cada i = 1,...,n, #; ¢ um conjugado de 6, ou seja, 6; é uma raiz do
polinémio minimal de 6. Sendo os conjugados de 6 dois a dois distintos (pois os
polinémios minimais sdo separaveis), segue a afirmagao.(c.q.d)

A proposicao acima tem sua devida importancia para demonstrar, que, dado um
corpo L de niimeros algébricos, o anel I, é um Z-méddulo livre, ou seja, L possui
base integral. Facamos isso a seguir.

3.4 I;, como Dominio de Dedekind

Nosso primeiro objetivo é demonstrar que o anel I;, admite uma base integral.
Para tanto, demonstraremos a seguinte proposicao, as vezes chamada de ”Lema do
Sanduiche”, a qual fornece um ”limitante” para os elementos de I7.

Proposicao 3.9. Seja L corpo de nimeros algébricos, com [L : Q] = n. Eziste uma
base {wy, - ,w,} de L sobre Q e um inteiro D > 0 tal que

w Wy,
Zw1+--~+anQILQZEI+--~+23.
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Demonstracao. Seja {wy, -+ ,w,} uma base de L sobre Q. Evidentemente,
cada w; é nimero algébrico. A proposigao (3.2) garante que podemos multiplicar
tais elementos por um inteiro conveniente de modo a torna-los inteiros algébricos.
Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade, que w; € I, para todo
i€{l,---,n}. Sendo I, um anel, tiramos a primeira inclusao.

Agora, para cada a € Iy, escreva a = byw; + - - - + b,w,, com b; € Q. Multiplicando
a equacao anterior por wj, para cada j = 1,...,n, e tomando tragos, obtemos

TTL‘@(awl) = blTT’MQ(’LUlwl) + -+ bnTTL‘Q(wlwn)

Triglawy,) = biTryg(wiwy,) + - - + by Tryg(wawy).

Com efeito, o fato de aw; e w;w; serem inteiros algébricos significa que os tracos
dados acima sao inteiros. Portanto o discriminante D(wy, - -+ ,w,) pertence a Z. Da

proposicao anterior, resulta que D # 0. A regra de Cramer nos da que b; € D’

donde segue a segunda continéncia. (c.q.d)

Com isso, podemos demonstrar o:

Teorema 3.5 (Base Integral). Se L é corpo de nimeros algébricos e [L : Q] = n,
entao existem uy,--- ,u, € Iy, tais que I;, = Zuy + - - - + Zu,.

Demonstragao. Tome wyq,--- ,w, € I}, e D inteiro positivo tais que

Wy Wy,
7 o+ 2w, €I, CZL—+ -+ Z—.
wi + + Zw,, € I, C D+ + D

Para cada ¢ =1, ..., n, defina

Ni:{ai%+---+an%€]L:ai,---,CLNGZ}.

W
Escolha u; € N; tal que o coeficiente a; > 0 de 51 seja minimo. Se [ € Iy, entao

existem by,---,b, € Z para os quais = blﬁ 4+ o+ bn&. Tome ¢q,71 € Z
tais que by = ai1q; + r1, com 0 < r; < a;. Sendo I anel, temos 8 — quu; € Ir.
Sendo 7 o coeficiente deste elemento, entao, pela minimalidade de a;, temos r; = 0.
Portanto, 8 — q1a; € N,. Prosseguindo assim, obtemos ¢q,---,q, € Z tais que
B—qui —- - — guu, = 0, donde segue que [ é combinacao linear dos u;. Dai, segue
a igualdade. Agora, todo elemento de L é o quociente de um elemento de I, e um
inteiro, donde segue que os u; geram L sobre Q, ou ainda, {uy, - ,u,} é base de L

sobre Q. (c.q.d)

Nosso préximo objetivo é mostrar que, de fato, o anel I, é um anel noetheriano.

Definicao 3.9. Um anel comutativo R chama-se noetheriano se satisfaz qualquer
uma das sequintes propriedades equivalentes:

1) Todo ideal I de R € finitamente gerado.

2) Para toda cadeia g C I, C--- C 1, C---, existe j € N tal que I,, = I;, sempre
quen > j.

3) Todo conjunto nao vazio de ideais possui elemento maximal por inclusao.
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Provemos as equivaléncias, bastante simples, da defini¢cao anterior:

(1)=(2) Considere o ideal J = U I; de R. Dados z1, -+ ,x, geradores de J, existe
i>0

j € N suficientemente grande tal que 1, - - , T, € I;, donde segue que J = [, isto

é, I, = 1I,,1, para todo n > j.

(2)=-(1) Seja I um ideal de R. Tome zy € I. Se (x1) # I, entao tome x5 € I\ (x1). Se

(x1, ) #, tome x3 € I\ {x1, xs), de modo que esse processo se repita indutivamente.

Como a cadeia (x1) C (x1,22) C (x1,x9,23) C --- se estabiliza, segue que existe

n € Ntal que [ = (x1, -, ).

(2)=(3) Seja K um conjunto de ideais de R. Suponha que K nao possui elemento

maximal. Tome I; € K. Deve existir I € K tal que I; & I,. Continuando esse

processo indutivamente, teremos uma cadeia de ideiais I; & [o & I3 & -+ que nao

se estabiliza. Absurdo.

(3)=(2) Dada qualquer cadeia ascendente de ideais, podemos tomar, por hipétese,

um elemento maximal. Todos os ideais que contém tal elemento devem ser iguais.

Dai, segue o resultado. (c.q.d)

J& provamos que, para toda extensao finita Q C L, existe uma base integral
{wy,- -+ ,wy}para I;,. Dado um ideal nao nulo J e um elemento a € J, temos
Zaw, C -+ C Zaw, C J C Zw;, C --- C Zw,. Assim, podemos demonstrar, de um
modo parecido ao que foi feito no teorema (3.5), que existe uma base integral para
J. Portanto, todo ideal de I} ¢ finitamente gerado, ou seja, I, é noetheriano.

O teorema a seguir finaliza esta se¢ao, dando-nos 3 caracteristicas importantes
para o anel I :

Teorema 3.6. Seja L um corpo de nimeros algébricos. Entao:
1) I, € integralmente fechado.

2) 11, € noetheriano

3) Todo ideal primo nao nulo de I, é mazximal.

Demonstracao. Os itens (1) e (2) ja foram demonstrados anteriormente. Va-

mos demonstrar (3). Tome um ideal primo nao nulo P. Como P ¢ finitamente gerado,
I

segue que — ¢é dominio finito, ou seja, — é um corpo, ou ainda, P é ideal maximal.
P Y Y P Y Y
(c.q.d)

Definicao 3.10. Um dominio que satisfaz as trés condigoes do teorema anterior é
dito ser um dominio de Dedekind.

Em qualquer dominio de Dedekind, prova-se que qualquer ideal pode ser escrito,
de maneira tnica, como um produto de ideiais primos. Em particular, essa fatoragao
vale para qualquer anel I}, pelo terorema acima.

4 Corpos Quadraticos

4.1 O anel Z[Vd]

Dedicamos esta curta secao ao estudo dos inteiros algébricos em corpos quadraticos,
os quais exercem eficiente desempenho para resolver as chamadas Equacgoes de Pell.

Definicao 4.1. Um corpo L C C chama-se quadrdtico se, e somente se, L € extensao

de Q tal que [L : Q] = 2.
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Observe que qualquer elemento o € L\Q é primitivo sobre a extensao Q C L,
isto é, L = Q(a). Com efeito, temos 1 < [Q(«) : Q] < 2, donde segue que
Q(a) : Q] = 2. Logo, {1,a} é uma base dessa extensao, e o polinémio I(«, Q)
¢ irredutivel, monico, e de grau 2. Denotaremos por D o conjunto dos nimeros
d € Z\{0,1} que nao sao divisiveis por nenhum quadrado ¢ # 1, com ¢ € Z. Com
isso, vamos mostrar o seguinte:

Proposicao 4.1. A aplicacio d — Q(v/d) € uma bijecio de D sobre o conjunto de
todos 0s corpos quadrdticos.

Demonstracio. Dado d € D, temos [Q(vd) : Q] < 2, uma vez que I(v/d,Q)
divide 22 — d € Z. Se fosse [Q(v/d) : Q] = 1, entdo terfamos v/d € Q e V/d inteiro
algébrico, donde viria que v/d € Z. Logo d = (v/d)? ¢ D, o que é absurdo. Suponha
que Q(vd) = Q(/d'), para certos d,d € D. Entdo, existem r,s € Q tais que
Vd = s\/d +r, ou seja, d = s2d’' + 12 + 2srV/d', ou ainda, rs = 0. Dai, concluimos
que r = 0 ou s = 0. Se tivéssemos s = 0, entdo terfamos vVd = r € I; NQ = Z,
o que nos dé d € . Absurdo. Portanto r = 0, e entdao d = s%d’. Como d € D,
temos s = 1, isto é, d = d'. Dali, resulta que a aplicacdo é injetora. Agora, seja

L = Q(«) corpo quadratico e I(a, Q) = z* + ax + b polinémio minimal de o em Q.
2

Faca 8 = a + %. Com efeito, L = Q(B) e I(5,Q) = 2? — <az — b) . Finalmente,

2
basta tomar r € Q\ {0} e d € D tais que az —b=12-d, o que nos di L. = Q(/d).

(c.q.d)

Tomando 1, v/d como base de L = Q(\/E), o polinémio caracteristico de qualquer

-r —s

elemento o = r + s - v/d € L é dado por det | * = 2% — 2rz +1r? — s2d.

—s-d x—r
De forma andloga ao que se faz em Z, podemos definir uma relagao de divisibi-

lidade em corpos quadraticos, bem como a relagao de congruéncia

a = f(mody) < v | (o — B). Podemos, com isso, obter a seguinte generaliza¢ao do

pequeno Teorema de Fermat:

Teorema 4.1. Seja p € Z um primo tal que p # 2 e ptd. Para todo o € Z(+/d),
vale que of" = a(mod p).

Demonstracido. Escreva o = a + bV/d, para certos a,b € Z. Note que of =
n

(a +bV/d)P = Z <p> d(DVd)P = o + W (Vd)P(mod p), uma vez que p | (p>’
i i
i=0
para 1 < i < p — 1. Pelo pequeno teorema de Fermat, temos que a? = a(mod p)
e b = b(mod p), donde segue que a? = a + b(v/d)’(mod p). Se elevarmos toda
a equacio a p, obteremos que o’ = a + b(d?~1)P+*D/2\/d (mod p). Como p é um

primo que nao divide 2,temos que p é impar, donde tiramos que é inteiro. O

pequeno teorema de Fermat nos dd, novamente, que (d?~')®*+)/2y/d = v/d(mod p),
o que resulta em o’ = a(mod p). (c.q.d)
Demonstra-se o seguinte fato interessante sobre inteiros algébricos:

Proposi¢ao 4.2. Seja L. = Q(v/d), com d € D, e seja v = \/d (respectivamente
1+Vd

2
1(mod 4)). Entio {1,v/d} formam uma base do Z-mddulo Ip.

), no caso em que d = 2(mod 4) ou d = 3(mod 4) (respectivamente, d =
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Para demonstracao, veja [1]. Lembremos que todo dominio de fatoragao tinica é
integralmente fechado, pelo teorema (3.2). Podemos nos perguntar se vale a volta
do teorema, ou seja, se todo dominio integralmente fechado é de fatoracao tinica. A
resposta para isto ¢ negativa. Veja o contra-exemplo mais conhecido:

Exemplo 15. Seja L = Q(v/=5). Note que I, = Z(\/=5), o qual é, obviamente,
integralemente fechado (por defini¢ao). Mostremos que I, ndo € de fatoragao inica.
Considere a norma N : Z(\/=5) — Z(v/=5), dada por N(a + by/—5) = a* + 5b°.
Com efeito, note que 2 -3 = 6 = (1 ++/=5)(1 — \/=5). Basta mostrarmos que
2,3,1 + /5,1 — /=5 sdo irredutiveis em Z(r/—5). Note que as normas desses
elementos sdao, respectivamente, 4,9,6 e 6. Pelo teorema (3.4), seque que esses
elementos nao sio invertiveis. Se, por ewemplo, 1 — /=5 fosse redutivel, entdo
existiriam o, 3 € Z(y/—5) tais que 1 — /=5 = af. Logo 6 = N(1 —/=5) =
N(a)N(B), donde tiramos que N(«) € {—2,2,—3,3}. Isto € impossivel, pois, para
todo m,n € Z, temos m?+5n? ¢ {—2,2,3, —3}. Portanto 1 — /=5 ¢ irredutivel. A
irredutibilidade de 2,3 e 1+ /=5 € provada de forma andloga.

4.2 Os inteiros Gaussianos

Enquanto o matemético alemao Carl Friedrich Gauss tentava demonstrar a lei
da reciprocidade quadrética (para enunciado, veja [1]) para graus maioes do que
o quadrado, ele percebeu que as contas se tornavam mais faceis se considerasse
nimeros imaginarios juntos aos inteiros. Nasce, dessa idéia, o importante estudo
do anel Z(i), conhecido como o anel dos Inteiros Gaussianos (ou inteiros de Gauss),
onde i = v/—1 denota a unidade imaginaria. Estudaremos, para encerrar esta secao,
as propriedades mais interessantes desse anel.

De fato, qualquer crianga (que ja fez um curso de algebra na infancia) sabe que
este anel é euclidiano e, portanto, é principal e, consequentemente, de fatoracao
unica. A funcao grau que o torna euclidiano concide com sua norma. Com base
nos estudos gerais de normas feitos na se¢ao anterior, podemos determinar a norma
de um elemento genérico em Z(i). Para isso, considere a base {1,:} de Z(i). Dado
qualquer « € Z(i), escrevemos o = a+bi, com a,b € Z. Entdo a = a+bi = a-1+b-i.
Também, temos « -7 = —b + ai. Portanto, temos

(0 ()= ()

donde segue que a norma de «, em relacao a esta base, é dada por N(a) = a® + b%.
Em relagao as propriedades desta norma, podemos enunciar a:

Proposigao 4.3. 1) Z(i)* = {£1, +i}.
2) Se p € Z é um primo congruente a 3 mddulo 4, entao p é irredutivel em Z(1).

Demonstracao. 1) Pelo teorema (3.4), basta mostrar que estes sdo os tunicos
inteiros gaussianos cuja norma é igual a 1. De fato, seja a+bi € Z(i) com a?+b* = 1.
Suponha, por absurdo, a e b inteiros nao nulos. Entao, temos que a?> = 1 — b? =
(1 =0)(1+b). Como a® > 0, entdo (1 —b)(1+b) > 0, ou seja, —1 < b < 1, donde
vem que b = 0. Absurdo, por hipdtese. Logo, necessariamente teremos a = 0 ou
b =0, o que verifica o item 1.

2) Se p admitir fatoragao nao trivial, entao existem «, f € Z(i) nao invertiveis tais
que p = aff. Dai, vem que p?> = N(p) = N(a)N(B). Como N(a) # 1 e N(B) # 1,
segue que N(a) = p = n(f). Escrevendo o = m + ni, obtemos
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m? 4+ n? = p = 3(mod 4), o que é impossivel, uma vez que um quadrado perfeito s6
é congruente a 0 ou a 1 médulo 4. Segue que p é irredutivel em Z(i). (c.q.d)

Evidentemente, é possivel definir uma relagao de divisibilidade em Z(i), bem
como a estabelecer a congruéncia « = f(mod ) < v | (o — ), a qual determina
uma relacao de equivaléncia no anel dos inteiros Gaussinaos.

Exemplo 16. Vamos mostrar que (1+1)?°% +1 ¢ divisivel por 2+1i em Z(i). Com
efeito, temos i = —2(mod 2 +1i) < 1+1i = —1( mod 2 +14). Dai, (1 + 1) =
(—1)%9(mod 2 +1) < (1 +14)*% +1 = 0(mod 2 +1).

De modo andlogo ao que se faz em Z, demonstra-se o Teorema de Bézout para os
inteiros Gaussianos. Prova-se que todo primo da forma 4k + 1 é redutivel em Z(i).
Podemos mostrar, com isso, que todo nimero primo da forma 4k 4+ 1 é a soma de
dois quadrados. Antes de mais nada, provemos a:

Proposicgao 4.4. Seja p um nimero primo e sejam m,n € Z. As sequintes condi¢oes
sao equivalentes:

(1) p* = m* + n?

(2) m + ni é um divisor prdprio de p, nao invertivel em 7Z(i).

Demonstracao. (1)=-(2): Note que m # 0 # n, pois, caso contrario, p seria igual
ao quadrado de um nimero interiro (p = m? ou p = n?), isto é, p nao seria primo.
Além disso, como p # 1, temos m? +n? # 1, donde segue que m + ni, m —ni € Z(i)
nao sao invertiveis, e portanto sao divisores proprios de p. Além disso, ambos sao
irredutiveis em Z(i), pelo teorema (3.4). Isso significa que ambos sdo elementos
primos em Z(%).

(2)=(1): Tome « € Z(i) nao invertivel, tal que p = (m + ni)a. Tomando normas,
ficamos com p? = (m? 4+ n?)N(«), donde segue que p = m? +n?. (c.q.d)

Passamos agora ao teroema, enunciado anteriormente:

Teorema 4.2. Qualquer primo p que € congruente a 1 mddulo 4 fatora-se como
p = (a+bi)(a—bi).

Demonstragao. Primeiro, vamos mostrar que p é redutivel em Z(i). Lembre que o
grupo multiplicativo [} ¢ ciclico de ordem p—1 (teorema do elemento primitivo para
grupos). Seja a um gerador deste grupo. Seu tnico subgrupo de ordem 2 é gerado
pelo elemento —1 = &,,2;1’ o qual é um quadrado em F;. Seja h € F; representante
de a"T . Entdo h? = —1(mod p), isto é, p divide h* + 1 = (h+14)(h —i). Se p fosse
irredutivel em Z(i), entdo p seria primo, e portanto p | (h+ i) ou p | (h — 7). Isso é
um absurdo, pois os multiplos de p em Z(i) sao da forma px+ pyi, ou seja, com parte
real e imaginaria multiplas de p, o que nao é o caso de h +14. Portanto, p é redutivel
em Z(i). Tome «, 3 € Z(i) tais que p = a3. Temos p* = N(p) = N(a)N(f3), donde
segue que N(a) = p = N(B). Escrevendo a = a + bi, tiramos que a® + b? = p, ou
seja, p = (a+ bi)(a — bi). Além disso, a £ bi sdo ambos irredutiveis, pois sua norma
¢ um numero primo, e portanto, irredutivel. (c.q.d)

Corolario 4.1. Todo numero primo da forma 4k + 1, k € Z, € a soma de dois
quadrados.

Demonstragao. Seja p um primo dessa forma. Entao p = 1(mod 4). Pelo teorema,
existem m,n € Z tais que p = (m — ni)(m + ni) = m* + n? (c.q.d)
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5 Um exemplo de nimero transcedental

Fazendo uso de alguns critérios de irredutibilidade de polindmios, podemos de-
terminar o grau de varios nimeros algébricos, isto é: Dado um corpo [F e um nimero
a algébrico sobre F, podemos determinar o grau da extensao F C F(a). Como um
exemplo disso, provemos o teorema que se segue.

Teorema 5.1. Se N é um numero natural e m > 1 é um natural tal que nao existe
k € N tal que m = k%, para todo d # 1 divisor de N, entdo o nimero m'/N ¢é um
numero algébrico de grau N.

Demonstracao. Sejat = m!/"N. Entao t é raiz do polinomio f = ¥ —m. O lema de

Gauss garante que se este polinomio ¢é irredutivel em Z[x], também o serd em Q[z].
Suponha, por absurdo, que f é redutivel em Z[z]. Nesse caso, existem p,q € Z[z],

nao constantes, tais que £ —m = pq. Denotemos por zy a raiz N-ésima da unidade
N-1

igual a e?™/N. Temos 2V —m = H(w — (2n)’t). Como p, ¢ sdo nio constantes,
=0

podemos tomar dois conjuntos A e B disjuntos tais que AUB ={0,1,--- N —1}.

Além disso, podemos escrever

p=1]G— Gy, a=]]@— ).

jeA jeB

Sejam r o numero de elementos de A e s nimero de elementos de B. Existem inteiros
R, S para os quais

p(0) = (=1)"¢"(zn)",  q(0) = (=1)"t"(2n)”,

sendo t" e r® nimeros naturais, pois tanto p(0) quanto ¢(0) sdo naturais, em virtude
de que p e q sao polinomios com coeficientes inteiros. Seja [ o menor natural para
o qual ¢ é racional. E facil ver que se j ¢ um natural tal que #/ é racional, entao
l|7 (de fato, basta aplicar a divisao euclidiana de j por 1 e verificar que o resto r
da divisao deve ser, obrigatoriamente, nulo). Dai, segue que [ é um divisor de r, s
e N. Como ()N = m et = E, com mdc(c,d) = 1, obtemos que md™/t = N/,
ou seja, todo fator primo de d deve divir ¢. Mas ¢ e d sao coprimos. Logo d = 1.

Assim, m = ()N # € N e T # 1. Em outras palavras, m é uma T—poténcia de

N
t! € Ne — # 1 é um divisor de N diferente de 1. Isto é um absurdo, pois contradiz

a hipétese do teorema. Segue que f nao possui fatoracao nao trivial, ou seja, f é
irredutivel. Portanto, a extensiao Q C Q(m'/") possui grau N, donde conclui-se que
N é o grau do niimero algébrico m'/V. (c.q.d)

O objetivo deste capitulo é apresentar um exemplo de niimero transcedental, e de-
monstrar a transcedentalidade do mesmo utilizando apenas propriedades de niimeros
algébricos. Ora, é claro que se um certo niimero nao possui uma propriedade que
todos os nimeros algébricos devem possuir, entao este é transcendente. Isso mostra
que o estudo de nimeros algébricos permite também encontrarmos condigoes para
que que um numero nao seja algébrico. Uma importante propriedade de ntimeros
algébricos €, entao, descrita pelo teorema abaixo, o qual ¢ mérito do matematico
francés Joseph Liouville.
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Teorema 5.2. Se a € R é um numero algébrico de grau N # 1, entao existe uma
constante C' = C(a) tal que para todos os inteiros A e B, com B > 0, vale que

al, ¢
B| = BY

a —

Demonstragao. Seja I(a,Q)(z) = 2V + ... + byz + by € Q[z] o polinémio minimal
de a em Q. Se multiplicarmos tal polindmio pelo valor do minimo multiplo co-
mum entre os denominadores dos coeficientes de I(a, Q), obteremos um polinémio
irredutivel f(z) = ayz™ + ... + a1 + ag € Z[z] com as mesmas raizes de I(a, Q).
Em R[z], podemos tomar um polinémio g tal que f(z) = (z — a)g(z). E claro que
g(a) # 0, pois, caso contrario, a seria raiz dupla de f, que é irredutivel em Q, cuja
caracteristica é zero. Isso contradiria a proposic¢ao (2.7). Portanto, existem €,0 > 0
tais que, para todo z € (a —€,a+¢€), tenhamos 0 < |g(z)| < ¢ (De fato, o polinomio
g define uma fungao continua em R, logo a imagem de qualquer intervalo é limitada.
Em particular, podemos escolher um intervalo centrado em a que nao contenha ne-
nhuma outra raiz de g). Tome um numero racional nesse intervalo. Tal nimero é

A A A
da forma 5 com A, B € Z coprimos. Como g <E) # 0, entao f <§> # 0, donde

obtemos que
A
/(5)

A S kpN—k| p—N AT 1
Skl IV [ GV [ -k B~ = >
a B' A kz:;akAB B g(B> 2 SEN
I\ B
N

uma vez que E ar A BN7F ¢ um inteiro nao nulo. Por outro lado, se
k=0

A

B ¢ (a —€,a+¢€), com A e B inteiros primos entre si, entao claro que

A . €
a— — €> —.
Bl =

Portanto, basta tomarmos C = min{e,d~'} para obter o resultado, (c.q.d)

Prontamente, qualquer niimero que nao satisfaca o teorema acima nao pode ser
algébrico, e portanto sera transcendental. O corolario abaixo nos dé o tao esperado
exemplo de ntimero transcendente, o que finaliza também este curtissimo capitulo.

oo
Corolario 5.1. O numero irracional Z 27" ¢ transcendente.
n=1
(o)
Demosntracao. E claro que a série Z 27" converge, pois 27 < 27" para todo

n=1
[eS) [eS)

/. ’ . — ’ —nl
n € N, e a série geométrica E 27" converge. Se o numero a = E 27" fosse
algébrico de grau N € N, entao, pelo teorema anterior, existiria uma constante C

tal que, para todo k € N, teriamos

f: 2—n! —

n=n+1

S C
— 2Nk!’

k
a — E 2—71!
n=1
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k
. ”, . —_n! . . . |
pois o niimero racional E 27" possui denominador igual a 2. Por outro lado, note

que n=1
1 1
—n! —(kD)l—m _ 204K 24K 2
n=k+ = . :
ou seja, NH < SR isto é, 2% < Yok para todo k € N. Absurdo, pois
QR A+k=N) 3 o0, Dai, segue o resultado. (c.q.d)

Finalmente, o teorema de Liouville nos mostra que os nimeros algébricos nao
podem ser bem aproximados por nimeros racionais. Embora os ntmeros trans-
cendentes constituirem um conjunto muito “maior”do que o conjunto dos niimeros
algébricos, conforme visto no teorema de Cantor, é notéria a dificuldade de se achar
exemplos desses numeros. Claro que com a evolugao da teoria dos ntimeros, a
quantidade de exemplos existentes dessa espécie de niimeros aumentou considera-
velmente. Existem vérios teoremas importantes (como o teorema acima) que nos
dao condigoes suficientes para que um nimero seja transcendente. Como as propri-
edades entre niimeros algébricos e transcendentes sao complementares, concluimos,
com entusiasmo, que o estudo de niimeros algébricos permite aumentar, ainda mais,
nosso conhecimento dos numeros reais, o qual ainda é ”infinitamente pequeno”se
comparado com nossa ignorancia a respeito desses.
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