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Teoria de Galois
Lista 1

Seja R um dominio de integridade, a caracteristica de R é o menor inteiro
positivo n tal que 14 --- 41 = 0, onde a soma é de n termos. Se nao
—_——

existir tal n > 0 dizemos que a caracteristica é igual a zero. Mostre que
se a caracteristica de R é finita, entdo é um nimero primo. Mostre que
se a caracteristica de R é igual a zero, entdao R contém uma cépia dos
nimeros inteiros como sub-anel.

Seja F C E uma extensao de corpos e {ay,...,a,} C E, mostre que

F(alv s ,Oén) = F(aa(l)a ao(n—l))(aa(n))?

em que o = ( 0_(11) azln) ) é uma permutacao de {1,...,n}.

Seja R um dominio de integridade. O corpo de fragoes associado a R,

denotado por Fr(R), ¢ o menor corpo que contém R, isto é, existe um

monomorfismo de anéis ¢ : R — Fr(R) e se K é um corpoe ¢ : R - K

¢ um monomorfismo de anéis, entdo existe um tnico morfismo de anéis

p:Fr(R) — K tal que p = pou.

a) Mostre que, se existir, Fr(R) é unico a menos de isomorfismo.

b) Mostre que a relagdo em R x R*, onde R* = R\{0}, dada por (a,b) ~
(c,d) se ad = bc. mostre que ~ ¢ uma relacao de equivaléncia.

c¢) Denotando por § a classe de equivaléncia do par (a,b) defina as ope-
racoes no quociente (R x R*)/ ~:

~

a ¢ ad-+bc a ¢ ac

b+d_ bd ’ b d bd
Mostre que as operacoes estdo bem definidas, isto é, independem de
representante na classe de equivaléncia.
d) Mostre que (Rx R*)/ ~ com as operagoes acima definidas é um corpo.
e) Mostre que a aplicacdo s : R — (R x R*)/ ~, dada por «(a) = § ¢ um
monomorfismo de anéis.
f) Mostre que (R x R*)/ ~ satisfaz & prorpiedade universal do corpo de
fracdes de R e conclua que (R x R*)/ ~= Fr(R).
g) Mostre que, se R for um corpo, entao Fr(R) = R.
Denominamos o subcorpo primitivo de F como o menor subcorpo de F.
Mostre que, se a caracteristica de I é igual a zero, entao o seu subcorpo
primitivo é isomorfo a Q. Se a caracteristica de F for um numero primo
p, entdo o seu subcorpo primitivo ¢ isomorfo a IF,,.
Sejam F e K dois subcorpos de E. Defina o “compositum” de F e K,
denotado por FK, como

FK = %Z,Z, | aiay € Fbiy € K, Y~ aid; # 0
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a) Mostre que FK é o menor subcorpo de E que contém F e K.
b) Sejam F C E C L e K C L. Mostre que se F C E ¢é finita (resp.
algébrica, resp. finitamente gerada), entdao FK C EK é finita (resp.
algébrica, resp. finitamente gerada.



