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Teoria de Galois
Lista 4

Mostre que 2% —1 ¢ um divisor de 2™ — 1 se, e somente se, d|n. (Sugestao
escrevan =qd+reaxz” —1= (2" —2")+ (2" — 1)).

Mostre que, se m|n € a ¢ um namero inteiro positivo, entdo a™ — 1 é um
divisor de a™ — 1. Conclua que Fpm C Fp» se, e somente se m|n.

Prove que
A H (x — ).
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Conclua com isto que

entao o produto dos elementos nao nulos de um corpo finito é igual a 1
se p=2e —1 sepéimpar. Para p impar e n = 1 deduza o teorema de
Wilson:

(p—1)! = —1(mod p).
Mostre que f(x)P = f(aP) para qualquer polinémio f(z) € Fp[z].
Sejam m e n dois inteiros tais que mdc(m,n) = 1. Se ¢ é uma raiz n-
ésima primitiva da unidade e £ é uma raiz m-ésima primitiva da unidade,
mostre que (£ é uma raiz mn-ésima primitiva da unidade.
Mostre que, se ¢ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e d|n entao (¢
¢ uma raiz J-ésima primitiva da unidade.
Seja n > 1 um inteiro impar, mostre que ®g,(z) = &, (—x).

Os proximos exercicios dardo um roteiro para a demonstracao de um caso
especial do teorema de Dirichlet sobre primos em progressoes aritméticas
que diz que existem infinitos nimeros primos da forma p = a(mod m)
com mdc(a, m) = 1.

Dado um polinémio P(z) € Z[z] de grau maior ou igual a 1, existem
infinitos divisores primos da colecao de nameros inteiros P(1), P(2), P(3),
etc. (Sugestdao: Suponha que os Gnicos primos que sao dividores daquela
lista de nameros sdo pi,...,pg- Seja N um inteiro tal que P(n) = a # 0.
Considere o polinémio Q(z) = a *P(N + p1 ...prz) € Q[z] mostre que
Q(z) € Z[z] e que Q(n) = 1(mod p; ...px) Conclua que existe M €
N* tal que Q(M) tem um divisor diferente de qualquer um dos primos
Pi,-- -, Dk)

Seja p um primo impar nao divisor de m e seja a € Z tal que ®,,(a) =
0(mod p) (P, é 0o m-ésimo polindmio ciclotémico). Mostre que mdc(a,p) =
1 e que a ordem de a em Z, ¢ exatamente igual a m.

Seja a € Z. mostre que, se p € um primo impar divisor de ®,,(a) entao
ou p|m ou p = 1(mod m).

Conclua que existem infinitos primos p = 1(mod m).



