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1 Introducao

A Teoria de Cédigos Corretores de Erros teve inicio na década de 1940. Os principais
nomes do inicio do desenvolvimento da teoria sao Richard Hamming, Claude Shannon e
Marcel Golay, sendo que o ultimo foi o responsavel pelo cédigo usado pela espaconave
Voyager para transmitir fotos coloridas de Jupiter e Saturno, no final da década de 1970.

A Teoria de Codigos Corretores de Erros ainda conta com muitas aplicagoes na pratica
e garante a confiabilidade de dados transmitidos ou armazenados digitalmente.

Tais cédigos sao chamados de corretores de erros pois sao capazes de detectar e corrigir
uma certa quantidade de erros que podem ser cometidos na transmissao das informagoes.
Esses erros, por suas vez, podem acontecer devido a interferéncias no canal de transmissao,
por exemplo, e muitas vezes sao chamados de ruidos. Procura-se, entao, um codigo que
seja capaz de detectar e corrigir o maximo possivel de erros.

Para que os erros possam ser detectados e corrigidos, as palavras que devem ser trans-
mitidas sao codificadas de modo que apresentem redundancias’. Obtém-se, entao, o que
é chamado de codigo de canal, pois é desenvolvido de acordo com o canal de transmissao
das informacgoes. Deve-se ter em mente que cada cédigo deve contar com um modo de
decodificacao, para que a palavra recebida possa ser entendida pelo receptor. Para isso,
o processo de decodificacao deve ser feito levando em conta que a palavra recebida nem
sempre é uma palavra do cédigo. Quando é possivel descobrir qual foi a palavra enviada,
apesar dos ruidos, entao pode-se dizer que o codigo detectou e corrigiu todos os erros da
transmissao.

Com o objetivo de introduzir a Teoria de Codigos e de fazer uma relagao entre tal teoria
e a Teoria de Galois, é apresentado este artigo. Aqui, alguns exemplos de cédigos de canal
serao apresentados e estudados. Entretanto, os detalhes do processo de decodificacao nao
serao trabalhados.

O artigo esta dividido em trés capitulos. O primeiro vai tratar das nogoes preliminares
de Algebra e Teoria de Galois necessérias para o desenvolvimento do tema. Entretanto, ja
considera-se que o leitor tenha alguma base tedrica de Algebra e de Algebra Linear, tanto
que alguns resultados serao apenas enunciados e nao provados. Neste primeiro capitulo,
serao apresentados alguns tépicos sobre corpos finitos, extensoes de corpos e consideragoes
necessarias para a apresentacao de alguns cédigos e resultados pertinentes a eles.

O segundo capitulo traz uma introdugao a Teoria de Cédigos. Trata-se de um capitulo
repleto de definigoes e resultados que podem parecer triviais, mas cuja importancia no
desenvolvimento da teoria é evidente.

Por fim, sao apresentados alguns tipos de codigos. Durante a apresentacao dos tipos
de cédigos e dos exemplos, sera indicada a aplicacao da teoria de extensoes de corpos
finitos.



2 Corpos finitos e extensoes de corpos

2.1 Polindmios

Espera-se do leitor, no inicio deste capitulo, que ja tenha dominio de algumas definicoes
e resultados de Algebra. Serao trabalhados, aqui, resultados que sucedem o estudo de
anéis, ideais e corpos.

Também serao trabalhados alguns resultados referentes ao estudo de polinomios. O
anel de polinémios com coeficientes em um corpo K serd denotado como K|z]. Denota-
remos (p(z)) os miltiplos do polinomio p(z) € Klx].

Sabemos que o anel K[z| é um anel principal e o mesmo vale para K|x]/(p(x)), onde
p(x) € Klx].

Além disso, para qualquer ideal I nao trivial de K[z], existe um unico polinémio
monico p(z) € K|x] tal que I = (p(z)).

Proposicao 2.1. Todo ideal de K[z]/{p(x)) € da forma (g(z)) onde g(z) € K[z] e g(x)
¢ um divisor de p(x).

Denotaremos por R, o conjunto K|x]/(z" — 1).
O conjunto R, pode ser visto como um K-espago vetorial de dimensao n, sendo que
o conjunto [1], [z], [z?*], ..., [z"!] formam uma base de R,,.

Definigao 2.1. Dizemos que um polinémio nao nulo p(x) em Klz| € irredutivel quando:
e p(x) nao € inversivel,
e sep(x) pode ser escrito com o produto de dois polinomios f(x) € K[z] e g(x) € K|z],

entao temos que ou f(x) € inversivel ou g(x) o é.

2.2 Corpos finitos

Um corpo que contenha ¢ elementos sera denotado, aqui, como F,.

Teorema 2.1. Todo corpo finito tem p™ elementos, para algum p nimero primo e m
nteiro positivo.

Teorema 2.2. Seja p um numero primo. Para qualquer inteiro positivo m, existem
polinomios irredutiveis de grau m em IF,,.

Quando calculamos F,,[z]/(p(z)), para um p(z) irredutivel em FF,[z] de grau m, obte-
mos um corpo com p™ elementos, que pode ser visto como uma extensao de .

Essa informagao e o teorema anterior nos garantem que podem ser construidos corpos
finitos com um nimero p™ de elementos para quaisquer nimeros p e m tais que p é primo
e m é um inteiro positivo.

Teorema 2.3. Quaisquer dois corpos finitos com o mesmo numero de elementos sao
isomorfos.

Proposicao 2.2. Todo corpo finito tem elemento primitivo.



2.3 Extensoes de corpos

Definigao 2.2. Uma extensao de um corpo F é um par (E,i) onde E é um corpo e
1: F'— E é um monomorfismo.

Quando a definicao acima é satisfeita, serd escrito somente que F' C E é extensao de
corpos, ou ainda que E é extensao de F.

Com isso, podemos enxergar E como um espago vetorial sobre F'. Denotaremos [E : F]
a dimensao de E sobre F. Aqui, trataremos somente de extensoes finitas, isto é, extensoes
tais que dimpFE é finita.

Em particular, vamos trabalhar com extensoes como F,» C F,., que ocorre se, e
somente se, m divide n.

Definicao 2.3. Seja F' C E uma extensao de corpos. Dizemos que um elemento de E
¢ algébrico sobre F' se ele é raiz de algum polinomio com coeficientes em F. Se todos os
elementos de E forem algébricos sobre F', dizemos que F' C E € uma extensao algébrica.

Proposigao 2.3. Todo elemento de Fyn € raiz do polinomio f(x) = 2?" —z € F,,.
Conclui-se que F, C F,» é sempre uma extensao algébrica.

Definicao 2.4. Seja F' C E uma extensao algébrica de corpos e seja f € E. Chamamos
de polinomio minimal de 3 sobre F' o polinémio ménico de menor grau em F[x] que tenha
B como raiz. Esse polinémio serd denotado como I(f3, F).

O polindmio minimal sera irredutivel.
Dado um corpo finito F' e um elemento « pertencente a alguma extensao desse corpo.
Denotamos como F'(«) o menor corpo que contém F e .



3 Introducao a Teoria de Cdédigos

3.1 Nocoes preliminares

Foi dada uma ideia, na introducao deste trabalho, do que é um cddigo de canal. Sao
estes os codigos que serao estudados aqui.
[lustraremos a necessidade de cédigos assim com o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1 (Notas do Eliezer). Suponha que um professor deseja dar trés notas possiveis
para 0s alunos de uma turma. Suponha também que ele expresse as notas como elementos
de Fy x Fy, da sequinte forma:

8 — 00
9+ 01
10 — 10.

O conjunto {00,01,10} € chamado de cédigo da fonte.

O professor vai transmitir as informagoes com as notas dos alunos por meio de um
canal, que pode ter interferéncias, que causem um erro em cada nota.

Vamos supor que a nota do aluno A era 10 e que aconteceu um erro na transmissao,
de modo que a nota recebida foi 00. Nesse caso, o codigo nao vai perceber erro algum,
pois a nota poderia ser 00. Nesse caso, o aluno A perderia 2 pontos.

Por outro lado, vamos supor que a nota do aluno B era 10 e a nota recebida foi 11.
Nesse caso, o codigo vai perceber um erro, pois a nota 11 nao existe no codigo da fonte.
Entretanto, mesmo que se saiba que houve um erro apenas na transmissao, o cédigo nao
serd capaz de corrigir o erro, pois seria impossivel saber se a informacao transmitida foi
01 ou 10.

O codigo da fonte passara, entao, pela sequinte transformagao:

00 — 0000
01 — 0011
10 — 1100.

O congunto {0000,0011,1100} € chamado de cddigo do canall.

Agora, se o canal de transmissao causar um erro em alguma das motas, esse erro
poderd ser detectado e corrigido.

Se o receptor da informacdao se deparar com a informacao de que a nota do aluno
C € 0111, sabendo que o canal causa apenas um erro por nota, o receptor saberia que a
informacao enviada teria sido 0011, e que a nota do aluno C € 9.

Definicao 3.1. Um cddigo de comprimento n sobre um alfabeto A é um subconjunto
proprio de A" = AX Ax ...x A (n vezes). Cada n-upla do cédigo € dita ser uma palavra.

O conjunto alfabeto é o conjunto de caracteres disponiveis para formar as palavras. O
numero n sera chamado de comprimento do cédigo.

Nos casos apresentados a seguir, o conjunto A serd sempre um corpo finito.

Com essa definicao de cédigo, podemos tratar da distancia entre duas palavras.

Defini¢ao 3.2. Dadas duas palavras u = (ug, Uy, ..., Up—1) € v = (Vg, V1, ..., V1) em A",
a distancia de Hamming € a fun¢do d : A™ x A" — R tal que d(u,v) € a cardinalidade do
congunto {i / u; #v;,0 <i<n—1}.



Proposicao 3.1. A distancia de Hammimg é um métrica sobre o conjunto A™.

Demonstracao. Para que a funcao seja uma métrica, ela deve satisfazer as 4 propriedades
a seguir, para quaisquer u,v e w em A™:

Vamos provar que a distancia de Hamming satisfaz cada um dos itens.

1. A condicao esta automaticamente satisfeita pois a cardinalidade de um conjunto
finito é sempre um nimero nao-negativo.

2. Temos que d(u,v) é a cardinalidade do conjunto {i / u; # v;,0 < i <n—1}, que s6
serd igual a 0 se o conjunto for vazio, ou seja, se u; = v; paratodo 0 <i<n—1, 0
que implica u = v.

Por outro lado, se u = v, entao para cada i tal que 0 <7 <n — 1, temos u; = v;,
o que significa que a cardinalidade do conjunto {i / u; # v;,0 <i<n—1} é0, ou
seja, que d(u,v) = 0.

3. Note que d(u,v) é a cardinalidade do conjunto {i / u; # v;,0 < i < n — 1}, que é
igual a cardinalidade do conjunto {i / v; # u;,0 <i <n —1} = d(v,u).

4. Para provar a desigualdade, podemos pensar na contribui¢ao de uma entrada ¢ das
palavras, para algum 0 <7 <n — 1.

Suponha que u; = v;. Nesse caso, a contribuigdo da entrada ¢ no termo d(u,v) sera
nula, mas no termo d(u,w) + d(v,w), ela pode assumir os valor 0, 1 ou 2.

Se ocorrer u; # v;, entdo a contribuicdo da entrada i no termo d(u, v) serd 1. J4 em
d(u,w) + d(v,w), a contribuigao dessa entrada seré 1 ou 2, ja que ndo podemos ter
U; = W; € V; = W;.

De qualquer forma, a contribuigdo da entrada i no termo d(u,v) é sempre menor
ou igual do que a sua contribui¢ao do termo d(u,w) + d(v,w). Dessa forma, a
desigualdade é satisfeita.

Definigao 3.3. Sejam A um alfabeto e n € N. Uma funcao f: A" — A™ € dito ser uma
1sometria de A" se ela preserva as distancias de Hamming, ou seja, se

d(f(x), f(y)) = d(z,y) Va,y € A

Exemplo 3.2. Dada uma bijecao f : A — A, podemos definir a fun¢ao F} AT — AT
como sendo a funcao que troca, em todos os elementos de A", o elemento da i-ésima
coordenada pela sua imagem por f.



Exemplo 3.3. Dada uma permutacio m de {1,2,...n}, podemos definir a fun¢do T, como
sendo a permutacdo das coordenadas de todos os elementos de A™. Em outras palavras,
a coordenada a; serd substituida por ar;y em todos os elementos de A".

Proposicao 3.2. Toda isometria de A™ € uma bijecao de A™.

Demonstragao. Seja f: A" — A™ uma isometria de A™. Para verificar que ela é injetora,
tome z,y € A" tais que f(x) = f(y). Temos entao d(f(z), f(y)) = 0 Como f é isometria,
entao d(z,y) = 0, o que implica x = y pois a distancia de Hamming é uma métrica.
Como toda funcao injetora de um conjunto nele préprio é sobrejetora, temos que f é
uma bijecao de A". [ |

Definigao 3.4. Sejam C' e C' cddigos em A™. Dizemos que C' € equivalente a C' se existir

uma isometria f de A" tal que f(C") = C.

Com efeito, a equivaléncia de cédigos é uma relacao de equivaléncia.

3.2 Parametros de um coédigo

Definigao 3.5. Seja C' um codigo. A distancia minima d de C é definida por

d = min{d(u,v);u,v € C,u # v}.

Chamaremos de k a parte inteira do niimero %.

Definicao 3.6. Sejam a € A" er € R. O disco de centro a e raio r, denotado por
D(a,r), € o conjunto
D(a,r) ={z € A" [ d(a,z) < r}.

Proposigao 3.3. Sejam ¢ e ¢ palavras distintas de um cédigo C. Entao
D(e, k)N D(d, k) = 0.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que D(c,k) N D(c,k) # (., ou seja, que exista
um elemento z € A" tal que x € D(c, k) N D(c, k). Nesse caso, terfamos d(c,z) < k e
d(c,z) < k. Mas entao, pelas propriedades de métrica, terfamos

d(c,d) <d(c,z) +d(d,x) <2k <d-—1.
I[sso é uma contradicao pois d ¢ a distancia minima do codigo. [ |

Teorema 3.1. Seja C' um cddigo com distancia minima d. Entao C' pode detectar até
d—1 erros e corrigir até k erros.

Demonstracao. Seja C' um codigo com distancia minima d e seja k conforme ja definido.
Denotemos ¢ a palavra do coédigo que foi enviada e por r a palavra que foi recebida.
Se a transmissao de uma palavra do cédigo provoca um numero de erros t tal que
t < k, temos, entao que d(r,c) < k. Pela proposicao anterior, sabendo qual foi a palavra
recebida, é possivel determinar univocamente a palavra enviada.
Por outro lado, dada uma palavra do cédigo, podem ser adicionados até d — 1 erros
nessa palavra de modo que obtenha-se um elemento de A™ que nao pertenca ao codigo. W

Os parametros chamados de fundamentais de um codigo C' sobre um alfabeto A sao:



e O nimero n de coordenadas de cada palavra do codigo;
e O numero M de palavras do codigo;
e A distancia minima d entre duas palavras do cédigo.

Dois codigos que sao equivalentes tém os mesmos parametros fundamentais. E natural
pensar na possibilidade de, dados trés nimeros naturais n, M e d, construir um codigo
corretor de erros com tais parametros fundamentais. Entretanto, isso nem sempre é
possivel, como ¢ explicado em [3].



4 Exemplos de cédigos

Pretende-se apresentar, aqui, alguns exemplos de cdédigos onde é aplicada a Teoria de
Galois para corpos finitos.

4.1 Codigos lineares

Nos resultados a seguir, vamos considerar o alfabeto como um corpo K.

Definicao 4.1. Um codigo C' C K™ € dito ser um codigo linear se for um subespaco
vetorial de K.

Defini¢ao 4.2. Seja z € K". Definimos o peso de x, denotado w(z), como sendo d(z,0).
Sabemos entao que, dado x = (zg, 1, ..., T,_1) € K™,
w(x)=1i€{0,1,....,n—1};z; #0].

Definigao 4.3. Seja C' um cddigo linear. Definimos o peso de C, denotado por w(C')
como w(C) = min{d(x,0);z € C'\ {0}}.

Teorema 4.1. Seja C' um codigo linear. Entao o peso de C' € igual a sua distancia
minima.

Demonstracao. Seja C'um codigo linear. Entao, para quaisquer elementos x e y de C' tais
que x # y. Temos que x — y também pertence a C.

Nota-se que d(x,y) = w(z —y), pois o nimero de coordenadas diferentes entre = e y é
igual ao niimero de coordenadas nao nulas da diferenca entre x e y. Portanto, minimizar

o peso do codigo é equivalente a minimizar a distancia entre quaisquer duas palavras
dele. [ |

Este fato nos permite calcular a distancia minima d de um cédigo linear C', que tenha
M palavras, fazendo M — 1 célculos de distancia.

Pois bem, um subespaco vetorial C' de um espago vetorial K™ pode ser descrito como
nucleo ou como imagem de uma transformacao linear. Aqui, nos interessam somente
as transformacoes lineares injetoras, pois nao se deseja que duas palavras diferentes do
codigo da fonte sejam levadas na mesma palavra do cédigo de canal.

Todo codigo linear, conforme esta sendo analisado aqui, é um espaco vetorial de di-
mensao finita. Note que, quanto aos seus parametros, se K = I, sabemos que que C' tem
q" elementos, onde 7 ¢ a dimensao de C' sobre F,.

Para obter a representacao de C' como imagem de uma transformacao linear, considere
B = {vy,vg,...v,} uma base de C'. Queremos que a transformagao seja injetora, pois levar
duas palavras do cédigo da fonte na mesma palavra do cédigo de canal impossibilitaria a
decodificacao.

A funcao

T: K"— K"

que leva x = (:Bl, T, xr) € K" em z1v1 + 22v3 + ... + 2,0, é uma transformacao linear
injetora. Além disso, a imagem de T' é C.
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Definicao 4.4. Seja C' C K™ um codigo linear. Seja r a dimensao de C'. Considere,
entao, uma base B = {vy, vy, ...} de C. Escrevemos cada v; como (Vig, Vi1, ..., Vin—1)-
A matriz

U1 Vio Y11 ... Vin—1

G=| ... | =
U Uro Ur1 --- Upp—1
¢ chamada de matriz geradora de C' associada a base B.

Assim, para um vetor z = (xg, x1, ...x,—1) € K" qualquer, temos que T'(x) = xG. Note
que G é uma matriz r X n.

Definicao 4.5. Um cddigo linear C' C K™ é dito ser linearmente equivalente ao cdodigo
linear C" C K™ se C' pode ser obtido de C' através de operacoes do tipo:

o Multiplicagao de todos os elementos de uma posicao fiza de C' por um escalar nao
nulo,

e Permutacao das posicoes de todas as palavras de C através de uma mesma per-
mutagdo de {1,2,..n}.

A equivaléncia linear de cédigo também é uma relacao de equivaléncia.

Defini¢ao 4.6. Para dois elementos u = (ug, Uy, ...u,_1) € v = (vg, V1, ...0,_1) de K™, 0
produto interno de u e v, denotado por (u,v) € definido como

{(u,v) = gy + UV + oo + Up_ 1V, 1.

Definicao 4.7. O complemento ortogonal de um subespaco vetorial de K™, denotado C*+
serd definido como

Ct={ve K" (u,v) =0VuecC}.

Das propriedades de produto interno, sabe-se que C* é um subespaco vetorial de K™.
Portanto, C* também serd um cédigo linear. Sua dimensdo serd n — r. Outro ponto
. , Ll
importante a ser destacado é que C+ = C.

Definicao 4.8. Seja C' um cddigo linear. O cédigo linear C+ serd chamado de cédigo
dual de C.

Proposicao 4.1. Seja x € K. Temos que x € C* se, e somente se, Gxz' = 0.

Demonstragdo. Seja x € K™. Temos que x € C* se, e somente se, x é ortogonal a todos
os elementos de C'. Em particular, x deve ser ortogonal aos elementos da base de C'. Isso
¢ equivalente a dizer que Gz? = 0, j4 que as linhas de G sdo os elementos da base de

C. [

Teorema 4.2. Seja C' um cédigo linear e C*+ o seu cédigo dual. Seja H uma matriz
geradora de C+. Nesse caso, temos v € C' se, e somente se, HvT = 0.

Esse teorema mostra-se 1util pois, a partir dela, para saber se um vetor x € K™ é uma
palavra do cédigo C, basta verificar se Hv' = 0.

Definigao 4.9. Seja C C K™ um cédigo linear, C+ o seu dual. Uma matriz H geradora
de C+ € chamada de matriz teste de paridade de C.

11



Note que H é uma matriz n — r x n.

Exemplo 4.1 (Cédigo de Hamming). Considere o cddigo com a sequinte matriz de pari-
dade, com elementos em Fy:

H =

o O =
[ )
— o O

1 011
1 110
0111

Este cddigo tem dimensao 4 e comprimento 7. Ele é denotado como H(7, 4). Sua
matriz teste de paridade foi obtida colocando nas colunas os elementos de Fy® em qualquer
ordem, deixando de fora apenas o elemento nulo.

Podemos, nesse caso, analisar as colunas de H como elementos de Fg\ {0} Para cada
coluna, considere o elemento mais de cima como o coeficiente de 2°, o sequndo como o
coeficiente de x e o terceiro como o coeficiente de x?.

Considere Fg = Fo[z]/(z® + .+ 1) e a elemento primitivo de Fs. Vamos considerar o
como a classe de equivaléncia do polinomio p(zr) = x.

Nesse caso, H pode ser escrita como

H:(ao al o2 o ot o a6).

Assim, uma palavra do cédigo € um elemento ¢ = (co, ¢1, Ca, C3, C4, C5, Cg) de Fy" tal que
Hcl = 0. Isso implica a igualdade a sequir:

coozo + 01a1 + 02a2 + 03043 + c4a4 + c5a5 + 06a6 =0.

Assim, vemos o codigo como o conjunto de polinomios com coeficientes em Fy de grau
maior ou tgual a 6 tais que admitem o como uma raiz em Fg.

Exemplo 4.2 (Cédigos de Reed-Salomon). Considere K|x],_1 o conjunto dos polindmios
em K[z| de grau menor ou igual a r — 1, incluindo o polinémio nulo.

Vendo o conjunto Klz|,—1 como um K-espago vetorial, observamos que ele tem di-
mensao r e que o conjunto {1,z, 2% ....2""'} € uma base desse espaco.

Sejan € Z comn > r e sejam ay,Qs, ..., , elementos distintos de K.

Considere a fung¢ao:

T: Klz|,.1 — K"
p(x) = (plen), plag), ... plam))

Observe que trata-se de uma transformacao linear e que é uma funcao injetora. De
fato, um polinomio de grau até r — 1 nao pode apresentar n raizes distintas, se temos
n>r.

O conjunto Klx|,_1 pode ser visto como o cédigo da fonte, enquanto T(K|x],_1) = C
¢ o codigo do canal. Nesse caso, C serd um cddigo de comprimento n e dimensdao r. Fsse
codigo serd chamado de Cédigo de Reed-Solomon de comprimento n e dimensao r
definido por ay, o, ..., q,.

Uma matriz geradora de C' serd dada por

T(1) aﬁ; a% a%
G T(x) _ a; ay ... a
T(z" 1) ot oaht L ot
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Um aspecto interessante desse codigo € que podemos dar uma conta inferior para a
distancia minima do codigo.

Observe que, para qualquer ¢ # 0 uma palavra do cddigo, temos que existe um po-
linomio p(x) € K[zx] tal que ¢ = (p(a1), p(az), ..., play)).

Temos que

w(c) =1i € {0,1,....n—1}; ¢ #0
w(c) =1i € {0,1,....n —1}; p(ay) # 0|
w(c)=n—1i€{0,1,....,n—1}; p(a;) =0|.

E como |i € {0,1,....,n—1}; play) =0| < r —1, seque que: w(c) > n—(r—1) =
n—r+1.

Exemplo 4.3 (Cédigo do Mariner 9). O cédigo utilizado na espagonave Mariner 9 € um
codigo definido sobre Fy que faz parte de uma familia de cédigos definidos como Cdodigo
de Reed-Muller de Primeira Ordem.

Dado um m € N, considere os elementos de Fo"™ vistos como vetores colunas. Organize
tais colunas de modo que o elemento nulo seja a ultima coluna a direita. Obtém-se uma
matriz m x 2™, que serd denotada G,,.

Construimos entao a matriz (m + 1) x 2™, em que os elementos da primeira linha
serao iguais a 1 e, abaizo dessa linha, a matriz G,, aparece como um bloco.

O cddigo gerado pela matriz G serd denotado R(1,m).

4.2 (Cdbdigos ciclicos

A seguir, serao estudados alguns cédigos chamados de cédigos ciclicos. Eles constituem
uma familia particular de codigos lineares. Alguns resultados nao serao provados pois
tratam-se de generalizacoes do estudo ja feito para cédigos lineares.

Definicao 4.10. Um codigo linear C C K™ € chamado de ciclico se para todo ¢ =
(Co,C1y ey Cno1) € C, temos que (¢p_1,Co, .., Cn_z) também pertence a C.

Observe que os K-espagos vetoriais K" e R,, sao isomorfos.
Considere o isomorfismo:

V. K" — R,
(ag, a1, ....,an) = [agz® + arzt + ... + a,z"

Da definigao de cédigos ciclicos, sabemos que, se temos ¢ = (cg, ¢1, ..., ¢,—1) € C, entao
(Cn-1,€0, ..., Cn—2) também pertence a C'.

Analisando a fungao V', podemos dizer que se [agz® + ayz! + ... + a,2"] € R, entao
[7] [apz® + a12' + ... + a,2"] também pertence a R,,.

Teorema 4.3. Um cddigo linear C C K™ serd ciclico se, e somente se, v(C) for um
subespago vetorial de K™ fechado pela multiplica¢ao por |x].

Em outras palavras, um cédigo linear C' C K™ serd ciclico se, e somente se, v(C') for
um ideal de R,,. Teremos, entao, que v(C) é gerado por um polinomio g(x) € K[z] que
divide 2™ — 1.

Definigao 4.11. Seja C' C K™ um cddigo ciclico tal que v(C) € gerado pelo polinémio
g(x) € K[z] que divide 2" — 1. Chamamos g(x) de polinémio gerador de C'.
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Proposigao 4.2. Seja I = (g(x)) tal que g(z) divide x"—1. Entao [g(x)],[zg(z)], [z*g(x)],
., [ g(2)] formam uma base de I como K -espago vetorial.

Teorema 4.4. Seja C C K" um cédigo ciclico com polinomio gerador g(x) = gox° +
g1zt + ... + gsa® de grau s. Entdo dimgC =n — s.

Teorema 4.5. Seja g(z) = goz° + g12* + ... + gsx° um divisor de 2" — 1 de grau s. Seja

I={g(z)). O cddigo C =V~—YI) tem matriz geradora
V=i([g(2)]) go g1 - g5 0 .. 0
G = 1([;,;9 z))) 0w g 0
V(g (@) 0 . 0 g g - 9

A matriz G é uma matriz (n — s) X n.

Exemplo 4.4 (Cédigo de Golay). O cddigo de Golay com parametros fundamentais

(23,12,7) € um cddigo ciclico definido em Fy e gerado por qualquer um dos polinémios

flx)=al + 29+ 2"+ 2+ 2+ +1oug(a) =2t + 210+ 28 + 2% + 2t + 22 + 1.
Pode-se verificar que 2% +1 = f(z)-g(z) - (xr + 1) em Fy
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