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1 Introducao

Uma das consequéncias mais importantes da teoria de Galois é o Teorema da Corres-
pondéncia. Este estabelece uma correspondéncia um a um entre os corpos intermediarios de
uma extensao de corpos finita e galoisiana F sobre F' e os subgrupos de seu grupo de Galois.

Este relato tem como motivagao apresentar um resultado analogo ao Teorema da Corres-
pondéncia para extensOes algébricas, que nao necessariamente sao finitas. Para tanto, serd ne-
cessario definir uma estrutura topoldgica sobre o grupo de Galois, chamada Topologia de Krull.
Desse modo, a correspondéncia para o Teorema Fundamental da Teoria de Galois Infinita s6 se
dara para os subgrupos do grupo de Galois fechados da topologia.

2 Extensoes Galoisianas Infinitas

As duas primeiras secOes deste trabalho servirdo para que se compreenda a estrutura do
corpo de Galois munido com a topologia de Krull, além de alguns lemas para que o teorema
fundamental seja demonstrado.

2.1 Espacgos Topologicos

Neste tépico serao enunciados alguns conceitos e teoremas topoldgicos que serao utilizados
no decorrer do trabalho.

Definicao 2.1. Uma topologia em um conjunto X ¢ uma colecio T de subconjuntos de X,
chamados os subconjuntos abertos (segundo a topologia T') satisfazendo as sequintes condigoes:

1. 0 € aberto, isto é, ) € T
2. X € aberto, isto é, X € T,

3. A reunido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos € um aberto, isto é, se {Ux}rep €
T, entao Jyep Ur € T';

4. A interse¢do de uma familia finita de subconjuntos abertos € um subconjunto aberto, ou
seja, se {Ui}ier € T, com I = {1,...,n}, entao (;c; U; € T.
O par (X,T) é chamado espago topoldgico, onde X é um conjunto e T' é uma topologia
em X.

Definicao 2.2. Uma aplicacao f : X — Y de um espaco topoldgico X em um espaco topoldgico
Y diz-se continua quando a imagem inversa f~1(B) de todo aberto B C'Y for um aberto em
X.

Definigao 2.3. Uma aplicacao f : X — Y de um espago topologico X em um espago topoldgico
Y diz-se continua em a € X quando para cada aberto B de'Y com f(a) € B, existir um aberto
A de X, com a € A, tal que f(A) C B. Sendo continua se for continua em todo ponto de X.

Definigao 2.4. Uma aplicagao f : X — Y de um espago topoldgico X em um espago topoldgico
Y ¢ um homeomorfismo se for uma bijecao continua com inversa continua.

Definigao 2.5. Um conjunto em um espaco topologico diz-se fechado se seu complementar for
aberto.

Definicao 2.6. O fecho B de um conjunto B € X ¢ a intersecio de todos os fechados que o
contém.

Observacgao 2.1. Seja b € B, entdo se U é um aberto de X, com b € U, tem-se que UN B # ().



Definigao 2.7. Seja x € X. Um conjunto N C X € uma vizinhanca de x se existe um aberto
U de X, tal que:
zeUCN.

Definicao 2.8. Seja G um espago topologico. Um sistema fundamental de vizinhancas
de x € G é uma cole¢io Vg (x) de vizinhangas de x com a sequinte propriedade: dado qualquer
aberto U de G que contenha x, existe uma vizinhan¢a Ng € Vg (x) tal que Ng C U.

Observagao 2.2. Sejam X eY espacos topolégicos, f : X — Y uma aplicagao, Vx(a) um sis-
tema fundamental de vizinhangas em a € X e Vy (f(a)) um sistema fundamental de vizinhangas
em f(a) € Y. Para que f seja continua em a € necessario e suficiente que dada Ny € Vy(f(a)),
exista uma vizinhanga Nx € Vx(a)), tal que f(Nx) C Ny.

Definigcao 2.9. Seja A C X. Uma cobertura de A € uma colecao de subconjuntos de X cuja
unido contém A; se cada subconjunto € um aberto de X, esta € chamada uma cobertura aberta

de A.

Definigao 2.10. Um conjunto K € dito compacto se toda cobertura aberta de K contiver uma
subcolegdo finita que também forma uma cobertura aberta de K.

Exemplo 2.1. Seja K = {x1,x2,...,x,} um conjunto finito e seja F = {Fy}acs uma colegao
de conjuntos abertos , sendo J conjunto de indices, tais que K C J,c;{Fa}, ou seja, F € uma
cobertura aberta de K. Para i = {1,...,n}, seja F; € F tal que z; € F;, tal conjunto existe, pois
F é cobertura de K. Entio K C |J;_, Fi, cobertura finita de K. Logo, K é compacto.

Definicao 2.11. Um conjunto H C X € dito Hausdorff se para quaisquer x,y € H, existem
U,V abertos de X, tal que:
xeUCH,

yeVCH

unv=4.
Teorema 2.1. Teorema de Tychonov O produto cartesiano X = 11X, € compacto se, e
somente se, cada fator X, € compacto.
2.2 Grupos Topoldgicos

Definigao 2.12. Um conjunto G munido de uma estrutura de grupo e uma topologia € um
grupo topoldgico se as aplicacoes:

p:GxG—G
(g, h) — gh
Yv: G — G
gr—g!
sd@o ambas continuas.
Proposicao 2.1. Seja G um grupo topoldgico e um elemento a € G. Entdo a fun¢do:
ar, :G— G
gr——>ag

€ continua. Mais ainda, ay, € um homeomorfismo.



Demonstracao. Note que ay, é dada pela composicao das fungoes:

p:G—GxG
g+—(a,9)
e7
p:GxG—G
(a,9) — ag,
pois, se g € G :

poplg) =wla,g) =ag=ar(g).

Sabemos que ¢ é continua, pois G é grupo topoldgico. O mesmo vale para p, visto que suas
fungdes coordenadas sdo continuas. Como a composicao de fungdes continuas é uma funcao
continua, segue o resultado para ary..

Vejamos que a, é possui inversa continua. Para tanto, defina:

azl G — G
gr— (ail)g.

O argumento para a demonstracao da continuidade de azl ¢é andalogo ao utilizado acima para
ar,. Note que, azl é inversa de ay, pois, para todo g € G :

a;'oar(g) =a;'(ag) = (e 'a)g =g

e7
aroap'(g) =ar(a"'g) = (aa™)g = g.

Por ser uma bijecao continua com inversa continua, conclui-se que ay, é um homeomorfismo. [

Observagao 2.3. Analogamente,
arp:G— G

gr—ga
€ continua, com inversa continua dada por:
a;zl G— G
-1
g—gla™).
Portanto, ar € um homeomorfismo.

Observacgao 2.4. Como G € grupo topoldgico, tem-se que:

v: G — G

g— g

¢ continua. Além disso, ™' = 1), pois, para g € G, pela unicidade do elemento inverso no
grupo:

Yo(g)=v(g ) =(g ") =g

Sendo assim, ¥ € também um homeomorfismo.



Observacgao 2.5. Consequentemente, se a € G, G grupo topoldgico, tem-se:
Yo : G— G

h +—s aha™*

€ homeomorfismo, pois, se h € G :
aroagp'(h) =ar(ha ') = aha " =y, (h).
Como v, € composicao de homeomorfismos, seque o resultado.

Definicao 2.13. Seja H um subgrupo de G e considere a relacdo de equivaléncia ~g definida
em G, dada por:
a~pb<a'tbe H.

Entao, a classe [a] do elemento a € G € dada por:

[a]={9€g:a~pg}
)] ={g€G:a'gc H}
la] = {9 €G:a"'g=h, paraalgumh € H}
[a] ={g € G : g = ah, paraalgumh € H}
[a] = aH.

Denotaremos tal classe por:
aH ={ah:h € H}

e chamaremos classe lateral a esquerda de H contendo a, ou ainda, coset aH.

Proposigao 2.2. O coset aH de um subgrupo H de G € aberto (fechado) de G se, e somente
se, H € aberto (fechado) de G.

Demonstragdo. (=) Suponha que o coset aH seja aberto de G. Como ay, é continua, tem-se que
a imagem de inversa de ay, restrita ao coset aH é um aberto de GG. Portanto:

{(ar)""(aH)} ={g € G :ar(g) = ag € aH}
={g9 € G:ag = ah, paraalgumh € H}
={g€G:g=h,paraalgumh € H}
=H

é aberto de G, como desejado.
(<) Considerando H aberto de G, note que a imagem inversa de azl restrita ao H ¢é dada
por:

{ap'(H)} ={g € G :ap'(h) = (a"")g € H}
={g€G:(aYg=h, paraalgumh € H}
={g€G:g=ah, paraalgumh € H}
=aH.

Por ser imagem inversa de uma fun¢ao continua, segue que aH é aberto de G. O caso em que
H é fechado se, e somente se aH ¢é fechado é analogo a este. O

Tendo este resultado da proposicao, mostremos um lema que serd utilizado na demonstracao
do teorema fundamental:



Lema 2.1. Seja G um grupo topologico e H um subgrupo de G. Entdo:
1. Se H € aberto, entdo H é fechado.
2. Se H ¢ fechado e de indice finito, entao H € aberto.
3. Se G € compacto e H € aberto, entao H tem indice finito.
Demonstragao. Segue a prova dos trés itens:

1. Se H é aberto, entao H é fechado. Demonstracdo. Seja H subgrupo de (G, entao, podemos
representar G da forma:

tal que se \; # \j, entdo o, H Noy, H = (). Considere [0}] = [e]. Assim,
H = | ] o\H.
ONFEO

Pela proposicao anterior, sendo H um aberto, oy H ¢é aberto, para todo o) € G. Como a
unidao de abertos é um aberto, segue que H€ é aberto e, assim H é fechado de G.

2. Se H ¢ fechado e de indice finito, entao H é aberto. Demonstracao. Como H tem indice
finito, existem {oy,...,0,} C G, satisfazendo:

n
G = U o H
i=1
e, se i # J,
o, HN O'jH = 0.
Considere
[01] = [e],
entao,
H=eH =01H,
e, assim,
n
m:UmH
i=2

Pela proposigao anterior, como H é fechado, 0 H; é fechado para todo o; € G. Como a
unido finita de fechados é um fechado, segue que H® é fechado de GG. Logo, H é aberto de
G.

3. Se G é compacto e H é aberto, entao H tem indice finito. Demonstracdo. Mais uma
vez, pela proposicao anterior, como H é aberto, tem-se que 0 H é aberto de G, para todo
o € G. Note que,
G C U ocH
oceG
é uma cobertura aberta de G.

Como G é compacto, existem {071, ...,0,}, tal que:

=1



¢ uma subcobertura finita de G. Perceba que |J!_, 0;H C G. Logo,
n
G = U O'Z'H.
i=1

Sendo assim, o indice de H em G é finito.

Definicao 2.14. Sejam S, S’ subconjuntos de G. Entdo, definem-se:

S8 ={ss:seSes €8}

St={st:5¢€85}.

Proposicao 2.3. Seja G um grupo topoldgico e Vg (e) um sistema fundamental de vizinhangas
para o elemento neutro e € G. Entao:

1. Se N}, N& € Vi (e), existe N, € Vi(e) tal que e € N, C NL N NE;
Se Ng € Vig(e), existe N, € Vg(e) tal que NLN[ C Ng;
Se Ng € Vi (e), existe N, € V' tal que N{; C Nél;

Se Ni € Va(e) e g € G, existe Nj, € Vi (e), satisfazendo N, C gNgg™ Y

v e e

Se g € G, entio gVi(e) = {gNg : Ng € Vi(e)} é um sistema de vizinhangas de g.

Reciprocamente, se G é um grupo e Vg(e) € um conjunto nao vazio de subconjuntos de G
satisfazendo (1) — (4), entdo existe uma (unica) topologia em G para a qual a condi¢ao (5)
€ vdlida.

Demonstracdo. PARTE 1:
Primeiramente, considerando G grupo topolégico e Vi (e) sistema fundamental de vizi-
nhancas para e € G. Mostremos que as condicoes (1) — (5) sao satisfeitas:

1. Se N}, N2 € Viz(e), existe uma vizinhanga NJ; € V(e) tal que e € N, C N} N NE;

Demonstragdo. Como N(l;, Né sdo vizinhancas de e, por definicdo, existem abertos U', U?
de G, tais que:
ecU' C N/,

ecU? C N2

Agora, U = U!' N U? é aberto, pois U é intersecdo finita de abertos. Note que e €
U' NU? = U. Assim, pela definicdo de sistema fundamental de vizinhancas de e, existe
uma vizinhanca N{, € Vi (e), tal que N/, C U.

Perceba que U = Ulnu?c Né N Né. Portanto,

ec N, CUCNLNNE.

2. Se N¢ € Vg(e), existe uma vizinhanca N, € V(e) tal que NoN¢ C Ng;



Demonstracao. Como G é grupo topologico, a funcao:
p:GxG— G

(g, h) — gh
é continua. Considere G x G grupo topoldgico com a topologia produto.
Note que
o((e,e)) =e.e=e.

Aplicando a definicdo de continuidade para ¢ em e : dado Ng € Vi (p(e,e)) = Vig(e),
existe uma vizinhanga Ngxg € Vaxa(e) tal que o(Ngxa) € Ng.

Agora, uma vizinhanca de (e,e) € G x G é da forma:
Ngxa = N& x NG € Va(e) x Va(e).

Como N}, NZ € Vg(e), por (1), existe N/, € Vi(e) satisfazendo e € N, € NL N NZ.
Assim:
N{ x N, € NL x N& = Ngxa-

Segue que ¢(N§ x N{) € ¢(Naxa) € Ng. Portanto,

o(NG x NG) = NNy € Ne.

3. Se N¢ € Vi(e), existe uma vizinhanca Nf, € V' tal que N/, C Na_l;

Demonstragao. Considere Ng € Viz(e). Por definigdo de vizinhanga, existe um aberto U
de G, tal que
ec U C Ng.

Como G é grupo topoldgico,
Yv: G — G
gr—g"

é continua. Mais que isso, foi demonstrado em uma observagao acima que 1 é homeo-

morfismo. Agora, como imagem direta de aberto por homeomorfismo é aberto, segue que
Y(U) é aberto de G. Assim,

e=e ! =y(e) € y(U).

Como 9(U) é um aberto contendo e, por defini¢ao de sistema fundamental de vizinhangas,
existe N/, € Vz(e), satisfazendo:

NG C ().
Lembrando que U C Ng, segue que:

N C(U) C(Ng) = NG

O]

4. Se Ng € Vi (e) e g € G, existe uma vizinhanga N/, € Vg (e), satisfazendo N/, C gNgg ™Y



Demonstragao. Seja g € G e considere Ng € Vi (e). Por definicdo de vizinhanca de e,
existe um aberto U de G tal que:
ee€ U C Ng.

Como imagem de aberto por homeomorfismo é aberto e
Vg:G— G

h — ghg™!
¢ homeomorfismo. Segue que v,(U) é aberto de G. Note que:

Ye(e) =geg t =gg7 ! =e.

Como e € U C Ng,

e =,(e) € v(U) € v4(Ng) = gNag ™.

Portanto, v4(U) é um aberto de G que contém e. Por definicao de sistema fundamental
de vizinhancas de e, existe uma vizinhanga N{; € Vg (e), tal que N/, C ~4(U). Lembrando
que 74 (U) € 74(Ng) = gNag ™, tem-se que:

N{ C gNgg™*.

5. Se g € G, entao gVi(e) = {gNg : N € Vig(e)} é um sistema de vizinhangas de g.

Demonstragao. Como G é grupo topoldgico e g € G, a fungao:
gr : G— G
h — gh
é um homeomorfismo. Note que:
gr(e) =ge=g.
Seja U um aberto de G, tal que gr(e) = g € U. Como g7, é homeomorfismo, gZI(U) é
aberto e, como g € U,
9. (9) =9 'g=eec g (V).

Por definicao de sistema fundamental de vizinhancas de e, sendo gzl(U ) um aberto de G
que contém e, existe uma vizinhanca Ng € Vi(e), tal que:

NG C g1 (U).
Portanto,
9(Na) € gr(g; ' (U)),
ou seja,
gN¢g C U.
Disso, segue que {gNg : Ng € Viz(e)} é sistema fundamental de vizinhangas de g. O
PARTE 2:

Agora, considerando G é um grupo e Vi(e) é um conjunto nao vazio de subconjuntos de G
satisfazendo (1) — (4), mostremos que existe uma (tinica) topologia em G para a qual a condigao
(5) é valida.



Demonstragao. Como Vg(e) satisfaz (1), segue que e € Ng, para todo Ng € Vi (e). Defina T
como o conjunto dos subconjuntos U de G, tais que, para todo g € U, existe um subconjunto
N¢g € Vg(e) com gNg C U :

T={UCG|YgeU,INg € Vg(e) : gNg CU}.
Afirmacao 2.1. T € uma topologia em G.

Demonstragcao. Mostremos que T satisfaz as condigoes da defini¢ao topologia:

e )eT:
Demonstragao. Seja U = (). Suponha que U ¢ T, entdo existe um g € U tal que para todo
Ng € Vi(e), gNg ¢ U. Contradicao, pois nao existe g € U = (). Por vacuidade, 0 € T.

e GeT:
Demonstragdo. Seja g € G = U. Note que para todo Ng € Vi(e), tem-se que gNg C G =
U. Logo, G € T.

e Se {Ux}ren ¢ uma familia qualquer de subconjuntos de 7', entao (Jycp Ux € T.

Demonstragao. Seja g € {Uy}aen, entao g € Uy, para algum k € A. Como Uy, é subconjunto
de T, existe um N§ € Vg (e) tal que

gNE C U € | Un
AeA

Portanto, (Jycp Ux € T.

e Se {Ui}ier, com I = {1,...,n}, é uma familia finita de subconjuntos de 7', entao (,; U; €
T.

Demonstragdo. Sejam U',U? € T e g € U' N U?. Por definicdo de T, existem Né,N% €

Ve (e), satisfazendo:
gN& Cc Ut

gNZ C U2

Portanto,
g(NLNNE) cU'nU2

Como Vg (e) satisfaz (1), existe N(; € Vz(e), tal que:
e € N € Nin NE.

Assim,
9 € gNG Cg(NeNNg) U NU?

Conclui-se que U'NU? € T. Aplicando os mesmos argumentos recursivamente, tem-se que

T é uma topologia de G. O

Perceba que se G estd munido da topologia T, a condic¢ao (5) é vélida pela maneira como T’
foi definida, pois: se g € G e g € U, para algum aberto U de G, entdo, existe um Ng € Vi(e)
tal que gNg C U. Disso, conclui-se (5), que {gN¢g : Ng € Vi(e)} é sistema fundamental de
vizinhancas para g.

Agora, suponha a existéncia de uma topologia K de G que satisfaca (1) — (5). Seja g€ G e
considere U € K com g € U. Por (5), existe Ng € Viz(e) tal que gNg C U. Logo, U € T. Assim,
KCT. O



Para que G munido com a topologia T seja grupo topoldgico, é necesséario ainda que ¢ e 1,
como definidas anteriormente, sejam continuas.

Afirmacao 2.2. ¢ é continua.
Demonstragao. Seja (g1,g92) € G X G. Entao:

©((g1,92)) = 192 € G.

Considere o aberto U € T tal que:
g192 € U.

Por definicao de sistema fundamental de vizinhangas de g1g2 € G, existe uma vizinhanca Ng €
Vi (e), satisfazendo:
9192Ng € U.

Por (2), existe N, € Vi(e), tal que NN, C Ng. Portanto,
9192 NG NG € g192Na € UL
Agora,
9192 NGNG = 91(92NG93 ) 92N
Aplicando (4) desta vez, segue que existe N/& € Vz(e), tal que:
N¢ € g2NGgs

Logo,

91NGge NG C g1(92NGggs ) gaNG C U.
Note que:

p(91NG x gaNg) = 1NGg2 NG C U,
sendo que:

gING % g2NG € Vaxa((91, 92))-

Conclui-se que ¢ é continua em (g1, g2) e, consequentemente, em G X G.

Afirmacgao 2.3. ¥ € continua.

Demonstra¢do. Considere g € G. Entdo, ¥(g) = ¢g~! € G. Seja U € T, tal que g~* € U. Por
definigao de sistema fundamental de vizinhancas para g~!, existe Ng € Vg(e) tal que:

g 'Ng CU.
Assim, (g~ Ng) € $(U), ou sefa,

Nglgc U™
Por (3), existe N/, € Vz(e) tal que N/, C N}, Portanto,

NLgC N5 gC U™
Note que:
NGy = 99~ Ny.

Aplicando (4), existe um N/, € Vi (e), satisfazendo:

NG € g7 ' Ny
Logo,
gNG Cglg'NGg) = Ngg U
Assim,
Y(gNG) CH(UT) =U.
Como gN{. € Vi(e), segue que 1 é continua. O

10



Conclui-se que G munido da topologia 1" é um grupo topoldgico. O

2.3 A topologia Krull no grupo de Galois

Uma extensao finita 2 é galoisiana sobre F' se é normal e separdvel, ou seja, se todo
polinémio irredutivel f € F[X] com uma raiz em 2 apresente n(= grau(f)) raizes distintas em
Q. Analogamente:

Definicao 2.15. Uma extensao algébrica ) sobre F € galoisiana se € normal e separdvel.

Observagao 2.6. Claramente, ) € galoisiana sobre F' se, e somente se, ¢ a unido de extensoes
galoisianas finitas.

Proposicao 2.4. Se Q) € extensdo galoisiana sobre F, entao ¢ Galoisiana sobre todo corpo
intermedidrio M.

Demonstragao. Como F' C () é extensao galoisiana, em particular, é normal. Assim, 2 é corpo
de decomposi¢ao de uma familia de polinémios A C F[X| C M[X]. Portanto, a extensao 2 sobre
M é normal.

Agora, para todo a € 2, o polindmio minimal I(a, F') € F[X] é separdavel. Note que em
K[X], o polinémio I(a,K) divide I(a,F'). Portanto, I(a, K) também se decompbe em raizes
distintas em Q[X]. Segue que I(a, K) é separavel. Logo, a extensao 2 sobre M é normal e
separavel, sendo assim, galoisiana. ]

Proposicao 2.5. Seja Q2 uma extensao galoisiana de F' e seja E um subcorpo de Q) que contenha
F. Entao todo F-homomorfismo E — § se estende a um F-isomorfismo 0 — ).

Demonstracao. O

Corolario 2.1. Sejam F C E C Q como na proposi¢ao acima. Se E € estdvel por Autp(€),
entao E € galoisiana sobre F.

Demonstragdo. Seja f(z) um polinémio irredutivel em F[X] que tenha uma raiz a € E. Como
Q é extensao galoisiana sobre F, por hipdtese, f(x) apresenta n(= grau(f)) raizes distintas
{a1,...;ap} em Q.

Considere a; € {ay, ..., a,}. Existe um F-isomorfismo

k: Fla] — Fla;] C Q,
tal que k(a) = a;. Sendo assim, um F-homomorfismo
k: Fla] — Q.
Pela Proposicao 2.5, x pode ser estendido a um F-isomorfismo:
R:Q— Q.
Como & € Autp(Q2), E é estavel por Autp(Q2) e a € E, conclui-se que
k(a) =a; € E.
Note que a; foi uma raiz qualquer de f(z) em 2. Portanto,
{a1,...,a,} C E.

Logo, E é extensao galoisiana sobre F. ]

11



Seja 2 uma extensao galoisiana sobre F' e G = Autp(Q2). Para qualquer subconjunto finito

S de 2, considere:

G(S)={oce€G:0(s) =s, paratodos € S}.
Afirmacgao 2.4. G(S) como definido acima é um grupo.
Demonstragao. De fato, seja s € S :

e Se 01,09 € G(5), entao:
0'10'2(8) = 01(8) =S,

ou seja,

g109 € G(S)

e Note que:

Portanto, 1¢ € G(S).

e Se 0 € G(S), entao:

Assim, 071 € G(S).

Conclui-se que G(S) é grupo.

Definigcao 2.16. Um conjunto S C ) € estdvel por G, ou G-estdvel, se, para todo o € G :

o(S)CS.
Lema 2.2. Se S C Q, entdo existe um subconjunto S estdvel por G, tal que S C S C Q.

Demonstracao. Seja a € S. A érbita de a é dada por:
0, ={o(a) : 0 € G}.

Defina:

S=J b

a€eS

Note que S C S, por construcio. Vejamos que S é estavel por G.
Considerec € G e b € S. Entao:
b = opag,

para algum oy € G e algum a; € S. Assim,

o(b) = o(okag) = (ooy)ay € U, CS.

O]

Proposicao 2.6. Eriste uma unica estrutura de grupo topolégico em G, na qual os conjuntos:

W ={G(S):5CQ,S finito}

formam um sistema fundamental de vizinhancas abertas de 1. Para esta topologia, os conjuntos:

We ={G(S):SCQ, S finito G — estdvel}

formam um sistema fundamental de vizinhancas de 1 constituido por subgrupos normais abertos.
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Demonstracao. Mostremos que:
W ={G(S): S CQ,S finito}
satisfaz as condigoes (1) — (4) da proposigao:

1. Se G(S1),G(S2) € W, entao existe G(S’) € W tal que 1 € G(S’) C G(S1) N G(S2).

Demonstragao. Note que:

G(S1)NG(Sz) =
={oceG:0(s)=s, paratodos € S1}N{oc € G:0(s)=s, paratodos € Sz}
={oe€G:0(s) =s, paratodos € S; U Sz}
= G(S1 U Ss).

Além disso, 1 € G(S1U8§2), pois 1s = s, para todo s € S1USs. Denote S' = 51U Ss. Segue
que, S’ C Q ¢é finito. Portanto, G(S') € W e,

1€ G(S') C G(S1) N G(Sy).

2. Se G(S) € W, existe G(S’) € W, tal que G(S")G(S") C G(S).
Demonstracao. Perceba que:
G(S)G(S) ={ap € G: a(s) =sef(s) = s, paratodos € S}.

Como G(S) é grupo,
o=af € G(S).

Em particular,
G(S)G(S)={af e G:0(s) =af(s) = a(s) = s, paratodos € S} = G(S5).
Denote S” = S. Entao, G(S') € W e,
G(S")G(S") C G(9).

3. Se G(S) € W, existe G(S') € W, tal que G(S") C G(S9)~L.
Demonstracao. Tem-se que:
GS)t={o"':0€G(9)}
={o7'€G:0(s) =s, paratodos € S}

={o7'€G:5=0"Y(s), paratodos € S}.
Como G(S) é grupo, 7 = o~ € G(S). Assim,

G(S)™ ' ={re€G:s=1(s), paratodos € S} = G(S).
Escolha S' = S, segue que G(S') € W e:
G(S") C G(S)™ L.
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4. Se G(S) € W e g € G, entdo existe G(S") € W tal que G(S') C gG(S)g~ .

Demonstragao. Seja S C Q um subconjunto finito, entdao F'(S) é uma extensao finita de
F. Portanto, existem finitos F-homomorfismos: F(S) — .

Sejam 0,7 € G. Se 0|p(s) = T|p(s), entao, como o e 7 fixam F, 0§ = 75. Como o niimero
de F-homomorfismos: F(S) —  é finito, o conjunto:

?zUJS

ceG

é finito. Além disso, da maneira como foi construido, pelo lema anterior, S é estavel por

G.

Afirmacgao 2.5. G(S) € subgrupo normal de G.

Demonstragdo. Seja oro~! € 0G(S)o~! e s € S. Entdo, como S é estével por G, tem-se
que:

Agora, como 7 € G(S), 7 fixa S. Assim,
(o (s)) = o (s).

Portanto,

Logo, oto~ ! € G(S), ou seja,
cG(S) o™t = G(9).

Conclui-se que G(S) é subgrupo normal de G. O

Note que, como S C S, se ¢ € G fixa S, em particular, fixa S. Assim,
G(S) C G(S).

Pela afirmacao acima,
oG(S)o™t = G(S) C G(9).
Disso, segue (4) e a afirmagao sobre Wg.

O

A topologia W em Autp()) = G é chamada topologia de Krull. Denotamos o grupo
topolégico (Autp(Q2), W) por
Galp ()

e chamamos de grupo de Galois da extensao €2 sobre F.

Observagao 2.7. Se S ¢ o conjunto finito de geradores de E sobre F, entdo:
Galp(Q) = G(9),

pois um elemento o € Galp(QY) fira E se, e somente se fiza seus geradores.

Afirmacao 2.6. Note que se S é um subconjunto finito de ) estdvel por G, entao F(S) € uma
extensao finita de F' estdvel por G. Aplicando o Coroldrio 2.1 , seque que F(S) € galoisiana
sobre F. Assim,

{Galg () : E € extensdo galoisiana finita sobre F'}

€ um sistema fundamental de vizinhancgas de 1 que consiste de subgrupos normais abertos.
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Demonstracao. Note que, pela observacao acima,
Galg(Q) = G(S).

Por hipétese, S é estavel por G. Portanto,
{Galg(2) : E é extensao galoisiana finita sobre F'}

satisfaz a condicao de W na proposigao, sendo assim, é um sistema fundamental de vizi-

nhancas de 1 que formado for subgrupos normais abertos.
O

Proposicao 2.7. Seja 2 uma extensdo galoisiana sobre F. Se E é um corpo intermedidrio
finito e Galois sobre F, entao, a funcao:

n: Galp(Q) — Galp(E)

or—0olg

é uma sobrejecao continua (considerando a topologia discreta em Galp(E).

Demonstragao. Vejamos, primeiramente, que 7 é sobrejetora. Para tanto, considere o € Galp(F),
entao, 0 é um F-isomorfismo: £ — FE. Portanto, 0 é um F-homomorfismo: E — (). Pela
Proposicao 2.5, o pode ser estendido a um F-isomorfismo:

g:0—Q,

tal que

glp =o.

Como 7 € Galp(2), tem-se que:
n(@) =7|g = o.

Portanto, n é sobrejetora.
Vimos na observagao acima que, se S é o conjunto finito de geradores de E sobre F, entao,

Galgp(Q) = G(S).

Considere 1(Galp(E)) € Galp(E). Como Galr(FE) estd munido da topologia discreta, tem-se que
{L(Gaip(E)) } € aberto de Galp(E). Mostremos que a imagem inversa de 7 restrita a {1(ga,(2))}
é um aberto de Galp(Q2). De fato,

1 ({L(Gaip(p)}) =

= {0 € Galp(Q) : n(0) = olp = L(Gatr(p) }
={o € Galp(Q) :o|lg =1p € Galp(E)}
{o € Galp() : 0 € Galg()} = Galg(Q) = G(S5).
Basta mostrar que 7 satisfaz o mesmo para um {o|g} € Galp(F) qualquer.

Afirmacao 2.7. Vejamos que a imagem inversa de o|g € o aberto oGalg(Q)), ou seja,
77_1(O'|E) = JGalE(Q).
(D) Considere v = o1 € 0Galg(QY). Seja a € E. Entao, como T € Galg(Q) :

(a) = o7(a) = o(a).
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Logo,
n(y) =9le = oz,
ou seja,
v €~ (olp)-
(C) Seja T € = (o|g). Por definicdo, (1) = 7|p = o|g. Assim,

(0_17')|E = Idg,
isto é, o0~ € Galg(Q). Como,
T =0(c7'7) € 0Galp(Q),
conclui-se que:
n 1 (o|g) = 0Galp(Q).
O

Teorema 2.2. O grupo de Galois G = Galp(QQ) de uma extensao galoisiana 2 sobre F é
compacto e totalmente desconexo.

Demonstragdo. A demonstragao sera dividida em algumas afirmacoes:

Afirmacao 2.8. G ¢ Hausdorff.

Demonstragao. Sejam o, 7 € G, com T # 0. Entéao,

ol #£ 16,

Portanto, o~ '7 move algum elemento de €2, ou seja, existe um a € €2, tal que o(a) # 7(a).

Vejamos que para todo S finito contendo a,
cG(S)NTG(S) # 0.

Para tanto, suponha, por absurdo, que exista p € cG(S) N TG(S). Segue que existem oy, 09 €
G(S), tal que:
p=oc01 € 0G(S);

p=Toy € TG(S).

Assim,
p =001 =T02.

Agora, como a € S e 01,09 € G(S5), tem-se que:
o1(a) = oz(a) = a.

Logo,

ou seja,
o(a) =71(a).
Contradicao. Conclui-se que 0G(S) e 7G(S) sao disjuntos.
Como G é grupo topologico, ja foi demonstrado que o produto por ¢ e 7 ¢ um homeomorfismo

e, como imagem direta de aberto por homeomorfismo é um aberto, segue que 7G(S) e oG(S5)
sao abertos de G.
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Foi demonstrado que para o, 7 elementos arbitrérios de G, existem abertos cG(S), 7G(S)
de G, tais que:

o€ oG(9),
T € 7G(S)
e,
oG(S)NTG(S) = 0.
Logo, G ¢ Hausdorff. O

Afirmagao 2.9. G € compacto.

Demonstragdo. Ja vimos que se S C  é um conjunto finito G-estével, entao, G(S) é um
subgrupo normal de G. Vejamos que G(S) é o niicleo da aplicagdo de G no grupo de permutagoes
de S':

T:G— Sym(S)
o — ols.

Note que como S é estavel, o|g(S) C S, sendo assim, uma permutagao em S. Perceba ainda que
T é homomorfismo:

e Sejam 01,09 € G. Entdo, como o2|g(S) C S, :

Y(o1009) = (01003)|s = 01]g 002|s = T(01) 0 T(02).

Por 1ltimo,
Ker(Y)={o € G:Y(0) =0|s =1Ids € Sym(S)}

={oeG:0(s)=s,Vs €S} =G(9).

Portanto,
G/G(S) = Im(Y)

Segue que o indice de G(S) em G é finito, pois:
[G: G(9)] = |G/G(9)] = [Im(T)| < |Sym(S)| = nl.

Agora, como G/G(S) é finito, segue, pelo Exemplo 2.1, que G/G(S) é compacto. Vejamos que
a seguinte aplicagao € injetora:

I':G— HS finito G-estévelG/G(S)

g +—— ([U]S)S-

Para tanto, considere 01,09 € G tal que
F(O’l) = F(O’Q).
Por definicao de I, segue a igualdade das classes:

([o1ls)s = (lo2]s)s,

para todo S G-estavel. Assim, (71—102 € G(9), para todo S G-estavel. Logo, 0'1_102((1) = a, para
todo a € US finitoG-estavel *
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Como ja foi provado que todo subconjunto finito de €2 esta contido em um subconjunto finito
G-estavel de 2, tem -se que se b € Q,

{b} € U

S finitoG-estavel
Portanto, o7 'a9(b) = b. Consequentemente,
01 g9 — 0-

Segue que
01 = 02,

ou seja, I' é injetora.

Agora, pelo Teorema de Tychonov, como cada G/G(S) é compacto, segue que Ilg finito Goestavel G/G(S)
também o é.

Para cada S; C S, tem-se que G(S2) C G(951) e a existéncia de duas funcoes continuas:

m 1IG/G(S) — G/G(S1),
que é a projecao em G/G(51) e,
fs,8, 0™ t IIG/G(S) —™ G/G(S2) —I5251 G/G(S1),
que é dada pela composi¢ao da projegao em G/G(S2) e a aplicagdo quociente

fsle : G/G(SQ) — G/G(Sl)

1G/G(S)
/O X
G/G(S,) Joan G/G(S1)

Note que ao aplicar fg,s, em dois elementos de uma mesma classe em G/G(S2), estes sdo
levados em uma mesma classe em G/G(S1), pois se [o]s, = [T]s, € G/G(S2), tem-se que
olr € G(S2) C G(S1). Logo, [o]s, = []s, € G/G(S1),

Considere E(S1,S2) o conjunto em que m e fg,5, © T2 coincidem, isto é,

E(S1,52) = {([o]s)s € IIG/G(S) : fs,8, o ma([o]s)s) = mi([o]s)s)}

Vejamos que E(S7, S2) é igual ao seu fecho, sendo assim, fechado de IIG/G(S) com a topologia
produto. Para tanto, seja x € E(S,S2). Denote:

z = ([o]s)s-
Por propriedade de fecho, todo aberto U, 3 = de IIG/G(S) satisfaz:
U, NE(S1,52) # 0.
Em particular, isto vale para o aberto:

Uac = {0’1} X {0’2} X HG/G(S)
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Logo, existe y € U, N E(S1,.52). Denote:
y = ([r]s)s.
Como y € E(S1,S2), tem-se que:

fs:8, 0 m2([7]s)s) = mi([7]s)s)

Agora, como y € U,, segue que:

o1 = T1,
02 = T2
fsosi o ma([r]s)s) = mi([7]s)s) &
fss81([12]s,) = [7]s, &
fsos1([02]s,) = [o]s, &
v € E(S1, 5).

Conclui-se que E(S,52) é fechado. Como a intersecao de fechados é fechado, seque que:

() E(S1,52)

51CS2

é fechado. Agora, por ser um fechado no compacto IIG/G(S), tem-se que (g g, E(S1,S2) é
compacto e igual a imagem de G.** Segue o resultado. O

Por dltimo, como para cada subconjunto finito S G-estdvel, G(S) é um subgrupo que é
aberto e, assim, fechado. Como (G(S) = {1¢}, segue que a componente conexa de G contendo
1¢ é simplesmente {15 }. Analogamente, se 7 € G, tem-se que para cada subconjunto finito S
G-estével, TG(S) é aberto e, portanto, fechado contendo 7. Segue que (7G(S) = {7}. Como
as componentes conexas de G s@o seus conjuntos unitdrios {7}, com 7 € G, tem-se que G é
totalmente desconexo. O

Proposicao 2.8. Seja 2 extensdao galoisiana de F. Entdo:

Demonstragio. E claro que F C Galp(£2). Provemos que se a € Q e a ¢ F, entdo, a ¢ QCr (),
Seja a € Q\ F, pertencente a uma extensao galoisiana finita de E sobre F. Portanto,

F = EGalF(E).
Como a ¢ F, existe 0 € Galp(F), tal que o move a, ou seja,
o(a) # a.
Pela Proposicao 2.7, como 1 é uma sobrejecao, existe um o € Galp(Q) tal que:
0(@) = olp = o.
Lembrando que a € E, tem-se que:
7(a) = 7l(a) = o(a) £
Como existe um & € Galp(f2), que nao fixa a, conclui-se que a ¢ QF4r( ) Agsim,
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2.4 O teorema fundamental da teoria de Galois infinita
Proposicao 2.9. Seja 2 uma extensdao galoisiana sobre F, com grupo de Galois Galp(2) = G.

o Seja M um subcorpo de ) contendo F, entdo () € galoisiana sobre M, o grupo de Galois

Galp(Q) € fechado em G e QEm(Q) = pf,
o Se H é um subgrupo de G, entdo o fecho de H, denotado por H, é Galgu ().
Demonstragao. Mostremos os dois itens:

e Seja M um subcorpo de §2 contendo F), entao €2 é galoisiana sobre M, o grupo de Galois
Galp(Q) é fechado em G e QG#M(D) = pf.

Demonstragdo. Pela Proposigcao 2.4, 2 é extensao galoisiana sobre M. Se S C M é um
subconjunto finito, entdo G(S) é um subgrupo aberto de G, sendo assim, fechado, pelo
Lema 2.1. Vejamos que:

Galy () = () G(9).
SCM

(©) Considere o € Galpy(€2) e S C Q um subconjunto finito. Entao, ¢ fixa todos os
elementos de S, ou seja, 0 € G(S). Como S C M foi um subconjunto finito arbitrério,
segue que:

oge (] G).

SCM

(D) Seja 0 € NscmG(S) e a € M. Note que {a} é subconjunto finito de M. Assim,
o € G({a}). Consequentemente,
o(a) = a.

Conclui-se que
(oS GalM(Q)

Como a interse¢io de fechados e um fechado, segue que Galy(2) = [\gcpr G(S) € um
fechado de G. Agora, como €2 é galoisiana sobre M, pela Proposicao 2.8:

QGalm (@) _ af

e Se H ¢é um subgrupo de G, entdao Galgu () é fecho de H, denotado por H.
Demonstragao. Como H é subgrupo de G = Galp(2). Em particular, H fixa F. Assim,
Fcaof

Pelo item anterior, € é extensdo galoisiana sobre Q7 e Galgr () é fechado.
Afirmacao 2.10. H = Galgnu ()

Demonstracio. (C) Note que H fixa QF por definicio. Assim, H C Galgu (). Como o
fecho de um conjunto é a intersecao de todos os fechado que o contém e Galgu () é fechado,
segue que H C Galgn ().

(D) Seja o € G\ H. Mostremos que o ¢ Galgu(£2). Para tanto, basta notar que o move
algum elemento de Q.

Como o ¢ H, existe um aberto U de G tal que:

UNH=0.
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Sendo
{oGalg(Q) : E extensao finita galoisiana sobre F'}

um sistema fundamental de vizinhancas de o, existe uma extensao finita galoisiana E de F' tal
que:
oGalg(2) CU.

Logo, og(Q) N H = 0.
Pela Proposigao 2.7, existe 1 sobrejecao continua:

n: Galp(Q)) — Galp(E)
or—olp
Além disso, jé foi demonstrado que a imagem inversa de o|g = 0Galg(2), ou seja,
n Y (o|g) = 0Galp(Q).
Consequentemente, og(2) N H = () implica ! (o|g) N H = (. Logo,

ole ¢ n(H).

Portanto, o move algum elemento de E7().

Por sua vez, E"H) C QH pois, se a € E") CQeoe H:

o(a) = olp(a) =n(o)(a) = a,

ou seja, a € QH.
Disso, segue que ¢ move algum elemento de Q| assim, o ¢ Galgu ), como desejado.
O

Finalmente, o teorema fundamental:

Teorema 2.3. Seja Q uma extensao galoisiana sobre F, com grupo de Galois Galp(Q)) = G.
FEntdo,as aplicacdes:
¢: H—s
Y M — Galpy ()

sdo bijecdes inversas entre os conjuntos de subgrupos fechados de G e o conjunto de corpos
intermedidrios entre Q) e F:

{subconjuntos fechados de G} <+ {corpos intermedidrios FF C M C Q}.
Além disso,
1. a correspondéncia € reversa por inclusao, isto €,

Hi D Hy <— QHl - QHQ;

2. um subgrupo fechado H de G é aberto se, e somente se, Y ¢é extensio finita sobre F, no

caso, (G : H) = [Q1 . F);

3. Hd uma correspondéncia entre:
ocHo ' < oM.

Assim, Q7H7" = 5(QH) e Galyns(Q) = 0Galp (V)L
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4. um subgrupo fechado H de G € normal se, e somente se, Q7 é Galois sobre F, no caso,
Galp(Q) = G/H.

Demonstragcao. Mostremos, primeiramente, que ¢ e ¥ sao aplicagdes inversas:

e Seja H subgrupo fechado de G. Pela Proposicao 2.9, Q é Galois sobre Q7 e Galgn () =
H. Como H é fechado,
H = H = Galgu ().

Assim,
Y(6(H)) = p(Q") = Galy () = H.
e Seja M corpo intermedidrio FF C M C Q. Pela proposicao anterior, Galps(€2) é fechado em
Ge

Logo,
P(W(M)) = (Galp(Q)) = A Galp (Q)) = M.

Portanto, ¢ e 1) sao bijegoes inversas. Provemos agora os itens (1) — (4).
1. a correspondéncia é reversa por inclusao, isto é,

H,{ > H2 e QHl - QHZ;

Demonstragao. (=) Se H1 2 Ha, entéao, se um elemento de 2 é fixo por Hy, em particular,
é fixo por Hs. Portanto,
o C o2,

(<=) Como Q1 C QM2 se ¢ € G fixa QM2 tem-se que o fixa Q1 ou seja,
Galgm, () € Galgm, ().
Pela proposicao anterior e, como H; e Hy sao fechados, segue que, para i = {1,2} :
Galgn, () = H; = H;.

Logo,
Hy, C Hy.

O]

2. um subgrupo fechado H de G é aberto se, e somente se, O é extensao finita sobre F, no
caso, (G : H) = [QF . F);

Demonstragao. Seja H subgrupo fechado de G. Primeiramente, vejamos que:
A:G/H — Homp(QH Q)

[o] — o|qu
é uma bijecao.

Afirmacgao 2.11. A ¢ injetora.
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Demonstracao. Sejam 01,09 € GG, tal que:

A([o1]) = A([oz])-

Entao,
O'l’QH = O'2|QH.

Assim, 02_101 fixa Q7 ou seja, 02_101 € Galgu(2). Como Galgu (2) = H, tem-se que
05101 € H. Portanto,
[01] = [o2].

Afirmacgao 2.12. A € sobrejetora.

Demonstragdo. Seja 7 € Homp(Q7,Q). Pela Proposicao 2.5, existe um F-isomorfismo
7 :Q — Q tal que:
F‘QH =T.

Considere [7] € G/H, entao:
A([r]) =Tlgun = T.

Logo, 7 € Im(A), consequentemente, A é sobrejetora. O

Agora, como A é bijecao,
|G/H| = [Homp(2",Q)|.

Conclui-se que:
(G:H)=|G/H| = |Homp(Q%,Q)|.

Note que nos resultados acima, assumimos que H é subgrupo fechado de G. Agora, supondo
que, além disso:

(=) Hipétese: H seja subgrupo aberto de G.

Demonstragao. Como G é compacto, pelo Lema 2.1, sendo H aberto, o indice de H em
G é finito, (G : H) = n.

(<=) Hipétese: QO é extensdo finita sobre F, [Q7 : F] = n.

Demonstragdo. Como Q7 é extensdo finita sobre F, tem-se que:
|Galp(QT)| < [QF : F] =n.
Agora,
(G : H) = |Galp(Q7)] < n.

Por um lema anterior, sendo H fechado e de indice finito, segue que H é aberto de G.
O

. Ha uma correspondeéncia entre:
ocHo ' < oM.

Assim, Q7Ho ™ = () e Galyp (Q) = 0Galp (Q)o;

Demonstracao. Como ja mostramos que ¥ e ¢ sao bijegbes inversas, basta notarmos que
se H <+ M, entao:

p(cHo ™) =oM
Y(oM) =ocMo L.
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e ¢(cHo ') =0oM

Afirmagao 2.13. X
O‘(QH) — QUHU’ .

Demonstracdo. Seja a € Q| entdo para todo T € H,
Ta = a.
Isso ocorre se, e somente se, para todo 7 € H,
oro Y (oa) = oTa = oa,
0 que equivale a dizer que para todo T € H,:
1

oca € Q7.

Conclui-se que: .
O'(QH) — QO’HU_ )

Logo, X
oM =o(p(H)) = o(Q) = Q°H = p(cHo™1).

o Y(ocM)=cMo!.
Afirmacao 2.14. Galy () = 0Galp (Q)o L.
Demonstragdo. Seja T € Galypr(S2), entdo, para todo a € M :
T(oa) = oa.
Isto equivale a dizer que, para todo a € M :
o troa = a.

Isto ocorre se, e somente se,
o0 € Galy (),

ou seja,
7 € oGalpy (o L.

Agora, lembre que, como H é fechado, H = Galp;(€2). Assim:

Y(oeM) = Galyp(Q) = 0Galpy (Q)o ' = cHo L.
O

. um subgrupo fechado H de G é normal se, e somente se, Q7 é Galois sobre F, no caso,
Galp(Q) = G/H. Demonstragdo. Considere H <+ M, ou seja,

o(H) =" =M

(M) = Galy (Q) = H.
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Afirmacgao 2.15. H ¢ normal em G se, e somente se M € estdvel por G.

Demonstragcao. Temos que se H é normal,
cHo ' CH < (oM)C H

= o(Y(cM)) C ¢(H)
<~ oM C M,

ou seja, M é G-estavel. O

Afirmacgao 2.16. H ¢ normal em G se, e somente se M ¢é estdvel por G.
Demonstracao. Temos que se H é normal,
cHo™ ' CH «—(ocM)C H

= o(Y(aM)) C ¢(H)
<— oM C M,

ou seja, M é G-estavel. O

Agora, M é G-estavel se, e somente se, for uniao de extensoes finitas G-estaveis, ou seja,

M = U E.

FCE ext. finita G-estavel

Pelo Corolario 2.1, cada E é Galois sobre F. Assim, M é unido de extensdes finitas
galoisianas se, e somente se, M = Q¥ for uma extensao galoisiana.

3 Consideracoes Finais

A realizacao deste trabalho possibilitou o estudo de varios conceitos que relacionaram a
disciplina de Introducéao & Teoria de Galois e Topologia. A principal referéncia bibliografica foi
o capitulo 7 do livro "MILNE, J.S.Fields and Galois Theory.”

A maioria dos temas propostos foram devidamente explicados no relato. Entretanto, algumas
partes ainda precisam de uma andlise mais detalhada como o argumento (**) do Teorema 2.2
que afirma que ” (g, g, F(S51, 52) é igual a imagem de G” e a parte (2) do Teorema fundamental
da teoria de Galois infinita. A Proposigao 2.5 nao foi demonstrada, mas sua prova pode ser
encontrada na pagina 92 da bibliografia ja citada.
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