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1 Introducao

Os nuimeros p-adicos foram inicialmente introduzidos pelo matemaético alemao Kurt Hensel por volta de
1897-1904, e se tornaram uma importante ferramenta para a Teoria dos Numeros. Foram usados inclusive
na famosa prova do Ultimo Teorema de Fermat(Boston 2003).

Os corpos p-adicos sao usados em alguns campos de fisica, como a teoria das cordas, e em outras
areas, como teoria de probabilidade e criptografia. (Rozikov 2013, Dragovich 2009).

Hensel queria usar corpos p-adicos, entre outras coisas, para provar se alguns nimeros eram trans-
cendentes. E chegou a anunciar uma prova de que e é transcendente, mas com erros. Somente em 1987,
Jean-Paul Bézivin e Philippe Robba obtiveram uma prova do Teorema Lindemann-Weierstrass usando
corpos p-adicos, mas admitiram que era completamente diferente da prova proposta por Hensel.

Este trabalho resume alguns dos principais resultados sobre corpos p-adicos encontrados nas re-
feréncias bibliograficas, listadas no final.

1.1 Motivacao

Esta secao mostra apenas divagagoes, a fim de motivar, sem nenhum rigor matemaético.
Considere a série

149490+ 900 + 9000 + ...

Essa série nao converge em R, mas podemos decompoé-la em uma sequéncia de somas parciais:

So= 1 =1
Si1= 149 =10
Se= 1+94+90 = 100

S3= 1+94+90+900 = 1000

Sp= ... = 10F

Desta forma, verificamos que o k-ésimo elemento da sequéncia, Sk, possui k digitos zeros a direita.
Fazendo k — oo, teremos infinitos digitos zeros a direita, portanto, podemos dizer que a série converge
para zero? Se sim, existem implicagoes. Neste caso:

1+94+90+900+...=0



= 94+90+900+...=—1.

Até o final deste trabalho, o leitor estara familiarizado com estas divagacoes.

1.2 Introducao informal aos nimeros p-adicos

Nesta secao daremos uma ideia do que é um numero p-adicos, ainda sem um formalismo necessario.
Um ntmero natural m € N pode ser decomposto na soma,

m=ag-10° +a; - 10" + ay - 10* + ... + a,10", onde ay € {0,1,2,3,...,9}.

n
Ou seja, m = E aj - 10¥. A representacio decimal de m é
k=0
m = anap—-1...0a3020100.

Definimos w como um numero p-adicos, onde p é um nimero primo, se
0 1 2
w=ag-p +a1-p +ay-p°+..., ondeay € {0,1,2,3,...,p}.

o0

Ou seja, w = E ap - p*. A representacio p-adica de w é
k=0

w = ...0asaza1agp.

Ou seja, um numero p-adico pode ser entendido como um nimero com infinitos digitos a esquerda.

Portanto, N estd contido nos nimeros p-adicos, se considerarmos a representacao de um nimero N
na base p e onde a,, = 0 quando n é maior que um certo ng € N. A importancia de estar na base p em
vez da usual base decimal sera observada mais adiante.

A soma e multiplicagao de dois numeros p-adicos podem ser definidas utilizando os mesmos algoritmos
de soma e multiplicagdo dos ntimeros naturais. Por exemplo, supondo que estamos no conjunto 5-adico,
podemos fazer:

1
... 01 2 4 2
+ ... 3 2 3 0 2
3 4 0 4 4
Um exemplo de multiplicacao no conjunto 5-adico:
1 2 1 2
X 1 3 0 2
2 4 2 4
0 0 O
4 1
+ 2
4 0 2 4

Agora considere a soma abaixo, ainda no conjunto 5-adico:

1
1
+ 4

OO = =
I N =
Ol = W =

1
4
0 0

Ou seja, (...41231) é o inverso aditivo de (...04214). Logo, existem inversos aditivos no conjunto
5-adico. Outro exemplo:

1 1 1

2 2 2 3
X 0 0 0 2

0 0 0 1



Logo, (...2223) é o inverso multiplicativo de 2, o que significa que existem ndmeros fracionédrios no
conjunto 5-adico.

E facil ver que (...4444) = —1, pois somando 1, todos digitos ficarao zerados.

Considere z° = —1, ou seja, = v/—1.

X
N
=N DN

1
1
4

=N N

Mais adiante teremos um teorema que garante que v/ —1 também é um ntmero p-adico.

2 Valores Absolutos

Antes de construir os corpos p-adicos, precisaremos do conceito de valores absolutos, e algumas im-
plicacoes.

Definigao (Valor Absoluto). Seja F' um corpo. A fungao |- || : F — Ry é chamada de um walor absoluto
de F' se tiver as seguintes propriedades, Vx,y € F":

1. Jz]| =0 <= =0
2. =yl = ll=lllyll
3.l +yll < =l + llyll

Proposicao (Propriedades Extras dos Valores Absolutos). Seja || - || : F — Ry um valor absoluto do
corpo F'. Entao, Vx € F, x # 0 vale que:

1.1 =1
2. | =zl = [l
3. Jla7 = ll=lI 7

Demonstracdo. Seja x € F', x # 0.

L]
Lo = f1r- 1 = [ =11l = T
2 1=1=[-1-=1=[-1l-1 = VI-1P=v1I = || -1 =1
Assim, || —z|| = || = 1-zf| = || = Ul[}«]| = 1 - ||z[| = ||z
3. 1=[1] = lla- 27 | = lllllz™" ] = a7 = [l 7

Agora veremos alguns exemplos de valores absolutos.

Proposicao (Valor Absoluto Trivial). A fungao || - || : Q = Ry definida como
1 sex#0
||x|:{ 0 se:ci(),

€ um valor absoluto de Q e € chamado valor absoluto trivial.
Demonstracdo. Sejam x,y € Q.
I [z =0 = 2=0poisz#0 = |z =1.

2. Sex =0ouy =0 entdo [[zyl| = 0= |||y
Sex #0ey#0entdo |lzy|| =1 = |z|yll



3. Note que [l + y[| <1 por definicao.
Se x # 0 ouy # 0 entao [z +y|| <1< max{|lz], [y} < [lz[l + lly]-
Se x =0 =y entdo ||z +y[| = [|0| = 0 = [[0]| + [[0]].
Portanto [l + y|| < [|z|| + [ly|l

Proposicao (Valor Absoluto Real). A func¢do || - |loo : @ = R4 definida como

[2]loo =

z sex >0
—x sex <0,

€ um valor absoluto de Q e é chamado serd chamado valor absoluto real. O simbolo oo € apenas notagdo,
para identificar o valor absoluto real e distingui-lo de outros valores absolutos.

Demonstracdo. Sejam x,y € Q.
L. [[z]| =0 = 2 =0 pois z e —x sao diferentes de zero se x # 0.
2. Sex >0ey >0 entdo |2y|loo = 2y = ||Z]|ool|y]l
Sex <0ey<0entdo [[zylloc = 2y = (=2)(=y) = [|2]lco |yl
Se x <0 <y entdo [|lzylloc = —zy = (=2)y = [|2[loc|Ylloo
O caso y < 0 < x é andlogo. Portanto ||zylcc = ||2||oc||¥]]co-
3.Sex>0ey>0entdo [z +yllwo =2 +y = [2]cc + [yl
Sex <0ey<0entdo ||z +ylloo = —(z+y) = (—=2) + (=y) = |2l + [¥lloo
Sex <0<yexty<0entdo ||z +yllo=—(2+y) = -2 —y =[]0 = [[Ylloc <llzlloc + [[¥ll
Sex<O0<yex+y=0entdo [z +ylloo =2+y=—[2]oc + [[Yllc <Ill2]loc+ [[¥lloa
Os casos y < 0 < z s@o andlogos. Portanto ||z + ylleo < [|2]loo + [|¥]loo-

O

Proposicao (Valor Absoluto p-ddico). Seja || - ||, : @ = Ry, onde p é um ndmero primo. Note que
a
qualquer numero x € Q nao nulo pode ser escrito da forma p"g, onde a,n € Z,b € Nyb # 0,p fab. A

fungéo || - ||p, definida como

p " sex:png#O
]l = b
0 sex=0,
€ um valor absoluto de Q, e € chamado valor absoluto p-adico.
Demonstracdo. Sejam x,y € Q.
L ||lz][,=0 = z=0poisp™" >0
2. Sex =0ouy =0 entdo [[zyll, =0 e [[z|,llyll, = 0, logo, vale a propriedade.
Se z # 0 e y # 0, podemos escrever x = p"% ey = pmg onde p [ abcd.

—n, . —m

ac
p"*’”*H =p " =p " " = lzlpllyllp-

Entdo, [|oy]l, = |

3. Caso x =0 ouy=0entao |z +yl, = llzl, + lyllp-
Caso z+y = 0 entdo ||z +yl|, = ||0]|, =0 < ||lz||, + ||yll, pois || - ||, é sempre maior ou igual a zero.
Como tltimo caso, assuma x # 0, y # 0 e x + y # 0. Assim, podemos escrever x = p”% ey = pms
onde p [ abed.

Suponha n < m. Note que, assim, ||z||, > ||y|/,. Além disso,



pilad +p™ o) | _ p "=zl
= - p-

bd )
Analogamente, m <n = |y, > [zl[p e [ +ylp, < [|yllp-

o+ yllp = |

nd mEH —
Pyl ‘

Logo, [z + yllp < max{||z(lp, [yll,} < zllp + [yl
O

Os valores absolutos dao nogao de distancia. Veremos isso mais precisamente com o conceito de
métrica.

Definicao (Métrica). Seja F' um conjunto. A fungdo d : F' x F' — R, é dita ser uma métrica de F se
tiver as seguintes propriedades, Vx,y,z € F":

1. d(z,y) =0 <= =y

2. d(z,y) =d(y,x)

3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Além disso, (F,d) é dito ser um espagco métrico.

Proposicao (Métrica Induzida por Valor Absoluto). Seja F' um corpo e || - || um valor absoluto de F.
Entao a fungao d : F x F — Ry definida por d(z,y) = ||z — y|| € uma métrica de F.

Demonstracdo. Seja x,y,z € F.
L dz,y) =0 <= |lz—y|=0 <= z2—-y=0 <= z=y
2. d(z,y) =z -yl =l = w—2) = lly — =] = dy,z)
3.d(z,z) =z =zl = o —y+y— 2| <z —yl + lly — 2l = d(z,y) + d(y, 2)
O

Definigao (Métrica Arquimediana). Seja (F, d) um espago métrico. Se d tiver a propriedade, Vz,y,z € F,
d(z,y) < max{d(z,y),d(y, z)}, entdo d é dita nao-arquimediana. Caso contrério, d é dita arquimediana.

Proposicao (Valor Absoluto Arquimediano). Seja F um corpo e || - || um valor absoluto de F. Se || - ||
tiver a propriedade, Vr,y € F, ||z + y|| < max{||z|, |y|l}, entdo a métrica induzida d(z,y) = ||x —y|| €
nao-arquimediana e o valor absoluto ¢ dito ser nao-arquimediano. Caso contrdrio, a métrica induzida é
arquimediana e o valor absoluto é dito ser arquimediano.

Demonstragdo. Suponha Va,y € F, ||z + y|| < max{||z||,||y||}. Neste caso, seja z,y, 2z € F. Entéo:

d(z,z) = ||z = zl| = o —y +y — 2| < max{[lz —y|, [ly — z[|I} = max{d(z,y),d(y, 2)},

onde se conclui que d é ndo-arquimediana. Agora suponha Jxg,yo € F tais que ||zg + yol >
max{||zol|, |yol|}- Assim, vale que

d(xo,y0) = l|ro — (=yo)ll = l|zo + yoll > l|zoll + l[yoll = d(z0,0) + d(yo,0) = d(xo,0) + d(0, yo).

Logo, d é arquimediana.

Ezemplo. O valor absoluto trivial é nao-arquimediano, como demonstrado.
Ezemplo. O valor absoluto real é arquimediano pois ||1 + 1| = 2 € max{||1|], ||1||} = 1.
Ezemplo. O valor absoluto p-adico é nao-arquimediano, como demonstrado.

Um espaco métrica nao-arquimediana nao é muito intuitivo. Por exemplo, veremos agora a demons-
tracao do principio do triangulo iséceles, que implica que em um espago métrico nao-arquimediano todo
triangulo possui pelo menos dois lados iguais.



Proposicao (Principio do Tridngulo Iséceles). Seja F' um corpo e || - || um valor absoluto de F ndao-
arquimediano. Seja x,y € F. Entio ou ||z|| = |ly|| ou ||z —y|| = ||yl ou ||z —y|| = ||=].

Demonstra¢do. Suponha ||z| < ||yl

Como [l —y|| < max{||z]], || - yll} = max{|[z[l, [lyl[} = [l=—yll <yl

Por outro lado, temos que

1yl = llz = (= = y)|| <max{]jz]],|| - (z = )|} = max{llz], |z - yll} = |yl <[z -yl

Logo, [|yl| = [l= = y]-

O resultado é andlogo se ||y|| < ||z]|, que implicard ||z|| = ||z — y||.

O dltimo caso, ||z|| = ||y, ja satisfaz a proposicao.

O

Corolario (Principio do Tridngulo Iséceles). Seja F um corpo e || - || um valor absoluto de F ndao-

arquimediano. Seja x,y € F tal que ||z|| # |yl|. Entao ||z — y|| = max{||z, ||y }-
Ou seja, os dois lados iguais sGdo maiores ou iguais ao terceiro lado.

Uma curiosidade sobre os valores absolutos nao-arquimedianos é que todo elemento de uma bola
aberta é centro da bola, como veremos com mais detalhes agora.

Definicao (Bola Aberta). Seja F' um corpo e || + || um valor absoluto de F. Seja zp € F er € R, r > 0.
O conjunto B(zg,r) = {x € F: ||x — x¢|| < r} é dito uma bola aberta de centro zy e raio r.

Proposicao (Centro da bola em valores absolutos ndo-arquimedianos). Seja F' um corpo e ||+ || um valor
absoluto de F nao-arquimediano. Considere a bola B(xg,r) onde g € F er € R, r > 0. Entao, qualquer
yo € B(xo,r) € centro de B(xg,r). Ou seja, B(xo,r) = B(yo,r).

Demonstragao. Seja x € B(xg,r). Logo, ||z — zo|| < r. Sabemos que yo € B(zg, ). Logo,
12 = yoll = llz = x0 + x0 — yoll < max{||z —zol|, [lzo —yoll} <7
Portanto, B(zg, ) C B(yo,r). Analogamente concluiremos que B(yo, ) C B(xo, ).

3 Corpos p-adicos

Nesta secao, os corpos p-adicos serao definidos e construidos formalmente.
Precisaremos analisar convergéncia de sequéncias para gerar o corpo dos p-adicos. Assim, vamos rever
as sequéncias de Cauchy com valores absolutos.

Definicao (Sequéncia de Cauchy). Seja F' um corpo com um valor absoluto || - ||. Seja (an)nen uma
sequéncia de F. A sequéncia (a,) é dita sequéncia de Cauchy se, dado € > 0,3ny € N tal que Vi,j € N
onde i > j > ng entdo ||a; — a;|| < e.

Note que as sequéncias de Cauchy sao definidas em espagos métricos. Mas como o valor absoluto
induz uma métrica, podemos defini-la em termos de valores absolutos.

Proposicao (Equivaléncia de Sequéncia de Cauchy). Sejam (an)nen € (bn)nen sequéncias de Cauchy
com o valor absoluto || -||. Entao a relagao (a,) ~ (by) definida por lim ||a, —by,|| = 0 forma uma classe
n—oo

de equivaléncia.
Demonstragao. Seja (an)neN, (bn)nen € (¢n)nen sequéncias de Cauchy.
L lim [la, — asf) = lm 0] =0 = (a,) ~ (a,)
2. (ap) ~ (by) < lim |la, —b,|| =0 <= lim || — (b, —a,)|]| =0 < (b,) ~ (an)
n—oo n—oo
3. Seja (an) ~ (bn) & (bn) ~ (cn)-
Entao, por hipétese, lim |lay, —by]| =0e€ lim [|b, —c,|| = 0.
n—o00 n—o0
Desta forma, para qualquer € > 0, Ing, mg € N tal que Vn > ng e Vm > mg valem que:

€

€
Han - bn” < 5 € ||b’m _C’fﬂH < 2



Assim, Vn > max{ng, mo} vale que

€ €
llan = cnll = llan = bn + by — el < [lan = bull + [[bn — cnll < 9 + 5%
o que implica que lim |la, —cp|| =0 = (an) ~ (cn).
n—oo

O

Defini¢ao (Corpo Completo). Um corpo F é dito completo se toda sequéncia de Cauchy de F', usando
valor absoluto || - ||, converge.

Se quisermos completar um corpo A, que nao é completo, precisaremos de um novo corpo, B, que
seja completo, tal que de certa forma A C B, e os valores absolutos dos elementos de A se mantenham
iguais aplicados ao valor absoluto de B. Além disso, queremos o menor corpo completo que contenha A.

Por isso, definiremos o que é um completamento de um corpo.

Defini¢ao (Completamento de um Corpo com Valor Absoluto). O conjunto F ¢ dito completamento de
um corpo F' pelo valor absoluto || - || se as seguintes condigbes forem satisfeitas:

1. Fé completo

2. Existe uma isometria f : ' — F, ou seja, o valor absoluto estendido para F, denotado || - | 7, ¢ tal
que || f(z)||# = ||z]|, para todo z € F

3. Para todo z € F existe (an)nen sequéncia de Cauchy de F tal que x = lim a,
n—oo

A isometria f é necessaria para inserir os elementos de F' em F'. Agora analisaremos alguns corpos
completos.

Proposic¢ao (Corpo Q). O corpo dos nimeros racionais Q é completo quando o valor absoluto trivial é
usado.

Demonstragao. Seja (ap)nen uma sequéncia de Cauchy de Q.

Entao, para 3ng € N tal que se i > j > ng entao ||a; — a;|| < 1/2.

Mas no valor absoluto trivial, ||z|| #1 <= z =0. Assim, a; —a; =0 = a; = q;.

Portanto, a sequéncia (a,) é constante a partir de um determinado indice, logo, converge para algum
elemento de Q, o que faz com que Q seja completo. O

Proposicao (Corpo R). O completamento dos nimeros racionais Q usando o valor absoluto real € o
conjunto dos R. Este resultado nao serd demonstrado.

Proposicao (Corpo Qp). O completamento dos nimeros racionais Q usando o valor absoluto p-ddico,
para algum p primo, forma um corpo, denominado corpo p-ddico, e denotado Q,.

Demonstracao. Seja Q, o conjunto das classes de equivaléncias das sequéncias de Cauchy de Q usando o
valor absoluto p-adico.

Seja |||l : Qp = R uma extensao do valor absoluto p-adico, para poder ser aplicado em valores de Q,
em vez de Q. Seja a € Q, a classe de equivaléncia da sequéncia (a,)nen, onde a,, € Q. Entéo definiremos
lall, = 7,11_{20 lan|lp, onde ||a,|/, tem a definigdo de valor absoluto p-adico dos Q. Tal limite existe pois:

1. Caso a = 0.
Entdo lim a, =0 <= lim |a, — 0|, =0 <= lim |la,|, =0
n—oo n— oo n— 00
2. Caso a # 0.

Sabemos que ¢ 20 = lim a, # 0. Assim, seja € > 0 tal que exista a subsequéncia (b, )nen de
—00

n
(an) onde ||b,|l, > €,¥n € N. Caso ndo exista tal e entdo todas subsequéncias de (a,) convergem
para 0, o que implica que lim a, = 0. Portanto, tal € existe.

n— oo

Como (an)nen € de Cauchy, Ing € N tal que Vi > j > ng vale que ||a; — a;||, <e.

Como (b,) é subsequéncia, Iny > ng tal que by, = an,. Logo, ||an, | > €.



Em particular, vale que Vi > ny, |la; — an, ||, < €.
Sendo o valor absoluto p-adico nao-arquimediano, o principio do triangulo isoceles se aplica.

Pelo principio, se [lall, # llan, [, = llai = an, [, = max{||aillp, [lan, [} = llan, [l, > € con-
tradicdo. Logo, ||ai|lp = ||an, |lp, Vi > ng. Portanto, nlgr()lo lanll, = llan, |-

Note que o fato das sequéncias (||a,||p)nen serem constante a partir de um determinado indice, como
visto na demonstracao, faz com que o valor absoluto de a € Q,, seja igual ao valor absoluto de um z € Q,
logo, o conjunto imagem da funcdo valor absoluto estendido para Q, nao mudou.

Agora, definiremos a soma e a multiplicacdo de dois elementos distintos de Q.

Sejam (an)nen € (al,)nen dois representantes da classe de equivaléncia a € Q,. Analogamente, sejam
(bn)nen € (b),)nen representantes de b € Q.

Definiremos a 4+ b = (ay, + bn)nen-

Considere [[(an + bn) — (ay, + b)) [lp = [l(an — az,) + (bn = b,)llp < llan — apllp + b — by, [lp-

Assim, 1 [[(an+by) — (ay + )]l < T [lan —a, - [ —b 11, = 0 pois (a,) ~ (a) e (b) ~ (8)).

Concluimos entao que (a,, + b,) ~ (a,, +b.,).

O inverso aditivo é andlogo a demonstragao acima.

Definiremos ab = (a,by,)nen-

Considere [[anbn — ayby|lp = llanbn — anby, + anby, — anbillp = llan(bn — b)) + by, (an — a7l

< max{]|an (bn — b3,)llp, (167, (an — a;z)Hp}'

Assim, nh_?;o lanbn — apbi, |, < nlggo max{||anlp - 1bn = U llps 105115 - llan — ap |}

Sabemos que lim ||ay,||, existe e ¢ finito, e que lim ||b, — b}, |, = 0 porque (by,) ~ (b},).
n— o0 n—0o0

Analogamente, lim ||b),||, existe e é finito, e lim |a, — al,||, = 0 porque (a,) ~ (al,).
n—oo n— o0

Portanto, lim ||anb, —a,bl,|l, = 0, logo, (anby) ~ (a,bl,).
n—oo

Para o inverso multiplicativo, considere 1/a = (1/ay)nen, a # 0. Para estar bem definido, é necessério
pegar representantes sem valores nulos na sequéncia. E sempre possivel obter tal representante. Por
exemplo, pode-se remover todos primeiros elementos nulos da sequéncia. Depois, basta substituir cada
elemento nulo restante pelo elemento nao nulo anterior a ele da sequéncia. Assim a sequéncia continuara
de Cauchy, pois se era de Cauchy até o ultimo elemento nao nulo, continuard sendo com o valor repetido.
Sendo assim, considere:

1 1 a, —a 1 1
an "l = e |, =l el 2
n n p n“n p n p n P
Como lim |1/ay| e lim ||1/a],|| sdo finitos e lim |la,, — a,| = 0 pois (a,) ~ (al,),
n—o0o n—o00 n—o0o
1 1 1 1
lim | —— —| = lim [a, —anl, ||| ||—]| =0
n—oo || 4y, anll, n—x ol llan i,

Podemos concluir entao que (1/a,) ~ (1/al,).

Da forma como foi definido, é direto mostrar que a multiplicacdo e soma de Q, possuem elemen-
tos neutros, inversos, e sao comutativas e associativas, além de respeitarem a distributividade, apenas
referenciando Q, que possui estas propriedades. Portanto, Q, é um corpo.

Para Q, ser completamento de Q precisa satisfazer:

1. Qp ser completo: falta mostrar.

2. Existe uma isometria f : Q — Q, tal que | f(z)|l, = ||zllp, Vo € Q: pode-se afirmar que sim.
Primeiramente, o valor absoluto foi estendido para Q,. Além disso, tomando a isometria f(z) =
[x] onde [z] é a classe de equivaléncia das sequéncias constantes (z),en, temos que as distancias
I f(z)|l, = ||lz||, pois toda sequéncia constante converge para o elemento constante, que faz parte
de

3. Para todo z € Q,, deve existir (a,)nen sequéncia de Cauchy de Q tal que z = lim a,,: é valido pois
n—oo

o conjunto Q, foi definido assim.



Assim, basta mostrar que Q, é completo.
Seja (Ak)ren uma sequéncia de Cauchy de Q,. Temos que motrar que klim A é um representante
— 00

de um elemento de Q.

Sabemos que o elemento Ay, para um k fixo, é a classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy em Q.
Vamos denotar um representante dessa classe de equivaléncia por (ax,n)nen. Essa sequéncia é de Cauchy
em Q, entdo existe um n(k) € N tal que se i > j > n(k) entdo |ag; — ax ||, < p~*. Estamos fixando um
p~ ¥ para facilitar as contas. Considere a sequéncia (@g,n(k))ken- Vamos mostrar que essa sequéncia é o
representante do limite procurado.

Note que para um k qualquer, vale que [[Ar — apn)llp, < p ¥, pois llak,: — apnllpy < p~* para
qualquer i > k, como visto acima. Assim, [[Ax — agnm)llpy = lliglo llak,: — @ nyllp < p k.

. . < I —k
Portanto, klin;o | Ak — ap (i) llp < klir{:op

= 0. Assim, a sequéncia (@ n(k))ren ¢ um representante
para o limite de Ay.

Agora basta mostrar que (a (k) )ren ¢ de Cauchy para garantir que ela estd em Q,.

Considere ||a; n)y = @jn)llp = @i n@) — Ai + Ai = Aj + Aj — a; n)llp-

Assim, [|a;,n(i) = @jn(p)llp < max{{laine) — Aillp:[[Ai = Ajllp:llA; — ajnillp}-

Fixe um € > 0.

J& sabemos que [|a; ;) — Aillp < p~ %, pois acabamos de demonstrar. Em particular, existe um ng tal
que se i > g, [|a; ) — Aillp <€

Além disso, existe um n; tal que se i > j > ng entdo |A; — A,||, <€, pois (Ag) é de Cauchy.

Por fim, existe um ny tal que se j > ny entao ||A; — a; (|l < €, que é andlogo ao primeiro caso.

Logo, concluimos que se i > j > max{ng, n1, na} entao

Hai,n(i) - aj,n(j)”p < maX{Hai,n(i) - Ai”vaAi - Aij,HAj - aj,n(j)”p} < max{e,ee} = e

Logo, a sequéncia ¢ um representante de uma classe de equivaléncia de Q,, portanto, Q, ¢ completo!
O

4 OQutros completamentos de Q

Antes de analisarmos os corpos p-ddicos, vamos investigar se existem outros completamentos dos Q
utilizando outros valores absolutos.

Definigao (Equivaléncia de Valores Absolutos). Dois valores absolutos || ||, € ||+ ||» sdo ditos equivalentes
quando uma sequéncia é de Cauchy em || - ||, se e somente se é de Cauchy em || « [[5.

Vamos mostrar agora que basta analisar o valor absoluto em N C Q para encontrar todos valores
absolutos possiveis de Q.

Proposicao (Igualdade de valores absolutos Q). Sejam || - ||l e || - ||o valores absolutos de Q. Se Vn € N
vale que ||n||q = ||n||p entdo Vr € Q vale que ||n|lq = [|n||s-

Demonstragao. J& sabemos que ||0]|, = ||0||p = 0. Assim, seja % € Q tal que a,b € N.

Entao, usando as propriedades dos valores absolutos, verificamos que

a a 1 a a
b - b - N b 71: b _1: b :HiH :HiiH D
H Al Hb ) lallallblle™ = llallslloll, = = llall ‘b =Bl ol

O teorema abaixo ird mostrar que existem somente trés valores absolutos nao equivalentes entre si
nos Q.

1
b

= [lal
a

Teorema (Ostrowski). Todo valor absoluto em Q € equivalente ao valor absoluto trivial, ou ao valor
absoluto p-ddico ou ao valor absoluto real.

Demonstragao. Seja || - || um valor absoluto de Q. Pela proposi¢ao anterior, basta analisar os possiveis
valores absolutos em N.
Caso 1: suponha que ¥n € N, se n # 0 entao ||n|| = 1. Assim, || - || é o valor absoluto trivial.

Caso 2: suponha In € N tal que ||n]| > 1. Assim, o conjunto A ={n € N: ||n| > 1} # 0.
Como A C N entdao 3m = min A.
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Como ||m|| > 1, o € R, o > 0, tal que ||m|| = m®.
Seja n € N um nimero natural qualquer. Ele pode ser escrito como:

n=ag+ aim+ asm? + ... + aymF onde a; € {0,1,2,...,m—1},0<j <k

Assim, pelas propriedades de valor absoluto,
Inll < llaoll + lavml| + [lazm?®|| + azm?|| + ... + [laxm"|

= |laol| + lay|lm® + [laz||m>® + ||las|m®* + ... + ||ax|m"™®

Note que 0 < a; < m, Vj € {0,1,...,k}. Como m é o menor nimero natural cujo valor absoluto é
maior que 1, temos que |la;|| < 1. Assim, podemos continuar a desigualdade como

2] < 1+m® +m2> ... +mhe

=mP 1+ m ™+ m 24 m )
o0
< mka Z m—ja
§=0

[e @]
<n” 5 m=7e,
=0

pois mF <n = mF* < n® A série acima é a série geométrica, que converge para um nimero real
L. Assim, ||n|| < Ln®. Note que isso vale para um n € N qualquer, e L e « sao independentes da escolha
de n. Considere

[V < Lo = |n||Y < Lo = || < LYNn®

= |In|| < lim LYNpo = po,
N—o0

Por outro lado, m*** > n > mF. Assim,
o) = fin 4 o =] < ] + =
Note que [|m**1|| = [[m|*+! = m*+De,

Além disso, [|[m*T —n|| < (mFT —n)® = —||m* —n| > —(m* —n)>
Assim,

”n” > ||mk+1|| _ ||mk+1 _ ”H _ m(k+1)a o ||mk+1 _ TL” > m(k+1)a _ (mk+1 _ n)a

Como n > m” entdao (mF! —n) < (M —mb) —= —(m 1 —n) > — (M —m").
Aplicando isso na desigualdade anterior, temos

I R ) e e (A L

— b _ (e (g _ = _ (k4 1)a [1 _ (1 _ 1) }

m
1 (e}
>n” [1—(1—) ]:nO‘L’,
m

para algum L’ € R que depende somente de m e o, portanto, independente de n.
Assim,

”n”N = HTLNH > nN"‘L’ £ HnH > naLll/N
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— ||| > lim n*LYN =npo,
N—00

Portanto, ||n| = n®.

Assim, ||z|| = |z|* para qualquer = € Q.

Agora iremos mostrar que o valor absoluto encontrado, onde ||z|| = |z|%, é equivalente ao valor
absoluto real, onde ||p||loo = ||

Seja (an)nen uma sequéncia de Cauchy usando o valor absoluto ||z|| = |z]%, com a > 0. Assim, dado

e>0,3dng e Ntalque i > j >ny = |la; —qj|| < € = |a; —qj|* <€ = Ja; —qj| < e =
lai — ajlloc <€

Por outro lado, seja (by)nen uma sequéncia de Cauchy usando o valor absoluto real ||z|loo. Assim,
dado € > 0,3mg € N tal que i > j > mg = ||b; — bjlleo < €% = |b; — b;| < e/ = |b; —b;|* <
e/ — ||b; — bj]| < e

Portanto, se uma sequéncia é de Cauchy usando o valor absoluto ||z = |z|* se e somente se é uma
sequéncia de Cauchy usando o valor absoluto real ||z|o, 0 que significa que estes valores absolutos séo
equivalentes.

Conclusao: se In € N tal que ||n|| > 1 entéo o || - || é equivalente ao valor absoluto real || + || -

Caso 3: suponha ||n|| <1, ¥n € N, n > 0, e que o valor absoluto nao é o trivial.

Assim, o conjunto B={ne€N:n>0e|n|| <1} #0. E como B C N entdo Ip = min B.

Sabemos que p > 1 pois ||1|] = 1. Suponha que p néo é primo. Assim, Ja,b € N, 1 < a < b tais que
p = ab. Assim, ||p|| = ||ab|| = ||al|||b]]. Mas p é o menor niimero natural ndo nulo cujo valor absoluto é
menor que 1, e todos niimeros naturais tem o valor absoluto menor ou igual a 1. Assim, ||a||||b|| =1-1 =1,
o que é uma contradicdo, pois ||p|| < 1. Assim, p é primo.

Além disso, seja ¢ primo, ¢ # p. Suponha ||¢|| < 1. Entdo, IN € N tal que ||¢"V| = ||¢|V < 1/4. Da
mesma forma, M € N tal que [[p" || = |[p|™ < 1/4. Como mdc(p™,¢") = 1 entdo existem a,b € Z tais
que apM + bgV = 1. Assim,

1= 1] = llap™ +bg™ || < llap™ || + 16g™ [l = llall o™ [ + 18lla™ |

Como, por hipétese, |lal| = || —al < 1e ||b]] = | — b|| <1, temos que
M N M N L 1 1
L< lallllp™ I+ Tollllg™ I < lp™ [ + lg™ [ < 7 + 7 = 5>
4 4 2
contradi¢ao. Logo, |lg|| = 1 j& que neste caso o valor absoluto de todos niimeros naturais sdo menores

ou iguais a 1.
Assim, dado n € N tal que n > 0. Entao ele pode ser decomposto unicamente em n = pgop?l .. .pfS,
onde p; sao nimeros primos distintos e 3; € N. Assim,

Inll = llpg° NP5 - - e -

Como apenas o valor absoluto de p é diferente de 1, podemos reescrever n = p°r onde p [ r, e assim
temos que

Inll = [lp"rll = e il = 171 - 1 = |Ip]l®

Como ||p|| < 1, suponha ||p|| = p~%, para algum o« > 0 € R.

Agora iremos mostrar que o valor absoluto encontrado, onde ||p|| = p~%, é equivalente ao valor
absoluto p-adico, onde |[p[|, =p~*

Seja (an)nen uma sequéncia de Cauchy usando o valor absoluto ||z| = Hpﬁ%H = |Ip||® = p~*, para
a>0.

Assim, dado € > 0,3ng € N tal que i > j > ny = |[ja; — a;|| < €.

Seja a; —a; = pﬁog tal que p f cd.

Assim, |ja; — aj]| < €* = p P < = p < e = |la; — aj], < ¢, pois a > 0.

Por outro lado, seja (b,)nen uma sequéncia de Cauchy usando o valor absoluto p-adico ||z||,. Assim,
dado € > 0,3mg € N tal que i > j >mg = ||b; — bjl, < /.

/

Seja b; — bj = pﬁlg tal que p f 'd'.
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1/«

Assim, ||b; — b < /e — pPce = p P < = |la; — ajl| <e

Portanto, se uma sequéncia é de Cauchy usando o valor absoluto ||z|| = Hpﬁ%‘ = |Ip||® se e somente

se é uma sequéncia de Cauchy usando o valor absoluto p-ddico ||z||,, o que significa que estes valores
absolutos sao equivalentes.
Conclusao: se ||n]] <1¥n € Ne || - || ndo é o valor absoluto trivial entdo || - || é equivalente ao valor
absoluto p-adico || - ||,.
O

5 Elementos dos Corpos p-Adicos

Uma vez construido o corpo p-adico, é conveniente saber representar seus elementos. Demonstraremos
agora que o corpo p-adico possui uma representagao na base p unicamente determinada. Isso o difere dos
R, onde, por exemplo, 0,9999... = 1.

Mas antes, mostraremos o resultado onde qualquer niimero racional pode ser aproximado por um
inteiro nos corpos p-adicos.

Lema (Representacao p-ddica de um elemento de Q). Seja x € Q tal que ||z||, < 1. Entdo, para qualquer
k €N existe um m € N, m < p¥ tal que |m — x|, <p~*.

a
Demonstracao. Seja x = png tal que p Jab e ||z]|, =< 1. Entdo existem r,s € Z e k € N tais que

rb+ sp® =1, assim, 7b — 1 = —sp* = |rb—1||, = ||sp"|l,- Seja m = rp™a + tp*, para um t € Z de
forma que 0 < m < p*. Assim,

"a "q
[m — x|, = ||rp"a+ tp* — pT < maX{ rp"a — pb ,Iltp’“llp}
p P
n 1 k k
= max { [[p"all, r—3 Ntp* Nl o = max {{lz[lpllro — 1], [ltp" (|, }
p

< max {[|rb — |y, [ltp*[lp } < max {[lsp" ||, [ltp"[l,} < p~*.

Portanto, o inteiro existe. 0

Proposigao (Representacio p-adica Unica). Seja a € Q, tal que ||al|, < 1. Entdo a tem exatamente um
representante (a,)nen que satisfaz as condigoes, Vk € Nk > 0:

1. 0<ay <p”
2. ax = ax+1 (mod pk)

Demonstragdo. Seja (b,) um representante de uma classe de equivaléncia de um elemento de Q,. Seja
(¢n) uma subsequéncia de (b,,) onde para todo i > j > n, |lc; — ¢j||, < p~". Isso é possivel pois (b,) é
uma sequéncia de Cauchy.
Assim, criaremos a sequéncia (a,,) formada pelos inteiros 0 < a,, < p™ de tal forma que ||a, — ¢, ||, <
p~". Isso é possivel pelo lema anterior, pois ||c, ||, < 1. Logo, (an) tem a primeira propriedade necesséria.
Como lim |la, — ¢pllp = lim p™" = 0 entdo (an) ~ (cn) ~ (bn).
n—oo n—oo

Por fim, se a, = ax1 (mod p¥) <= ap —apr1 = rp* <= |lax — apsall, <p~".

Consideremos entao |lax — ag+1llp = ||ax — ¢k + ¢k — Cht1 + cht1 — art1llp

< max{|lay — cx[l, [lex — et llensr — apsa ||} < max{p™,p~*, p~" = p7*.

Existe tal representagao. Suponha que existe (a),)nen tal que (a,) ~ (a,) e com as propriedades da
representacao proposta, mas que existe um ng € N tal que a,, # a;m.

Logo, an, # a,,, (mod p"°). Mas para todo n > ng, an = @y, (mod p™°) e a;, = a;,, (mod p"°).

Portanto, ¥Yn > ng, a, # a,, (mod p™°), logo, p"° (a, — a,), portanto, ||a, — a, |, > p~"°.

Assim, (a,) ~ (a,,), o que é uma contradigao. Portanto, (a,) é tnico.
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Caso a € Q, seja tal que ||a|, > 1 = p™, podemos criar um b = p™a. Assim, ||b]| = 1, e pode ser
representado unicamente. Logo, a pode ser representado unicamente por p~ "b.
Ou seja, suponha

b= bop? + bip" + bap® + bsp® + ...

Assim,

a="bop™ ™ +bip” "+ bopT "2+ A b1 A+ b + b1’ F bpg2p® + -

Neste caso, supondo m = 3, a representagao p-adica ficaria:

a = ( .. b5b4b3,b2b1b0).

Ou seja, os elementos dos corpos p-ddicos podem ser representados como um nimero com finitos
digitos a direita da virgula mas infinitos digitos & esquerda da virgula.

As séries nos corpos p-ddicos sdo mais bem comportadas que as séries dos R. E possivel determinar
a convergéncia da série verificando apenas se os termos da série convergem para zero.

Proposicao (Convergéncia de séries). Seja (An)nen uma sequéncia de Q,.
Entao a série Z A, converge < lim A, =0.
eN n—oo
n

Demonstra¢do. Suponha que lim A, = 0.
n—oo

Assim, para € > 0 existe ng € N tal que se n > ng, ||A,||, < €.

n
Seja a sequéncia de somas parciais (S, )nen, definida por S, = Z Ag. Para i > j > ng, vale que
k=0

15i = Sjllp = || D_ Ax|| < max{Ajsallp, [145s2llp, - [ Aillp} <e.

k=j+1
Jj+ »

Assim, (S,,) é sequéncia de Cauchy em um espaco completo, portanto, convergente.
Agora suponha que ZA” converge. Suponha que lim A, # 0, podendo inclusive nao existir.
n—oo

neN
Entéo existe € > 0 e uma subsequéncia (B,,) de (A4,) onde | B, ||, > € ¥n € N. Se tal € ndo existir, entao
lim A, =0.
n— oo

Considere a sequéncia das somas parciais (S,). Como é convergente por hipdtese, também vale que é
de Cauchy. Assim, existe ng € N tal que se j > ng entédo ||.S; — S;_1]|p, < e.

Note que Iny > ng tal que A,,, = B,,, pois (B,,) é subsequéncia de (4,,).

Assim, sabemos que ||Sp, — Sn,—1]lp <€ = [|4An, |l < € 0 que é uma contradico, pois || Ay, ||, > €.
Pontanto, nh_)ngo A, =0. O

oo
Corolario. Seja Z anp”, sendo 0 < a, <p eng € Z. Entdo a série converge e pertence a Q.

n=mno

6 Polindmios p-adicos

O Lema de Hensel é um resultado importante dos corpos p-adicos, e é usado em demonstracoes de outros

teoremas. Pelo lema afirma que, para determinados polinémios, é possivel encontrar facilmente uma raiz,

construindo-a digito a digito. A raiz é encontrada de forma semelhante a encontrar uma raiz real usando

o método de Newton, porém com a vantagem do método ser mais bem comportado nos niimeros p-adicos.
Mas antes de chegar nele, veremos um pequeno resultado.

Proposicao. V2 € irracional.
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Demonstracdo. Seja o polinémio 2> = 2. Tentaremos encontrar € Qs tal que 2> = 2. Podemos verificar

o valor absoluto dos dois lados da equagio, obtendo ||z%[|z = [|2]lz = 22 = 27!, para algum k € Z.
Logo, 2k = —1, o que é uma contradicio. Portanto, 2> = 2 nao tem solucio em Q. Como Q C Q,
concluimos que v/2 Z Q. O

Definicao (Inteiro p-ddico). Seja a € Q, tal que |jal|, < 1. Entéo a é denominado inteiro p-ddico.

A condicgo ||al|, < 1 faz com que a representacao p-ddica de a ndo tenha nenhum coeficiente em bases
negativas de p, ou seja, a representacao dele nao tem digitos a direita da virgula. Isso se assemelha aos
inteiros dos reais.

Definigao (Congruénciaem Q,). Sejaa,b € Q,. Arelacioa =b (mod p*), k € Z existe se ||a—b|, < p~F,

a—
ou equivalentemente, —— € um inteiro p-adico.
p
Se considerarmos a,b € Z, essa relacao é idéntica a relagdo de congruéncia de Z.
Teorema (Lema de Hensel). Seja f(x) = o+ 12+ co2® 4. .. + c,x™ um polinémio com os coeficientes
inteiros p-ddicos.
Seja f'(x) a derivada formal de f(z), isto é, f'(z) = c1 + 2com + ... + nc,z™ L.
Seja ag inteiro p-ddico tal que f(ag) =0 (mod p) e f'(ap) Z 0 (mod p).
Entao existe um dnico a € Qp, |lall, <1, tal que f(a) =0 e a = ap (mod p).

Demonstragao. Primeiro, criaremos uma sequécia (a,, )nen €m que ag € o elemento que satisfaz a hipdtese.
Todos os demais elementos da sequéncia devem satisfazer as condigoes:

1. f(ay,) =0 (mod p™*1)
2. ap = ap—1 (mod p™)
3. 0<a, <p"t

Precisamos provar que essa sequéncia existe. Provaremos por inducao. Paran = 1, seja 0 < by < p
tal que bg = ap (mod p). Logo, by é unicamente determinado.

Para a; satisfazer as duas ultimas condigoes, é necessario que seja da forma a; = by + byp, onde
0 < by < p. Considere ag = bo + ps, com s inteiro p—édico. Entao

flag) = f(bo +ps) = ch by + ps)* chb’“—FZpr

em que r(k) sdo os termos restantes. Assun, Como r(k) é multiplicacdo e soma de inteiro p-ddicos.
Logo

f(ao) Z Ckbo +p Z f(bo) +p Z f(bo) (mod p)

Assim, f(an) = f(bo) = 0 (mod p).
De forma semelhante, con51dere

F'(ao) = f'(bo + ps) = Z key (bo + ps)* Z keybf™ r(k) = f'(bo) +pz ),
k=1 k=0

em que (k) sdo os termos restantes. Conclulmos que f'(ag) = f'(bp) =0 (mod p).

Agora, analisaremos de forma semelhante a condicao f (al) =0 (mod p?).

flax) = f(bo + bip) = Z ck(bo + bip)* = Z crbs + Z nekby”bip + Z cxp®r(k),
k=0 k=0 k=0 k=0

Logo,

= (Z ClJ”S) + <Z nckb§1> bip+ Y crp’r(k) = f(bo) + f'(bo)brp +p* Y exr(k)
k=0 k=0

k=0 k=0

Concluimos entao que

f(ar) = f(bo) + f'(bo)brp  (mod p?)
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Como ja sabemos que f(bg) = 0 (mod p), podemos dizer que f(by) = ap (mod p?), com algum
0< a<p.
Assim, para satisafazer f(a;) =0 (mod p?) entdo precisamos que

fbo) + f'(bo)bip = ap+ f'(bo)brp =0 (mod p?)
Note que

(a4 f'(bo)b))p=0 (mod p*) = a+ f'(bg)by =0 (mod p)

Sabemos que f'(bg) = f'(ag) Z 0 (mod p). Portanto, como estamos em um médulo p primo (que
forma um corpo em Z/pZ), entdo 0 < by < p pode ser unicamente determinado, para qualquer valor de
a, que ja foi também unicamente determinado.

Vamos mostrar agora que f(a1) = f’(ao).

n

n n
fllar) = f'(bo + bip) = > ker(bo +bip)* ™' =D ke ' +p > r(k) = f'(bo) +pY_r(k)
k=1 k=0 k=0

— f/(a1) = f'(bo) = f'(ao) (mod p).

Iremos usar este resultado na indugao.

Agora, voltando & indugao, considere que (ak)z;ll satisfazem as condigoes. a,, terda n digitos na base
p pela terceira condig@ao, mas pela segunda condigao, os n — 1 primeiros digitos ja estao determinados.
Assim, podemos escrever a,, = a,_1 + b,p", bastando encontrar b, que satisfaga a primeira condigao
para determinar a,.

De modo anélogo ao caso a1, expandindo f(a,) como f(a,—1 + b,p"), podemos concluir que:

flan) = flan—1) + f'(@n-1)byp™  (mod p™*).

Como f(an—1) =0 (mod p") pela hipdtese de indugao, entdo f(a,—1) = Sp" (mod p
0 < B < p unicamente determinado.
Assim, para satisfazer f(a,) =0 (mod p

"1 para algum

"+1) temos que

f(an) = f(an71> + fl(anfl)bnpn = (B + f/(anfl)bn)pn =0 (mOd pn+1)7

= B+ f'(an_1)bp, =0 (mod p).

Podemos mostrar que f’(ax) = f'(ar_1) para qualquer 1 < k < n, de forma semelhante a mostrada

para k = 1. Assim, f'(an—1) = f'(an—2)... = f'(ap) Z 0 (mod p). Assim, 0 < b, < p pode ser
unicamente determinado, o que completa a prova da indugdo, mostrando a existéncia e unicidade de (a,,)
e (by).

Seja entdo a = by + byp + bap® + .. .. Logo, f(a) = f(a,) =0 (mod p™*'), logo, f(a) = 0.
O

7 Exemplos de como encontrar raizes p-adicas
Nesta secao apenas veremos alguns exemplos para ficar mais habituado com os teoremas demonstrados

anteriormente.

Ezemplo (m2 —6 em Q). Tentaremos agora encontrar a raiz de 22 —6 em Q5. Na base p, 6 é representado
por 115 pois é 1 -5 +1-5°.
Queremos resolver entao

by by by @
X ... by by b @
1

0 0 1
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Assim, temos que EA (mod 5). Um candidato é 1. Existe outro candidato, 4, pois

4-4 =16 =1 (mod 5). Estas duas escolhas existem porque as duas raizes do polinémio (\/6 e —\/6)
estdao em Qs, e cada escolha leva a uma raiz.
Vamos escolher by = 1. Assim,

o by by (D
X b3 b2 @

0 0 1 1

Precisamos que —|—: 2b; EA (mod 5). Como 3-2 = 6 = 115 na base 5, e como

115 =1 (mod 5) entdo by = 3. Como o resultado é maior que 5, passa 1 para o préximo digito, como no
algoritmo de multiplicagao usual.

0
o by (b ©)
X ... bs @ @

0 0 1 1

Agora precisamos que —|——|——|—@: 2by + 10 EA (mod 5). Com by = 0 essa

equacgao ja é satisfeita, assim, o resultado serd 10, que é 205 na base 5, entao 2 passa para frente.

2
EGORONEINO
x . () O & ©

0 0 1 1

Para calcular este dltimo digito, precisamos que b3-1+3-0+3-0+b3-14+2=2b5+2=0 (mod 5).
Com b3 = 4 essa equagao resulta em 10 = 0 (mod 5), assim, o resultado serd 10, que é 205 na base 5,
entao 2 passa para frente.

Vamos parar por aqui mesmo. Sabemos o nimero p-adico, na base 5, (... 4031)12) = 115 = 6. Logo,

V6 € Qs.

Ezemplo (2* —a em Qs). Nem todas rafzes pertencem a um corpo p-adico. Considere encontrar as raizes
de z? — 3 na base Q5. Repetindo o procedimento, o primeiro digito deve satisfazer byby = 3. Porém:

0-
0-
2.
3-
4.

0=0,
1=1,
2 =4,

3=9=4 (mod 5),
4=16=1 (mod 5).

Assim, nao é possivel encontrar nem o primeiro digito, e pelo teorema demonstrado, qualquer ntimero
p-adico possui representagao tnica. Por isso, concluimos que y/a nio existe em Qs se a = 3 (mod 5) ou
se a =2 (mod 5). Portanto, ndo existird raiz de 2,3,7,8,12,13,17,18, .. ..

Ezemplo (z3 —6 em Q5). Para um polinoémio simples como z? — a, calcular manualmente é relativamente
facil, mas para polinémios um pouco mais complexo, como > — a, se torna muito trabalhoso. Assim, é
preferivel utilizar o Lema de Hensel.

Agora encontraremos a raiz em Qs do polinémio abaixo utilizando o Lema de Hensel:

flx)=2>—6
f'(x) = 32°
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Precisamos encontrar os valores da sequéncia (a,). Vamos considerar o nimero ay com um sé digito,
ou seja, ag = by, onde 0 < by < 5, para facilitar as contas. Assim, precisamos primeiro encontrar ag tal
que f(ag) =0 mod 5 e f'(ap) 0 mod 5. A condigao falha para by € {0,2,3,4} mas é satisfeita para
by = 1. Portanto, ja sabemos pelo lema que existe uma raiz unicamente determinada em Qs.

Agora para o préximo nimero da sequécia, temos que a; = by -5+by = by -5+ 1. Assim, a; j4 satisfaz
as duas ultimas condicoes da demonstragao e basta que by seja tal que

fla)) = (b +1)> —=6=0 (mod 5%).

Temos:

by=0 = 1> -6 =—-5%0 (mod 25),

by=1 = 6°—6=210%0 (mod 25),

by =2 = 11 -6 =1325=0 (mod 25),
assim, by = 2. Logo, a; = 215 na base 5.
Agora, as = by - 52 +2 -5 + 1 precisa satisfazer

flaz) = (5%by +2-5+1)% =6 = (25by +11)> =6 =0 (mod 5%).

Temos:
by =0 = 11° — 6 =1.325 # 0 (mod 125),
by =1 = 36 — 6 =46.650 Z 0 (mod 125),
by =2 = 61° — 6 =226.975 % 0 (mod 125),
by =3 = 86% — 6 = 636.050 # 0 (mod 125),

by =4 = 111° — 6 = 1.367.625 = 125 - 10.941 = 0 (mod 125),

logo, by = 4.

Iremos parar por aqui, sabendo que (...421)% = 115 = 6.
Ezemplo (polindmios mais complexos). Considere encontrar uma raiz do polinémio abaixo em Qs, onde
os coeficientes sao numeros p-adicos:

f(z) = 2® + 227 4 (... 133101123)2 + 2

f(x) = 32% + 42 + (... 133101123)

Pelo método descrito, precisamos encontrar um 0 < ag < 5 tal que f(ag) =0 (mod 5) e f'(ag) Z 0
(mod 5).

Falha com ag € {0,1,2,3} mas f(4) = 0 (mod 5) e f'(4) # 0 (mod 5), portanto, o polinémio tem
garantidamente uma raiz em Qs, e todos os digitos podem ser construidos seguindo o algoritmo.

Ezemplo (z* +1 em Qs). Considere o polinémio

fla)=a"+1

J@) =2
Ou seja, vamos verificar se vV —1 € Qs.
Note que para ag = 2 temos que f(2) =2+ 1=5=0 (mod 5) e que f'(2) =4 # 0 (mod 5).
Para ag = 3 temos que f(3) =32 +1=10=0 (mod 5) e que f'(3) =6 Z 0 (mod 5).
Logo, pelo Lema de Hensel, duas raizes distintas de 2% + 1 pertencem a Qs, ou seja, +v/—1 € Qs.
Ezemplo (z* — 2 em Q7). Vimos anteriormente que V2 & Q5. Tentaremos agora encontrar uma solucio
em Q7.

flw) =a* —2

f(z) =2z

Precisamos entao encontrar um 0 < qp < 7 tal que
f(ag) =0 (mod 7) e
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f'(ao) # 0 (mod 7).

Veja que para agp = 3 temos que:

flag) = f(3)=32-2=7=0 (mod 7) e

f(ag)=f'(3)=2-3=6%#0 (mod 7).

Além disso, para ag = 4 vale que:

flag) = f(4) =4*>-2=14=0 (mod 7) e

f(ag) =f'(4)=2-4=8#0 (mod 7).

Entao o Lema de Hensel garante existir duas raizes distintas para o polinémio, logo, +v2 € Q.

8 Outros Resultados

Nesta secao serao citados alguns resultados que nao serao demonstrados, apenas para dar uma ideia
melhor sobre corpos p-adicos.

1. Para cada extensdo finita de corpos dos p-ddicos existe um unico valor absoluto possivel de ser
estendido . Além disso, o corpo estendido é completo com relacao a esta novo valor absoluto.

2. Existe o fechamento algébrico de Q,, é para isso é necessario fazer extensoes de corpos infinitas de
Qp, e o seu fechamento nao é completo em relagdo a métrica estendida.

3. O completamento do fecho algébrico de Q,, denotado C,,, ou ainda por 2, é fechado algebricamente.
Ou seja, C, possui a mesma propriedade de C, de ser completo e fechado algebricamente.

4. O Teorema Hasse-Minkowski diz que qualquer forma quadratica com coeficientes racioanais tem
raiz racional se e somente se tem raiz nos reais e em todos corpos Q,. O 11° Problema de Hilbert,
que consiste em classificar formas quadraticas em corpos de niimeros algébricos, foi resolvido gracas
ao Teorema Hasse-Minkowski.
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