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Assim, h, = | {/a — 1| < a/n e isso serd menor do que qualquer ¢ > 0 fixado de

antemao, desde que n > a/e.
No caso 0 < a < 1, temos que 1/a > 1, donde 1/{/a — 1. Entao, pelo item

d) do Teorema 4.8, concluimos que Ya — 1.

4.10. Exemplo. {n — 1. Ainda aqui temos que Yn = 1+ hy,, onde
h,, novamente ¢ um numero positivo conveniente. Mas agora reter o segundo
termos do binémio de Newton nao basta para nossos propositos, pois, com ele

apenas,
n=(1+hn)" = 1+ nhy > nhy,, donde h, <1,

e essa desigualdade nao ajuda para provar que h, tende a zero. Devemos reter
o terceiro termo, assim:

-1 -1
n=(1+hn)"=1+nhn+—fﬂl2~—)hi+...+h2>i(nT—)h?l,

donde h? < 2/(n—1). Agora sim, dado € > 0, 2/(n — 1) serda menor do que €%,
desde que n seja maior do que 2 /e? + 1 = N. Conseqiientemente,

n>N=|¥n-1=h, <g,
provando o resultado desejado.

Exercicios

1. Escreva os cinco primeiros termos de cada uma das seguintes seqiiéncias:

n ; n
n=—"711% n — 2(— ﬂ; n="—"5 T3 d n = ¥
a) a = b) a, =3+2(-1) c) a =57 ) a ]

2. Em cada um dos casos seguintes, sao dados os primeiros termos de uma seqiiéncia.
Supondo que persista a tendéncia observada em cada caso, escreva a forma geral

de cada uma das seqiiéncias.
a) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5,...; ;b) 1, —1/2, 1/3, =1/4...;

o) 1, 1/4, 1/9, 1/16,...; d) 1, —=1/2, 1/6, —1/24, 1/120, ...

3. Use a Defini¢ao 4.1 para provar que

n 2n? 3ny/n
D) hmn2+7 i 8 b nyn+5 2

a) lim

n?+1

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

Descuk
que o s

. (Unicid

limite.

. Prove «

seqiiend

. Sejam |

nimero
se bn =3

. Prove ¢

limitad:

. Prove q

Faca o
Supond
Supond

Prove o
que o lir
General

Prove g
Mostre
que lim.

Sejam (¢
Mostre |
limites 1
particul:

(Critér
(an)s (b|
para o n

Prove q

A negag;
negacao




N © 2 9p souLd) wo oededau
PSSO TADINSO OUIOD SRy * /T ®Ied 9810AU00 OBU YDy, 9 'Y owdluyo(] Bp ordESIU Y

T /) onb aaoid

o7 ered 0819AU0D WRUIRY (“q) onb axysuowa(] 7 SIWI[ OWSIW O ered
oputfioauod (%) o (“n) Mo > Mg > D onb ste) seuanbes so1y (“2) @ (“q) {(Up)
wefog  (eperesiojur epuUINbas ep BWOIOAY, 1O 0JUOIJUOD 9P OLIPILID)

[(- “q ‘q) = (“q) erougnbas wod ‘oysop Temorpred
osE) WM 9 JOLRJUE OPIIOXd O anb aatesqQ] Mg > “p weles onb owsowr sajrul]

Sop apep[enst © 1011000 opod mbe woqurey onb ojduroxa-e13u0d op oour 1od 213S0
“uquny > Yoy anb aaold Mg > Mo Wwod ‘soqueBIoau0d sepuanbes (Uq) o (“v) urelog

"q < "D 0SED OU BIO[RUY apepotrdoid aajsuowop 9 spuUNUY "q > up iy onb
‘[e108 W ‘apepIsA @ OvU ‘q > up elos onb oursouwr ‘onb O[dWXI-RIIUOD WIOD SISO
g S Yo opjue ‘g > Mp WOd ‘9yuaSIoAu0d eHULNbeS vUM 9 (“p) as onb ano1g

‘50107%] SOLBA op osed o ered ojnpoid op apepatidord e wpquIL) SZI[LIUIT)
“S0YIUIT] SOP BUIOS © 9 SOJUITIAU0D serouenbes op Ienbrenb ewos wuun op 2L O anb
opuraold ‘ewos ep apepotdoid © ozi[eIoUdD) g BUIDIOI], OP (q @ (& suagr s0 9A01]

‘N 03300 um op anjaed v () < up anb onoid ‘(g < 77 « v aub opuodng
0 — “p/ oub aroxd ‘g «— " o u opoy ved o < v onb opuodng
‘1>D>(opuo ‘,p="0 eouonbos © ered owsout 0 vHR]

‘010z @ opud) N — Y + up =" eouanbos © oub 9401 ]

‘0107 exed 0810100 (1QUD) ORIUD ‘9JUDTIIAUOD DJUSUIBLIESSIIOU ovl ‘epeIulf
eouenbos v (Uq) o 010z ered 9FI0AU0D onb wougnbes ewm 9 () os anb va01]

‘p o Up ORIUD () — uq as
onb 01)SOUI ‘@JTII[ 3P ORSIUYSD © opues() “vanisod 9jurisuod vun 7 3 [eol olouIMU
03100 wm 9 v apuo ‘|¥q|H > |p — | enb srey serougnbes senp (Yq) o (“v) welg

-up opu seur ‘o810Au00 |“v| aub [ey (“v) eoUNDOS

eum op opdwoxa o || ey wey |“p| oeyuo ‘ oyl WY “D 98 oub ano1g
iy
oomm um ered a8ieauos apod o8 eouenbes e onb aro1 (91w op apepww()
U—gUf | Sl 4 T+t
s ey gy = "n 3 =Yp (e
Tl © ps e @ Trapsou (

‘1 oedruyga(] ® zejsiyes oy ojsodus o onb
anjsuourep ‘epmSas W ‘9 sajumsas seUINDIS sep vUIM BPEI 9p 9yl 0 BIQNISa(]

¢g sejugul sepudnbog gy

|2

[e108 eULIOf ©
“erousnbos euIr

‘23 oub op 10

qu(_:[

10791 SOUIIAD

9@ W0 ‘SI0C
opunges o I
apuo cu,q 4

eyt ofad ‘o

9p opexy ( -




84

Capitulo 4: Seqiiéncias infinitas

Sugestoes e solugoes

2.

10.

11.

12.
13.
15.
17.
18.

. b) la, —2|

a) n/(n+1), n>1; b) (-1)"*'/n, n>1, ou (-1)*/(n+1),n > 0;

c) 1/n*, n>1; d) —(-D)"/n!,n>1.

_ Mo o B
T n247 a2’ " S onyn+5  nyn

_.,/E+2<\/E+2ﬁ_ 1

. b) lan —2| e

T 4dn—-1 " 4dn—-n vn

Suponha existirem dois limites distintos, L e L’ e tome ¢ < |L — L'|/2. Entio,
|an, — L| < £ a partir de um certo Ny e |a,, — L'| < £ a partir de um certo Ns.
Seja N = max{N,;, N2}, de forma que n > N acarreta simultaneamente n > N,
en > No. Assim, n > N acarreta |L — L'| = |(L — a,) + (a,, — L')| < |a, — L| +
la, — L'| < 2¢ < |L — L'|, o que é absurdo.

. Multiplique numerador e denominador pela soma das raizes que aparecem na

definicao da seqiiéncia.
Comob=1/a>1, b=1+ ¢, com ¢ > (. Entio,

. 1
"= — =(1+¢)" >1+4+ne>ne logo, a" < —.
a” nec

Outro modo, utilizando o logaritmo, baseia-se no seguinte:

= loge
a" <eenloga <loge & n>-—"—.
loga

Nesta ltima passagem, ao dividir a desigualdade por log a, levamos em conta que
esse numero é negativo, dai a mudanca de sinal da desigualdade.

Deseja-se provar que \/a,, < ¢ a partir de um certo N. Observe que isto equivale
2 :
aa, <e°.

Use o Teorema 4.6.
Observe que |(a,, + b,) — (a +b)| < |a, —a| + |b, — b].

A seqiiéncia a,, = 1/n satisfaz a,, > 0; no entanto, lima,, = 0.

Use o critério de confronto, notando que 1 < {/ ¢/n < /n.

“Existe um € > 0 tal que, qualquer que seja 0 mimero natural N, existe um indice
n > N tal que |a, — L| > £”. Isto é o mesmo que: “Existe um ¢ > 0 tal que,
qualquer que seja o nimero natural N, existe uma infinidade de indices n > N tais
que |a, — L| > €”.

4.3 SE|
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Exercicios

Seja (a,,) uma seqiiéncia monétona que possui uma subseqiiéncia convergindo para
um limite L. Prove que (a,) também converge para L.

2. Construa uma seqiiéncia monétona convergente de nimeros irracionais.

3. Sejam N, e N, subconjuntos infinitos e disjuntos do conjunto dos mimeros naturais
N, cuja uniao é o préprio N. Seja (a,) uma seqiiéncia cujas restrigoes a Ny e N
convergem para o mesmo limite L. Prove que (a,) converge para L.

4. Construa uma seqiiéncia que tenha uma subseqiiéncia convergindo para —3 e outra
convergindo para 8.

@ Construa uma seqiiéncia que tenha trés subseqiiéncias convergindo, cada uma para
cada um dos numeros 3, 4, 5.

6. Generalize o exercicio anterior: dados os nimeros Ly, Lo,..., Ly, distintos entre
si, construa uma seqiiéncia que tenha k subseqiiéncias, cada uma convergindo para
cada um desses nimeros.

7. Construa uma seqiiéncia que tenha subseqiiéncias convergindo, cada uma para cada
um dos mimeros inteiros positivos.

8. Construa uma seqiiéncia que tenha subseqiiéncias convergindo, cada uma para cada
um dos nimeros reais.

9. Prove que se a, >0 e a,11/a, <e¢, onde ¢ < 1, entdo a, — 0.
10. Prove que se a, > 0 e a,+1/a, — ¢, onde ¢ < 1, entdo a, — 0.
11. Demonstre o teorema 4.16.

12. Prove que se a, — +o0 e b, — L > 0, entao a,b, — +co. Examine também as
demais combinacgoes de a,, — 0o com L positivo ou negativo.

13. Prove que 5n° — 4n® + 7 tende a infinito.

14. Prove que um polinémio p(n) = axn® + ap_1n* "' 4+ ... + ayn + ao tende a £co
conforme ay, seja positivo ou negativo, respectivamente.

15. Seja p(n) como no exercicio anterior, com a; > 0. Mostre que y/p(n) — 1.

16. Mostre que vn2 +1 —v/n —l—lh — 0.
17. Mostre que /n! — oco.

@ Considere a seqiiéncia assim definida: a, = V2ea, = V2+a,—; para n > 1.
Escreva explicitamente os primeiros quatro ou cinco termos dessa seqiiéncia. Prove
que ela é uma seqiiéncia convergente e calcule seu limite.

19. Generalize o exercicio anterior considerando a seqiiéncia assim definida: a; = /a,

a, =/a+ a,_1, onde a > 0.

20. Dado
{aﬂ—l 3|
essa, sec
€rro qu

@ (Divis:
a divisa
nimero
durea e
com orig
a seqiiér
anuncial
e que a,
de retin
da p. 50

22.) (Seqiiér
nosso art
.f n induti
elemento
n, vale a
anterior.
a seqiién

Sugestoe
4. A seqiién

5. Dado n ¢
ap =71y +

6. Sejar, o

7. Construa .
por diante
decompon
e disjuntos
N. 2 = 2N 13
realmente
a seqiiénci
1, Ta, T3,
este exemp
que as solu

a0 passo qu

8. A seqiiénci:
do exercicic




AT 3 U oas M = Mp rUYEpP [IOLIDIUR OIDIDIDXD Op
0BSRIOU ® MIOD BPUIR ‘OBIN[OS BIIN() "9AJ0SOI JOLIDIUR OIDIDI0X) Op (*4) vougubas y

"IS DI SOIUISJIP SOPO] 0'S "4 9p sou1d) so anb ossed ov
‘sajue)suod seuINbasqns we urear)Nsal SOINIAXI safanbeu sepep seodnjos se anb
waquIe) dAIISG() ‘9 ® J SOIDIDIIXG] SOp SBIDUISIXD Sk opuodsal woqure) o[duroxo 21so
anb aAI9s(() *STRUOIDRI SOIDUINU SO SOPO) ap oedeloumnua 1od eplyqo “*+‘€u ‘eu ‘1
eoUNbas vUIN 219pISUOD opoul oIMN() AT I U 8S WL = YD uIsse wiougnbes
RUYOP BPIMSIS WL "SO[op WN WD BIS9 [RINRU OIDWNU 0PO) 8 SOUN[SIp ajustuieal
oes “N7 sasso onb anbyueA 1N [ _,g = YN ‘[el8 we ‘9 o tIN L7 = BN CINT = N
‘saredury sorewnu sop ojunluos o 1as apod Ty opduexs 1o =+ ‘A7 ‘In7 soqunlsip o
sojuyur sojun(uod ap OBIUN RUINU N] SIRINJRU Solawnu sop ojun{uoo o equoduiodsp
:opowr o Yy ‘e ‘2 ‘T ‘e ‘T T ‘g ‘T ‘1 o erouonbas v onb vuiio] op ‘ojuerp lod
wisse 9 i ‘g ‘g ‘1 stodap tg ‘g ‘1 stodop (g ‘T stodep {1 :umsse vouanbos v enIysuo)

‘anb 1od anbrpdxa feajosar " = Yp 'y 10d u Ip ORSIAIP BP 03821 O Y elog

“ewa[qold 0 9AJOSaI ¢ + i = Up
eougnbos v onb snbyuep ¢ 10d oesialp ens ap ojse1 o “u eles ‘N D u ope(

‘ojdwoxs o1no eNISUO)) “PAfosal g = [T¥ip o ¢— = “p wouNbOS

so0dNn[os 9 s209sa3ng

"09INE OIDWINU O 9 YU NS 3 dJUdFIAU0D 9 HUf /Uf = Uz wugnbos ©
anb aa01J ‘g < u opoy ered epiea o oedeal wsso anb ‘ordnpul 1od ‘aao1g “lolrojue
oIaXd op vousnbas ® 9 “p opuo (1% dh — T-Uf) (1) = Yp :oede[ol e afeA ‘u
op salofea sortpwtid so vred sousur ojad ‘enb aalesqo o rdUINDAS BSSEP SojULUIL[D
zap soqpurld so eadIosy (T-Uf + U = U 9 1 = 1If = 0f uasse ajuswrearnpur *f
rUya(] ("G INdH U OPaAdZy 01I8q[y ‘JoIJ Op OSI1Ie Ol NO g N J} BU 031118 0Ss0U

we eoUaNbas essop wwdLIo vp oedeoydxe v vlop) -(ooeuoqrg ap erougnbag) @

"Up erousnbes vp sows) zop sorpwtid so eadIdsy (g d vp
soaIng sonSue)al op SPEPIUPUl BUWIN 9P OBINIISUOD BU OUIOD ‘SO2INE sonSue)al ap
sope[ so oes ‘039 ‘(fp ‘@p) ‘(Zp ‘Ip) ‘(Ip ‘Op) sared so onb sawsq() ‘() «— “» onb o
1—Up ) ojuauISes op BaIN® OSIAIP ® Bnaje Yy anb (1¢ -d epuejol vu sourepunue
»l ou10d) 901 g < u ‘17¥p — &7 ¥p = Up wsstosqe wod "y sojuod op rougnbos v
BNIISUO)) 1|7 op esswsqe ® b = o (O =) 7 op esssqe e [ = 0p ‘) wdBl10 wod
SEPRUIPIOOD 9P OXId UIn a1episuo)) (g "d) oaunp ouswnu ‘190 ~ ¢/1 = & 2 vaunp
ovzou opewreyp 9 ‘[T9 ‘T ~ g/(1+GA) =] 0 = T —¢@ — ¢ op vamsod zre1 ‘¢ orowmu
o anb wequre) sounip Y'Y/ TVO = 'WO/V O oS 01UauIFes 9SSep BAINE OBSIAID ®

eNJ9J0 /() oyueuiSes um ap 'y ojuod um anb (1g d) sowna ey *(eaane oesiAl() (IZ)

"N A op oedewrxorde oulod “p Iewo) 98 orv ajowod s anb ois
Op BAIJBRUII}SD BWIN 9P @ A A Bulrxolde B[o anb 9A0I1 "9jusdsal109p 9 vlouanbas esso
‘0p op 9juUBUI[ENIUAD 0BIIOXD WOD ‘onb sao1g T < w vred g/(1-“p/N + 17¥D)

= Up efos ‘v = Op 1onbpenb oruwmnu wm opexy 8 () < olpUINU W O 0Z
& ! pexy N 0 ped

¢6 Sseuojouour seuanbag gy

‘DN = Tp g

9A0LJ "BIOUQ
T < u ered

=

OOF ® 2pud}

Se waquIe) 9

epeo ried Bm

epeo vied ew

ered opuiSia;
9I1Ud SOJUTYS]

eIed BUIN epE
BINO 0 §— Bl
N O TN e sa
SIRINIBU SOIA

"STe

eIed opuigioa




94

Capitulo 4: Seqiiéncias infinitas

10.
14.

17.

18.

19.

20.

21.

Utilize o Teorema 4.6, tomando, por exemplo, B = ¢+ (1 —¢)/2.

Observe que p(n) = agn*(1+...) = axn*b,, onde b, é a expressao entre parénteses,
que tende a 1.

Observe que Vn! > K < n! > K". Agora lembre-se de que n! tende a infinito
mais depressa do que K™, qualquer que seja K.

Supondo por um momento que (a,) convirja para um certo L, passamos ao limite
em a2 = 2 + a,_1, resolvemos a equagao resultante e achamos L = 2. (Mas ¢
preciso provar a existéncia do limite! Veja este exemplo: a seqiiéncia 1, 3, 7, 15,

31,...; em geral, a, = 2a,_ + 1, evidentemente nao converge; logo, nao podemos
simplesmente passar ao limite nessa iltima igualdade para obter L = 2L + 1, ou
L = —1.) Prove que a seqiiéncia dada é crescente e limitada superiormente por 2.

Seja b = max{a, v/a, 2}. Claramente, a; < b e, supondo a, < b, teremos a,41 <
Va+ b < V2b < 2b. Isso prova que a seqiiéncia é limitada superiormente. Prova-se
também que ela é crescente, notando que as > a; e que, supondo a,, > a1, entao
any1 = Va+a, > a+ta,_1 = a,. Agora é sé passar ao limite na férmula de
defini¢do e achar a raiz positiva de L? = a + L, isto é, L = (1 + V1 + 4a)/2.

Por um célculo simples, a; — VN = (a — VN)?/2a. Isto prova que a; > vN
(mesmo que a < VN). Além disso, se a > VN,

a; — VN = (a'_;‘/ﬁ)Q = a_zz;/ﬁ(a—\/ﬁ)< %(a—\/ﬁ)<a—\/ﬁ,

mostrando que VN < a; < a. Com o mesmo tipo de raciocicinio, mesmo que a
seja menor do que VN, prova-se que VN < anp41 < @p <...<a; e que

1 -VN
0<an+1—f1\7<§(an—\/ﬁ)<”_<“17":'
Das defini¢oes dadas segue-se que
aj az a) — az 0A, As Ay
@ a1 a—a’ onde o4, T 04y’

mostrando que A, divide OA; na razao aurea. Com raciocinio anilogo prova-se,
por indugédo, que A, divide 0A,_; na razao durea. Para provar que a,, — 0,

prove que
ay az asg apn
(’g = —_——— = — =,
ap ay az An—1

- 3

e conclua que a, = @".

22. Como ji ob
valores de 1
ela valer p:
Qpt1 = Ak~
temos:

Ay

mas (—1)%

o que compl

4.4 Inter

Veremos a segu

4.22, Teor
de intervalos en
L DLDO...D
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tender a zero, e

Demonstrag
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100 Capitulo 4: Seqiiéncias infinitas

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Prove que se postularmos que “toda seqiiéncia nao decrescente e limitada é conver-
gente” conseguiremos provar a propriedade dos intervalos encaixados, portanto,
também a propriedade do supremo, estabelecendo assim que esta propriedade é
equivalente a afirmar que “toda seqiiéncia nao decrescente e limitada converge.”

Prove, diretamente da Definicao 4.26, que a,, = 1+1/n ¢ uma seqiiéncia de Cauchy.

Prove, diretamente da Definigao 4.26, que se (a,) e (b,,) sao seqiiéncias de Cauchy,
também o sdo (a, + b,) € (anbn).

Sejam (a,) e (b,) seqiiéncias de Cauchy, com b, = b > 0. a) Prove, diretamente da
Definicio 4.26, que (a,/b,) também é de Cauchy. b) Dé um contra-exemplo para
mostrar que isto nem sempre é verdade se b, — 0.

Dados a; e as, com a; < ag, considere a segiiéncia (a,) definida da seguinte
maneira: an = (aGp-1 + an-2)/2, n = 3,4, 5,... a) Prove que a subseqiéncia
de indices {mpares, ai,as, as,. .., é crescente e limitada; e que a subseqiiéncia de
indices pares, as, ay, g, - - - , ¢ decrescente e limitada. b) Prove que (ay,) é seqiiéncia
de Cauchy.

Observe que o Teorema 4.25 nos mostra que a propriedade do supremo tem como
conseqiiéncia que toda seqiiéncia de Cauchy converge. Prove a reciprova desta
proposigao, isto é, prove que se toda seqiiéncia de Cauchy converge, entdo vale a
propriedade do supremo, ficando assim provado que esta propriedade é equivalente
a toda seqiiéncia de Cauchy ser convergente.

Sugestoes

1. Comece provando que a,, convergir para L significa que, qualquer que sejae > 0, s6

existe um nimero finito de elementos da seqiiéncia fora do intervalo (L —¢, L+¢).

4. Eis um modo de fazer isso: considere trés seqiiéncias distintas, —1 + 1/n, 1 +

11

1/n e 2 + 1/n, as quais convergem para —1, 1 e 2, respectivamente. Em seguida
entrelace convenientemente essas seqiiéncias; por exemplo, tomando um elemento
de cada uma delas em sucessio e repetidamente, construindo a seqiiéncia (an),
assim definida: :

asm = —1+1/3n; aznp1=1+1/(Bn+1); agn2=2+1/(3n+2).

Reveja o Exercicio 6 da p. 92.

.

Se (a,) nao converge para L, existe um € > 0 e uma infinidade de elementos a,
tais que |a, — L| > €.

. Seja C' um conjunto de niimeros reais nao-vazio e limitado superiormente. Quer-
emos provar que C possui supremo. Seja a; < algum elemento de Ceb >a
uma cota superior de C. Seja a = (a; + b1)/2 e seja [az, b2] aquele dos intervalos
[a1, a] e [a, b)] tal que ay < algum elemento de C' e by é cota superior de C'. Assim
prosseguindo, indefinidamente, construimos uma familia de intervalos encaixados
I, = [an, by], cuja intersegao determina um nimero real c. Prove que ¢ é o supremo

de C.

12. Prove primeirc

14. Observe que a
seqiiéncias limi
15. Observe que

an

b,
que byb,, > b*

16. a) Comece fa
Percebe-se que
b) Prove que

lan — Qn_
Observe també

Ian =i

17. Basta provar q

4.5 Notas |

A nao enumers:

O Teorema 4.22 per
nao é enumeravel, ¢
todos os nimeros re
intervalo que nao cc
que nao contenha z
assim por diante. D
encaixados, tal que |
inicial de que todos
Somos, pois, forcad
nimeros reais niao é

Cantor e os ni

Vimos, no capitulo .
racionais. Vamos co1

Georg Cantor n;
transferiu-se para o
foi aluno de Weierstr
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