e

| e o 2

148 Capitulo 6: Funcoes, limite e continuidade

em .

Demonstragao. Pela continuidade da funcio f, dado qualquer & > 0, existe
6" > 0 tal que

y € Vr(yo) N Dy = | f(y) — fwo)| < e.

Analogamente, pela continuidade da funcao g, existe § > 0 em correspondéncia
a ¢ tal que
z € Vs(zo) N Dy = |g(x) — g(x0)| < &'

E claro entao que

z € V(8) N Dy = |f(g(z)) — f(g(20))| <&,

que completa a demonstracao.

Exercicios

1. Prove que a é ponto de acumulagiio de um conjunto X se e somente se dado qualquer
€ > 0 existe z € X tal que z € V/(a).

2. Prove que o limite de uma fungiio, quando existe, é nico.

3. Verifique que a fungio de Dirichlet, f(z) = 1 se x ¢ racional ¢ f (x) =0sexé
irracional, pode ser expressa como
f(z) Jim [kl_l{go (cos nlmz)*¥].

@De exemplo de uma fungio f que seja descontinua para todo z, enquanto | f| seja
sempre continua.

! 5) Prove que a fun¢io f(x) = x para z racional e f(z) = —z para z irracional s6 ¢
>/ continua em z = 0, mas | f(z)| é continua para todo z.

y @ Prove, diretamente da Defini¢io 6.2, que f (z) = 1/z é continua em todo o seu
dominio z # 0. 3

\5/ Prove que \/x é uma fungao continua em seu dominio = > 0.

8. Prove, diretamente da Definigao 6.2, que f(x) = 22 é uma funcio continua em todo
o seu dominio.

=
@ Prove que a fungao f(z) =sen(1/z) nao tem limite com z — 0.

.Provequea.funt;aof( r)=1sex>0e —1sex <0 nio tem limite com z — 0.

11. Prove o Teorema 6.8 utilizando o Teorema 6.10.

12. Prove.
6.10.

13. Dadas
580 col

. Prove,

@ Prove,

16. Prove
sendo
denom:

17. (Crité
CcOI 01
O 1mesn

18. Prove ¢

Se]am

Prove «
Dé um
a um s
v@ Seja f
[ éide
D, que

Sugestc

2. Deve-s¢
5 da p.

6. Sendo ¢

Dado q
(esta ul
para te

7. Observe

Portant
caso a =
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8.

10.
12.

13.

14.

15

16

19

Se a #0, [2° — a®| = |z +al|lz — a] < (|2] + |a])|z — a| < 3la||z — a, esta dltima
designaldade sendo verdadeira se restringirmos z de forma que |z| < 2|a|, o que ¢
suficiente para acomodar # = a no intervalo (—2lal, 2]a]), como bem mostra um
grafico simples. E, em conseqiiéncia, |22 — @’ <eselr—al <6< £/3a. Para
garantir a condigao || < 2[al, notamos que |z| = [(z—a)+a| < |z—a|+]a| < 0+|al;
portanto, devemos tomar § < 2|a|, além de § < e/3a. O caso a = () é mais facil:
’<ee|z| < E=4.

Utilize o Corolario 6.11, seja construindo uma seqiiéncia x,, — 0 tal que f () nao
convirja, seja construindo duas seqiiéncias z,, — 0 e Yn — 0 tais que f(x,) e f(y,)
tenham limites distintos. Outro modo seria usar a desigualdade do triingulo para
mostrar que a Defini¢io 6.2 é violada com um ¢ < 2.

Proceda como no exercicio anterior.

O procedimento é analogo ao da demonstracio do Teorema 4.8 da p. 80.

Veja o Exercicio 16 da p. 139.

E preciso provar que pode-se fazer — 1 em médulo menor que qualquer = > 0

T
prescrito, fazendo [z — 6| < 4. Ora,

5 ‘__la:—6|

z—1 ST

Como o x vai estar numa vizinhanca § de 6, podemos supor 4 < 1, garantindo
|z — 1] > 4. Faca uma figura para ver que deve ser assim, embora tal fato precise
ser provado. E para isto usamos a desigualdade do tridngulo, assim:

lo =1 =|(x—6)+5/>5—|z—6]|>5-6>5—1=4.

Entao,
l.

5 |z — 6]

4

Isto serd menor do que ¢ se fizermos |z — 6] < 4e, donde se vé que § deve ser o
menor dos mimeros 4¢ ¢ 1.

r—1

_1‘<

O procedimento ¢ andlogo ao do exercicio anterior. Esses dois exercicios servem
para ilustrar a eficicia do Teorema 6.8, mediante o qual os resultados pedidos
nos Exercicios 5, 10 e 11 dispensam todo esse trabalho de provar diretamente da
defini¢ao de limite.

Use repetidamente o Teorema 6.8.

Como contra-exemplo considere a fungdo f(x) = sen(1/x), que nio tem limite com
& — 0. Tome, por exemplo, D' = {1/nm, n=1,2, 3.. =

6.3 Lim

As definicoes
chamados fim
continuidade ¢
S cujo domini
ponto x = q, ,
vV tem domi
a definicao da
por valores po,
Igualmente, o |
De um mod
a direita de um
de f(z) com z
contiver pontos
sera um limite |

li

respectivamente.
se f estd definic
fla).

Se o dominio
restringir esse
limites a direita e
possivel é precisc
Diremos que z —
de acumulagio d
esquerda se é pox
exemplo, a fungac
limites laterais en

lim

r—04

Ela serd continua
esquerda nesse mes
O teorema que

ria das funcées mo
monétonas. Foj pai
de uma fundament,
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O leitor deve notar que fungoes como essa podem ser construidas com qual-
quer seqiiéncia crescente 7, que tenha limite zero ou outro qualquer valor, e
qualquer série convergente de termos positivos 3 a,,, pondo, simplesmente,

f(.’.i'}): Z Ap.

rp<i

6.23. Exemplo. Seja (r,,) uma seqiiéncia densa na reta, por exemplo, uma
seqiiencia obtida pela enumeragao dos niimeros racionais. Vamos construir uma
funcao crescente e limitada, definida em toda a reta, e que tenha saltos em todos
esses nimeros r,. Para isso escrevemos

@)=Y (69)

n<i

Como se veé, estamos somando sobre todos os indices n para os quais r,, é menor
do que z. Como a série ) 1/n” é convergente, é claro que a soma em (6.9) é
convergente. E claro também que a fun¢ao aqui definida é crescente, pois

r<y= ) -f@= Y >0

JUEFH <y

Deixamos para os exercicios a tarefa de verificar que

f(-00) = lim_f(z) =0, f(+o00)= lim @)=Y=  (6.10)

—+00

bem como a de provar que a funcao aqui definida é continua em todo = # r,;
¢ continua pela esquerda e descontinua pela direita em todo = = r,,. onde seu
salto é 1/n”. O leitor deve deter-se num exame atento dessa funcao, tentar e
verificar a impossibidade de construir seu gréifico, para bem entender que estd
diante de um exemplo de fungao que é interessante e bastante geral. Finalmente,
cabe observar que esse é um exemplo extremo de fun¢ao monétona descontinua,
pois as descontinuidades da fun¢ao ja formam um conjunto enumeréavel e denso
na reta, nao sendo possivel, pelo teorema anterior, amplid-lo ainda mais.

Exercicios

1. Faca as demonstragoes do Teorema 6.14 nos casos omitidos.
2. Demonstre o Teorema 6.15.

3. Defina cada uma das quatro expressoes contidas em lim, .+ f(z) = +oc.

4.
5.

6.

O

® @

13.

15.
16.
17.

18.

Faca a demon
Faca a demon
Demonstre os

Suponha que
B>0ce f(x)g

Prove que f(a

Prove que tod
x— toosen
com & — +00

Estude os limi

com r — 00,
+oo com x —
Foo com T —

Prove que i
G

+00.
Dados os poli1
onde a,b,, #

que esses limi
iguais a +o00 ¢
possibilidades

Seja f uma b
sigualdades f|

Critério de
suficiente pari
qualquer £ > |

Enuncie e pro
Prove a relaga
Prove as relag
Prove que a fi

Prove que a h
direita, com s
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19. No somatério em (6.9) troque r, < x por r, < z e prove que a nova funcao obtida

¢ continua pela direita e descontinua pela esquerda em todo ponto = = r,, , onde o
salto ainda é 1/n?.

20. Seja f uma fungao monétona num intervalo [a, b], cuja imagem é todo um intervalo

[e, d]. Prove que f é continua.

Sugestoes e solugoes

6. Para provar a parte c) do Teorema 6.19, veja a demonstracio da parte ¢) do Teo-

14.
15.

rema 4.8 da p. 80; para a parte d), veja o item d) do Teorema 6.8.

. Aplique o Teorema 6.20, notando que f(z) = z%(1 — 7/x + 2/2%2 — 9/23) e que a

expressao entre parénteses tende a 1 com z — +00, logo, é maior do que qualquer
k, 0 < k <1 para |z| maior do que um certo N.

- Pode-se usar o0 mesmo procedimento do exercicio anterior. Outro modo de resolver

o problema ¢é o seguinte:

pn—1 ay g
=lg"( 14+ —+... —
|p(z)| = |z ( + = S e + :c“)
p—1 ap g
> |:5ﬂ|(1_ e :.3_5)

An_1

i )

Tomando x suficientemente grande, podemos fazer |a; Je" | <1/2n, 0<i < n—1,
de sorte que |p(x)| > |2"|/2.

T
e

Transfira o problema para ¢ = 0 com a transformacao ¢ = 1 [,

Para provar a segunda das relagoes, referente ao limite com z — +oo, devemos
provar que, dado qualquer £ > 0, existe X tal que

= 1 1
H?)')(=i*:E: EE = :E: EE < E

n=1 ra<T

Da convergéncia da série ) 1/n* segue-se que existe N tal que essa soma, a partir
den = N+1, é < e. Tomemos X tal que ry,...,ry sejam todos < X. Entao, sendo
o > X, a segunda soma na diferenca acima inclui todos os termos correspondentes
an=1,...,N; logo,

ERESERE T
n? n? n? n? '

n=1 Tn< n=1 n=1

16. Observe

S

17. Com h

2

rn—h<r,<

6.4 Fur
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Vamos apresc
seguir.
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166 Capitulo 6: Funcoes, limite e continuidade

guntar: serd que sao essas as tinicas funcoes (definidas em intervalos) invertiveis?
A resposta é negativa, como vemos pelo seguinte contra-exemplo: seja f assim
definida no intervalo I = [0, 1] : f(x) = @ se z for racional e f(z) = 1 —z
se z for irracional. Faga o grifico dessa fungdo e verifique que ela é invertivel,
mas nao ¢ monétona em qualquer subintervalo de I; em conseqiiéncia, nao é
continua em seu dominio, apenas no ponto x = 1/2 (Exercicio 17 adiante).

O método de bissecao utilizado na demonstraciao dos Teoremas 6.24 e 6.26
¢ muito 1til para implementar esquemas numéricos de computacio. Com uma
simples calculadora cientifica é possivel calcular raizes polinomiais com boas
aproximagoes. (Veja o Exercicio 2 adiante.)

Exercicios

1. Faga a demonstragao do Teorema 6.24 no caso f(a) > f(b).

rove que a equagao ! + 10z — 8 = 0 tem pelo menos duas raizes reais. Use uma
alculadora cientifica para determinar uma dessas raizes com aproximacio de duas
casas decimais.

3. Prove que um polinémio de grau fmpar tem um nimero impar de raizes reais,
contando as multiplicidades.

4. Prove que se n é par, p(z) = 2" + ap_ 12" ! + ... + a1 + a¢ assume um valor
minimo m. Em conseqiiéncia, prove que p(z) = a tem pelo menos duas solugoes
distintas se @ > m e nenhuma se a < m.

5. Prove que se um polinémio de grau n tiver r raizes reais, contando as multiplici-
dades, entao n — r é par.

6. Prove que todo mimero a > 0 possui raizes quadradas, uma positiva e outra nega-
tiva.

7. Prove que todo nimero a > 0 possui uma raiz n-ésima positiva; e se n for par,
possuird também uma raiz n-ésima negativa.

@Seja f uma fungao continua num intervalo, onde ela é sempre diferente de zero.
Prove que f é sempre positiva ou sempre negativa. :

Scjam [ e g fungdes continuas num intervalo [a, b], tais que f(a) < g(a) e f(b) >
g(b). Prove que existe um nimero ¢ entre a e b, tal que f(c) = g(c). Faga um -
grifico para entender bem o que se passa.

10. Seja f uma funcao continua no intervalo [0, 1], com valores nesse mesmo intervalo.
Prove que existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = c. Interprete este resultado geometrica-
mente.

11. Nas mesmas hipdteses do exercicio anterior, prove que existe ¢ € [0, 1] tal que
f(e) =1 — c. Interprete este resultado geometricamente.

12. Seja [ uma fu

existe um nun
uma interpreta
determinado in
terrestre — em
dessa curva a p
dois pontos, ¢ ¢

13. Complete a der

hipétese de que
monstracao con
g) é uma funca

4.\Sejam f e g fu

17.

oo
FHy) > gy

Prove que a im
um intervalo ab
imagem é ilimit

. Dé exemplo de

que tenha valor

Prove que f(x)
emax=1/2eso0

onsidere a fun

se x for irracior
descontinua em

Sugestoes

2.

10.
11.

12.

Lembre-se de qu
plexa, ele terd t
raiz entre zero e

Suponhamos a z
(1) < f(a); loge
a, designado por
existe um nimer

Considere a func
Use o Exercicio ¢

Considere a fung
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