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Resumo

Muitas estruturas algébricas como monoides, semigrupos ou grupos podem ser vistos e
formulados dentro de algumas categorias através de diagramas comutativos. Neste artigo,
especificamente, serd introduzido o conceito de categorias internas e objetos grupo dentro
de uma categoria pré-fixada e veremos que as categorias internas em Grp é equivalente a

objetos grupo em Cat que, por sua vez, é equivalente a mdédulos cruzados de grupos.

1 Introducao

Em meados dos anos 70, Brown and Spencer [2] viram que se uma categoria tiver uma
estrutura semelhante a de um grupo entao isto deve ser um objeto grupo na categoria Grpd
e, além disso, notaram que objetos grupo em Grpd nada mais sao do que objetos grupo na
categoria C'at. Em seu artigo encontra-se a prova de que médulos cruzados de grupoides sao
equivalentes a objetos grupo na categoria Grpd, através de funtores.

O objetivo deste trabalho é desenvolver esse mesmo resultado para a categoria de grupos
utilizando o conceito de categorias internas. Mais precisamente, mostraremos que as cate-
gorias internas em GTp serao equivalentes a médulos cruzados de grupos e também serao
equivalentes a objetos grupo em Cat. A principal fonte de referéncia deste artigo foi [1],
porém outras fontes foram utilizadas e podem ser conferidas nas referéncias bibliogréaficas do

mesmo.

2 Objetos Grupo

Neste capitulo estudaremos os objetos grupo em uma categoria C. Para fim dos nossos

objetivos precisaremos de categorias que tenham boas propriedades, isto é, precisamos de



categorias pelo menos finitamente completas. Veremos algumas definicoes e, mais adiante,

alguns exemplos dentro deste contexto.

Definicao 1. Uma categoria C € dita ser finitamente completa se para toda categoria finita

T e para todo F : T — C diagrama com formato L existir limites.

Exemplo 2. As categorias Set, Grp, Top, Ab, Ring, Vecty,Cat sao exemplos de categorias

finitamente completas.

Exemplo 3. A categoria dos conjuntos finitos e a categoria dos espagos vetoriais de dimensao

finita sao exemplos de categorias finitamente completa mas nao completas.
Exemplo 4. A categoria Field € um exemplo de categoria que nao € finitamente completa.

Abaixo segue uma proposicao que nos dd uma caracterizacdo de categorias finitamente

completas o qual nao serd demonstrada neste trabalho.

Proposicao 5. Seja C uma categoria. As sequintes condigcdes abaizo sdo equivalentes:
1. C ¢ finitamente completa.
2. C possui produtos finitos e equalizadores.
3. C possui produtos finitos e intersecdes finitas.

4. C possui pullbacks e objetos finais.
Demonstragdao. Ver em [4], Teorema 12.4. [ |

Daqui por diante consideraremos C uma categoria finitamente completa. O propdsito
para tal é que desse modo alguns objetos e morfismos que iremos considerar facam sentido
e estejam bem definidos e, mais do que isso, que existam objetos finais em que denotaremos

geralmente por 1.

Definicao 6. Um objeto grupo em C € uma quddrupla (G, m,e,i) em que G € um objeto em
Cem:GxG—G,e: 1 =G, 1:G— G sio morfismos tal que os diagramas abaizo

comutam:
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Observagao 7. Na definicao acima temos que A é o morfismo diagonal, isto é, A : G — GxG
étal que po A =qo A = Idg, em que p,q sdo as projecoes do produto cartesiano para suas
respectivas componentes. Por exemplo, em Set, para todo g € G, temos que A(g) = (g,9) e

a comutatividade do diagrama (3) pode ser vista abaixo:

g—2——(9,9) datks <z’<gl>,g>
* - e(x) = m(i(g), 9)

Isto é, a comutatividade do diagrama (3) significa dizer que i(g) é o inverso a esquerda de g.

Exemplo 8. Em Set, os objetos grupo sdo precisamente os grupos no sentido cldssico. Por
exemplo, nota-se como na observagdo anterior que a comutatividade do diagramas (3) e (4)
nos garante que i(g) € inverso a esquerda e a direita de g, respectivamente. Além disso,
nota-se que a comutatividade do diagrama (1) nos garante a associatividade do conjunto

como visto abaizo:

mxIdg

(91,92, 93) (9192, 93)

Idgxml mj

(91, 9293) ———>91(9293) = (9192)93

Da mesma maneira, observa-se que a comutatividade do diagrama (2) nos garante que



e(x) € elemento neutro do conjunto como visto nos diagramas abaizo:

eXIdG IdGXe

(e(x), 9) (9, e(+))
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(*)g ge(x) =g

(*,9) (9,%)
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Exemplo 9. Em Top, os objetos grupo sao essencialmente os grupos topoldgicos visto que
os diagramas (1), (2), (3) e (4) nos garantem uma estrutura de grupo como na categoria
Set porém os morfismos por serem continuos nos garantem uma estrutura de topologia neste
grupo, isto €, o grupo se torna um grupo topologico. Em Mnf (a categoria das varieda-
des diferencidveis cujos os morfismos sao aplicagoes diferencidveis), os objetos grupo sao

essencialmente os grupos de Lie.
Proposicao 10. Os objetos grupo em Grp sao precisamente os grupos abelianos.

Demonstragdo. Por um lado, seja (G,-) uma grupo abeliano. Isto é, G é um conjunto
munido de uma operacao bindria associativa com elemento neutro lg. Podemos definir
m : G x G — G como sendo o morfismo que associa a prépria operacao em G, ou seja,
m(g,h) = g - h. Similarmente, defina e : {x} — G tal que e(x) = 1lg ei: G — G tal que
i(g) = g!. Note que esses morfismos satisfazem os diagramas.

Para que G seja um grupo objeto em Grp basta mostrarmos que os morfismos definidos
acima sejam homomorfismos de grupos. Para ver isso, considere a operacao do grupo G x G
como sendo a operacdo ponto a ponto e denotaremos por ¢ para nao haver confusdo nas

contas. Entao, para todo g,h, g, h' € G, segue que:

m((g,h) o (¢, 0") =m(g-g h-0)=(g9-9) - (h-B)=(g-h)- (g - 1)

= m(g, h) . m(g', h/) = m(m(ga h)? m(glv h/))

Note que foi utilizado fortemente o fato de GG ser abeliano. Portanto, temos que m é
homomorfismo de grupos.

Além disso, note que e(x*) = e(x) = 1g = 1g - 1g = m(1g, 1lg) = m(e(x*), e(x), ou seja,
e é homomorfismo de grupos. Também, note que ¢ é homomorfismo de grupos devido a
i(m(g,h)) =i(g-h)=(g-h)"t=h"t.-g7t =gt - h= =m(i(g),i(h)). Portanto, segue que
(G,m, e, i) é um objeto grupo em Grp.

Por outro lado, considere (G, m, e,i) um objeto grupo em Grp. Precisamos mostrar que
G é um grupo abeliano. Para evitar confusoes manteremos a notagdo ¢ para a operagao do

grupo G x G, denotaremos a operagao do grupo G por - e x para m, isto é, m(g,h) = g * h.
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Também, denotaremos por 1 o elemento neutro de G e por € = e(x). Primeiramente, como
e é homomorfismo de grupos e * nada mais é do que a identidade do grupo trivial {x} entao
segue imediatamente que € = 1g.

Agora, como m é homomorfismo, para todo g, h, ¢, h' € G temos que:

m((g,h) o (¢',h")) = m(g, h) -m(g', h').

Ou seja, temos que a seguinte igualdade vale:

(g-h) (g 1) =(gxh) (g'*I) (5)

A igualdade (5) obtida acima é chamada na literatura de principio de Eckmann-Hilton.

Desse modo, usando esta igualdade, dados x,y € G quaisquer, podemos ver que

—~
~—

z-y=(zxe)-(exy)=(x*xlg) (lgxy) = (z-1lg)*(lg-y) =x*y

— (g 2)*(y-16) 2 (g *y) - (wx1g) = (exy) - (wxe) =y -

~—

Portanto, G é grupo abeliano. [ |

3 Categorias Internas

As categorias internas sdo generalizagoes da nocao de categorias pequenas e sdo definidas
em uma categoria pré-fixada. Neste capitulo iremos introduzi-las e utilizar este conceito em

Grp para mostrar a equivaléncia com objetos grupo em Cat.

Definicao 11. Uma categoria interna em C € uma séxtupla C = (A,O,s,t,e,m) em que
A,0€eC s,t:A— O ee:0 — A sio morfismos tal que se =te = Idp em : Ay x; A — A

€ morfismo tal que satisfazem os sequintes diagramas:

mXIdG

At XSAt XSA At XSA (6)
Idemj ml
Ay s A _ A
Orag xs A—094 L A sy A=—T15C A s14, O (7)

1%
3
X
1%



Observagao 12. Na definicao acima, o objeto O da categoria C se comporta como os “ob-

jetos” e o objeto A como sendo os “morfismos” na categoria interna C'.

Observagao 13. O objeto pullback A; x4 A é visto como sendo a colegao de todos os pares

de morfismos componiveis por t e s, isto é, satisfaz a comutatividade do seguinte diagrama:

Ay X5 Ay P2 A

3 l

A O

t

em que p; € p2 sao as projecoes na primeira e segunda coordenada, respectivamente. Em

Set, o objeto pullback acaba sendo o conjunto A; xs A = {(f,9) € Ax A | tf = sg}.

Exemplo 14. As categorias internas em Set sdo justamente as categorias pequenas visto

que o objeto dos objetos O e o objeto dos morfismos A sao simplesmente conjuntos.
Proposicao 15. A categoria interna em Grp € equivalente a objeto grupo na categoria Cat.

Demonstragdo. Seja C = (A,O,s,t,e,m) uma categoria interna em Grp em que O é o
conjunto dos objetos e A é o conjunto dos morfismos. Entao C' nada mais é do que uma
categoria pequena cujos A e O sao grupos e todos os morfismos s, ¢, e, m sdo homomorfismos
de grupos. Desse modo, denotaremos por u4 a operagao do grupo A e uop a operagao do
grupo O. Defina p: C x C' = C como sendo p = po sobre os objetos e y = w4 sobre os
morfismos. Entao p é um funtor pois como s e ¢t sio homomorfismos entao o diagrama abaixo

comuta para ambos:

Ax A—H2 A Ax A—"2 A
sxsl sl txtl tj
OxO 5 @) Ox0O 5 O

Além disso, como m e e s@o homomorfismos de grupos entao segue que os diagramas

abaixo comutam:

AXAXAx A AL Ax A Ox0o—"° O
mL ml exel E\j
Ax A A Ax A A

[ HA

Da mesma maneira, podemos definir € : 0 — C, em que 0 é o objeto final da categoria
Cat, isto é, é a categoria trivial (consistindo de um objeto {*} e um morfismo ), como sendo

eo : {x} — O tal que ep(*) =idp e €4 : {x} = A tal que €4(*) = id4. Também, podemos
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definir ¢ : C — C como sendo tp : O — O tal que to(X) = X Lewy: A — A tal que
ta(f) = f~1. Nao é dificil ver que € e ¢ sdo funtores na categoria Cat e claramente comutam
os diagramas da definigdo de objeto grupo. Entao segue que (C,u,e,t) é um objeto grupo
em Cat.

Por outro lado, seja um objeto grupo (C,pu,e,t) em Cat. Entdo, C' é uma categoria
pequena o qual CY e C! sdo conjuntos (o conjunto dos objetos e o conjunto dos morfismos,
respectivamente) e s,t: C1 — C% e: 0% — Ct e m : ! x C! — C' sdo morfismos. Entdo,
(C% C*, s,t,e,m) é um candidato natural para ser uma categoria interna em Grp. De fato,
note que C? e C! tem estrutura de grupo pois a funtorialidade de u garante a cada conjunto
uma operacao binaria associativa, que denotaremos por pco € po1, pois satisfaz os seguintes

diagramas:

o XId o
COx OOV x 0 —C— < . 00 x 0
Idco Xucol “C‘Ol
CO x 00 O
Mco
M1 xId 1
Clxolxol——— < . olx!
Idcl Xucll “Cll
Ccl x ¢t ct
Kot

Além disso, note que pela funtorialidade de u segue que os diagramas abaixo comutam:

Hcl Mot

ctxct Cc! ctx ! ok

] | ]

CY x 0 O C0 x O CcY

c0 K0

Isto significa dizer que s e t sdo homomorfismos de grupos. Consequentemente, pela funto-

rialidade de ¢ e ¢ segue que os diagramas abaixo comutam:

Bl X el HcO

Ctx Ot xCt x 1 O x C1 Y x 9 Co

| o |

Cl x Ct ct Ct x Ct ct

Hot Kot

Isto significa dizer que m e e sdo homomorfismos. Portanto, segue que (C%, C!,s,t,e,m) é

uma categoria interna em Grp.



4 Mobdulos Cruzados e Categorias Internas em Grp

Neste ultimo capitulo iremos introduzir os mddulos cruzados de grupos e finalmente

mostrar que sao equivalentes a categorias internas em Grp.

Definigao 16. Um mddulo cruzado de grupos é uma quddrupla (C,G,~,a) em que C,G sdo
grupos, v : C'— G homomorfismo e a: G — Aut(C) uma agao de G sobre C' que satisfaz as
sequintes propriedades:

1. y(ag(e)) = gy(c)g™t.

2. oy (d) = cde™t.

Observagao 17. A propriedade (i) da definicdo 16 é chamada de equivariancia de v com
respeito a acao . Ja a propriedade (ii) da definigdo 16 é chamada de identidade de Peiffer

(para mais detalhes veja [5]).

Exemplo 18. Sejam G um grupo e N subgrupo normal de G. Entdo a inclusdoi: N — G

Jjuntamente com a agdo trivial nos fornecem um exemplo trivial de modulo cruzado de grupos.

Exemplo 19. Dado G um grupo, N subgrupo normal de G, i : N — G a inclusao candénica
e considere a agao de G sobre N por automorfismo, isto €, ag(h) = ghg™", para todo g € G,

h € N. Entao claramente (G, N,i,«) é um mddulo cruzado.
Teorema 20. Mddulos Cruzados de grupos sdo equivalentes as categorias internas em Grp.

Demonstragao. Seja (C,G,v,«) um médulo cruzado de grupos. Desde que G age sobre C
via a, podemos considerar o grupo C x G := {(¢,g) € C x G | ¢ € C,¢g € G} munido da
operacao (c,g).(d,h) := (cay(d), gh). Este grupo é chamado de produto semidireto de C
por G. Sendo assim, definimos s,t : C x G — G e e: G — C x G dados por s(c,g) := g,
t(e,g) :==v(c)g e e(g) := (1., g). Note que s e e sdo claramente homomorfismos. Além disso,

t é homomorfismo pois

t((c; 9)-(d, h)) = t(cay(d), gh) = v(cay(d))gh = ~(c)y(ay(d))gh

=(c)gy(d)g " gh = v(c)gy(d)h = t(c, g)t(d, )

Observe que se(g) = s(lc,g9) = g = Ida(g) e te(g) = t(lc,g9) = v(le)g = g = Ida(g),
para todo g € G, ou seja, se = te = Idg. Desse modo, podemos considerar um candidato
a categoria interna sendo que os objetos correspondem os elementos de G e os morfismos

correspondem aos elementos de C' X (G. Mas para isso, precisamos definir um morfismo



m: (C % G) Xs (CxG) — C xG. Antes de definirmos, precisamos entender o objeto
(CxG)xs(Cx@G). Note que os elementos de (C'xG); X5 (C'xG) sdo da forma ((¢, ¢'), (¢, 9))
tal que t(c,g') = s(c,g). Isto significa dizer que v(c')¢’ = g. Ou seja, os elementos de
(CxG)xs(Cx@G) sao da forma ((¢/,v(c)g), (¢, 9)), para todo ¢, € C, g € G. Sendo assim,
observe que se aplicarmos o morfismo (¢, g) € C' x G no objeto g ganhamos o objeto v(c)g.

A ideia de definirmos m é através da composicao destes morfismos. Mas note que:

(¢.9) (¢(c)g)
(de g)

Desse modo, defina m : (C' x G); x5 (C x G) = C x G da forma m((d,v(c)g), (¢, g)) =
(de, g). Observe que s(d,v(c)g) = v(c)g = t(c,g) e desde que vy é homomorfismo segue que
t(de,g) = v(de)g = v(d)y(c)g = t(d,v(c)g). Para que o candidato (C' x G,G,s,t,e,m) ser
de fato uma categoria interna basta mostrarmos que m é homomorfismo de grupos e que

satisfaz os diagramas da definicao 11. Para isso, precisamos mostrar que

m((c,7(c)g)-(d',v(d)h), (¢, 9).(d, h)) = m((c,7(c)g), (¢, g))m((d', v(d)h), (d, ).

Do lado esquerdo temos que:

m((c',7(e)g)-(d, v (d)h), (¢, 9)-(d, 1)) = m((c' vy (d'), ¥(c)g7(d)h), (cay(d), gh))
= (ay(e)g(d)cagy(d), gh)
= (c'ay (o) (ag(d))cay(d), gh)
= (deay(d)c  eay(d), gh)

= (dcay(d'd), gh)

Do lado direito segue que:

m((¢,7(c)g), (e, g))m((d',v(d)h), (d, h)) = (cc’, g).(d'd, h) = (c'cay(d'd), gh)

Logo, a igualdade é satisfeita e portanto m é homomorfismo de grupos. Além disso, néo

é dificil ver que satisfaz os diagramas da definicao 11. Por exemplo, o diagrama (6) comuta



pois C é grupo como pode ser visto no diagrama abaixo:

mXIdG

(", 7()g), (¢, 7(0)g), (¢, 9)) ————— ("¢, ~( '9))

7(c)g)
Idgxml l

((¢",7()g), (e, g)) m (" (de 'd)e, g)

Portanto (C' x G,G, s,t,e,m) é categoria interna em Grp. Por outro lado, suponha que
(A,0,s,t,e,m) é uma categoria interna em Grp. Fazemos a seguinte afirmacao.
Afirmacao: A= Ker(s) x O com O agindo em Ker(s) por uma acao o.
Primeiramente, note que s : A — O é epimorfismo visto que dados quaisquer a,b: O — B
tal que aos =bos, segue que aosoe =>bosoe = a=>~. Sendo assim, para cada a € A,
podemos escrever a = ke(x), onde k = a(es(a))™* € Ker(s) e z = s(a). Com isso, podemos
definir uma acio de O sobre Ker(s) dada por oy (k) := e(z)ke(z)~!. Nao é dificil ver que a
é acao visto que se = Idp e k € Ker(s).

Entao, dessa maneira defina ¢ : A — Kers x O tal que ¢(a) = ¢(ke(z)) = (k,x).
Claramente ¢ estd bem definido e é homomorfismo de grupos pois dados a,a’ € A, digamos

a = ke(x) e a’ = k'e(x'), temos que:

p(ad’) = p(ke(x)k e(z')) = p(az(k)k e(z2")) = (az (kK xa') = (k, 2) (K, 2") = p(a)p(a).

Para mostrarmos o isomorfismo, defina ¢ : Kers x O — A tal que ¥(k,x) = ke(z).
Claramente observe que 1 estd bem definido e 1 = ¢~!'. Portanto segue o desejado da
afirmacao.

Sendo assim, defina v : Ker(s) — O como sendo a restrigao de ¢ para Ker(s), isto é,
v =1t] Ker(s)- Note que 7y é claramente homomorfismo pois ¢ o é. Desse modo temos um
candidato (Ker(s),O,~,a) a médulo cruzado de grupos. Basta mostrar que 7 é equivariante
com respeito a agdo « e vale a identidade de Peiffer.

Primeiramente observe que para todo k € Ker(s) e z € O temos que por definigao de ~y
e a que y(az(k)) = t(agy(k)) = t(e(z)ke(x™1)). Como t é homomorfismo e te = Idp segue
que t(e(z)ke(x™1)) = te(z)t(k)te(x™t) = xt(k)z~!. Portanto, y(a.(k)) = zy(k)z~!, isto é,
~ é equivariante com respeito a acao.

Para a segunda propriedade, por definicdo de homomorfismo de grupos, segue que m

satisfaz a seguinte igualdade:

m((K,y(k)z).( v (D)), (k, 2).(Ly)) = m((K', v (k)x), (k, 2))m(',~D)y), 1, y))
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Desenvolvendo os dois lados observamos que do lado direito temos que:

m((K (k). v D)), (k, 2).(Ly)) = m((F ay o)z (), v (k)zy(D)y), (kaa(D), 2y))
= (k/a'y(k)m(l,)kax(l)’ zy)

Observe que s6 é possivel aplicar m pois

Y(kaz(1)zy = v(k)v(az(1)zy = y(k)ay(Da vy = v(k)zy(D)y.

Pelo lado direito temos simplesmente que:
m((K',v(k)z), (k, 2))m((',vD)y), (1,y)) = (K'k, 2).(I'l,y) = (K'kag(I'l), zy)

Desde que os dois lados sdo iguais segue entdo que k'c (), (I")kas(l) = k'kag(I'l) (*).
Portanto temos:

K vy (az(l')kag (1) = K any gy (1)) ke (1)
= ko (1)
= K'kaz(Dag(l")

= Kka, () ka, ()

Cancelando dos dois lados e escrevendo z = ag(I') € Ker(s) segue a.py(m) = kmk™'.

Portanto a identidade de Peiffer é satisfeita como desejado e, logo, (Ker(s),O,~,a) é um

modulo cruzado de grupos.
|

Corolario 21. Mddulos cruzados de grupos sao equivalentes a objetos grupo em Cat.

Demonstragao. Segue da proposicao 15 e do teorema 20.
|
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