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Resumo

Neste trabalho faremos uma breve introdugao as bicategorias e pro-
varemos o Teorema da Coeréncia para Bicategorias que afirma que
toda bicategoria é biequivalente a uma 2-categoria.

1 Preliminares

Definicao 1.1. Uma 2-categoria C consiste de:

(i) Uma classe de objetos C;
(ii) Para cada par A, B de objetos de C, uma categoria pequena C(A, B);

(iii) Para cada tripla A, B, C' de objetos de C, um bifuntor
capc : C(B,C) xC(A,B) — C(A,C)
(iv) Para cada objeto A € C, um funtor
ug: 1 — C(AA),
onde 1 ¢ o objeto final da categoria das categorias pequenas.

Satisfazendo os seguintes axiomas:

e Associatividade: Dado quatro objetos A, B, C, D € C, a seguinte igual-
dade é valida:



cacp © (1 X capc) = capp © (cpep X 1)

Ou seja, o diagrama abaixo comuta:

C(C,D) x C(B,C) x C(A, B) IXeasc C(C, D) x C(A,C)

cpcp X1 CACD

C(B, D) x C(A, B) C(A, D)

CABD

e Unidade: Dados dois objetos A, B € C, a seguinte igualdade ¢ valida:
caap o (I Xuy) =21 =cappo(up X 1)

Ou seja, o diagrama abaixo comuta:

1 x C(A,B) = C(A, B)

1%

C(A,B) x1

up X1 IxXuag

C(B, B) x C(A, B) C(A, B) C(A, B) x C(A, A)

CABB CAAB

Utilizaremos as seguintes notagoes:

1. Os objetos da classe C serao chamados de 0-células, e utilizaremos letras
maiusculas A, B, C, ... para denotéa-las;

2. os objetos da categoria C(A, B) serdo chamados de 1-células ou flechas,
e utilizaremos letras mintsculas a,b,c, ... para denota-las e na forma
usual f: A — B;

3. as flechas da categoria C(A, B) serdo chamadas de 2-células e utilizare-
mos letras gregas «a, 3,7, . . . para denoté-las e na forma usual a : f = g¢;

4. f ® « denotard a composi¢ao na categoria C(A, B),

fég=ﬁ>h



5. fog denotara a imagem do par (f, g) das flechas pelo funtor composi¢ao
CABC,

A—g>B—f>

C
6. ¢ * a denotara a imagem do par (¢, @) da 2-célula pelo funtor compo-
SiQaO CABC,

f

!
A Yo B e (C;
g m

7. 14: A — Adenotard aimagem do tnico objeto de 1 pelo funtor unidade
UA;
Segue diretamente dos axiomas que esses objetos e morfismos constituem

uma categoria, com o morfismo 1,4 como a flecha identidade.
Observe que dado a situagao

;Ua ﬂil}so
Ay B O
—_— —_—

e sabendo que capc é um funtor temos que:

(V*B)©(pxa) = capc(¥,B)® capelp, )
= capc((¥,B) © (p, @)
= capc(V O, O )
= (WO *(Boa).

Esta formula é conhecida como lei de intercambio.
A seguir veremos alguns exemplos de 2-categorias.

Exemplo 1.2. Um exemplo basico de 2-categorias é tomando categorias pe-
quena como as 0-células, funtores como as 1-células e transformacoes naturais
como 2-células.

Exemplo 1.3. Escolhendo os espagos topologicos como 0-células e as fungoes
continuas entre eles como 1-células. Dado duas funcoes continuas
f,9: A= B, uma homotopia o : f = ¢g é uma funcao continua



a:IxA— B

onde I = [0,1] é o intervalo unitario, a(0,a) = f(a) e a(1,a) = g(a).

Se considerarmos agora trés funcgoes continuas f,g,h : A — B e duas
homotopias o : f = ¢, f : ¢ = h, vamos construir uma composicao de
homotopias 8 ® a : f = h. E suficiente definir

[ a(2t,a), set<i;
(ﬁ@Oé)<t7a) - { B(Qt_ La) set> ;

e de fato temos uma funcao continua

fOa:IxA—B

tal que (B © a>(07a) = f(a)v (B © O‘)(%7a) = g(a)v (6 © a)(17a) = h(a)
Observe que esta composicao nao ¢é associativa. De fato, considere quatro
aplicacoes continuas f,g,h,k: A — B e trés homotopias a: f = ¢, 5: g =,
v : h = k; a composicao

YO BOa): f=k
satisfaz (v © (8 ® ))(3, a) = h(a), enquanto a composi¢ao
(OB @a:f=k

¢ tal que ((y ® 8) ® a)(3,a) = g(a). Além disso, estas duas homotopias
YO (BOa)e (y®B)® asao homotopicas entre si como fungoes continuas:

YOPBoOa),(yehf)oa:lx A= B.
Agora, considere a situagao
f p
A Yo B le_ C
g q
com A, B, C espacos topologicos, f,g,p,q funcées continuas e a e ¢ ho-

motopias. A composicao:

IxA—*-p- Y. ¢



Define uma homotopia p o f = p o g enquanto a composi¢cao

IxA S 1«xB2 O

define uma homotopia pog = gog. Usando a composicao das homotopias
definidas anteriormente, obtemos a homotopia composi¢ao

pra=(po(lxg))®(poa):pof=qog.

Resta verificarmos que ambas as composicoes ® e * das homotopias sao
compativeis com a relacao de equivaléncia identificando duas homotopias
(homotopicas). Portanto, obtivemos leis de composigao correspondentes nas
classes de homotopias das homotopias. Escolhendo os espacos topologicos
como objetos, as fun¢oes continuas como as flechas e as classes de homotopia
das homotopias como 2-células, temos uma 2-categoria.

Exemplo 1.4. A categoria Grp dos grupos tem como objetos os grupos e as
flechas s@o os homomorfismos de grupo. Além disso, dados dois grupos G,H
e dois homomorfismos de grupos f,g : G = H, podemos definir uma duas
célula a : f — g como um elemento o € H tal que para cada elemento x € G

f(x).a = ag()

onde . denota a lei de composicao do grupo H. Em outras palavras, uma
2-célula o : f = g é um automorfismo

(:H—H
Y — a.y.a

transformando f em g.

Note que dados a: f = g e 8 : g = h duas 2-células, o elemento 5. é a
2-célula B ® a : f = h. Isso fornece a Grp(G, H) uma estrutura de categoria
e, mais precisamente uma estrutura de grupoide (uma categoria em que cada
flecha ¢ um isomorfismo). Resta definir a composi¢ao horizontal nas 2-celilas.
Assim, considere os homomorfismos de grupo f,g: G = He h,k: H = K,
ambos com as 2-células a : f = g¢.



2 Bicategorias

Definicao 2.1. Uma bicategoria B é uma colecao de 0-células onde para
cada par de objetos X e Y, B(X,Y) é uma categoria. Os objetos de cada
categoria B(X,Y) sdo as 1-células de B, os morfismos sao 2-células, e suas
operagoes de composicao sao chamadas de composicoes verticais. Para cada
X,Y, Z € B, existe um funtor cxyz que nos fornece a composicao de 1-célula
e composicao horizontal nas 2-células.

Cxyyz - B(K Z) X B(X, Y) — B(X, Z)
(9, f) —gof
(8, a) — %

Nos temos o seguinte isomorfismo natural para descrever a associatividade
das 1-células em B:

B(C, D) x B(B,C) x B(A, B) IXeanc B(C, D) x B(A,C)

AABC
cpop X1 CACD

B(B, D) x B(A, B) B(A, D)

CABD

Também, para cada objeto X € B, nos temos um funtor que seleciona
uma 1-célula de X para X:

TIx:1 —>B(X,X)

A imagem de 1x é chamada de identidade em X ou unidade. No entanto,
ao contrario das identidades estritas das 2-categorias, as identidades em bi-
categorias precisam apenas agir de forma idéntica a menos de isomorfismo
quando compostas com outras 1-células. A "unicidade"destas 1-células iden-
tidade, isto é, os requesitos da identidade fraca, sdo dados pelos seguintes
isomorfismos naturais:

B(A,B) x 1 1 x B(A,B)

IXEA‘ Zé§;¢§§;7 15X1\ laB

B(A, B) x B(A, A) B(A,B) B(B,B) x B(A,B)

o)

1%

CAAB CABB



Finalmente, cada 1-célula f,g,h,k com dominios e contradominios apropri-
ados satisfazem os axiomas dados pelos seguintes diagramas comutativos:

/kh)g)f (k‘(hg))f\
(kh)(g7) \ k((hg) )
k(h(gf))

(g1)f . g(1f)

r+l 1%l

qf

Assim como um grupo pode ser visto como uma categoria com um objeto,
uma categoria monoidal V pode ser vista como uma bicategoria V com um
objeto, denotado por x. Os objetos de V correspondem as 1-células em
lA/, todas as funcoes de x para x e os morfismos de V correspondem as 2-
células de V. Entdo destas informacdes e dos axiomas de bicategoria temos
uma estrutura monoidal. Por exemplo, o funtor 1, escolhe a 1-célula de Y
correspondente a unidade de V. Além disso, note que V é isomorfo a categoria
monoidal V.

Exemplo 2.2. Um exemplo de bicategoria pode ser encontrado na teoria
de bimo6dulos. Os objetos sao os anéis unitais. Uma flecha do anel R para
o anel S é um (R, S)-bimdédulo M, isto ¢ um grupo abeliano M munido de
uma estrutura de R-modulo & esquerda e S-moédulo a direita, com axioma de
compatibilidade entre as estruturas

r(ms) = (rm)s para todo os elementos r € R, me M es€ S

Dados dois (R, S)-bimoédulos M e N, nés escolhemos como 2-células as
fungdes (R, S)-linear f : M — N, assim os homomorfismos de grupo sao
ambos R-linear a esquerda e S-linear a direita. Isso nos fornece a categoria
Bim(R,S) dos (R, S)-bimodulos e seus morfismos.

Para um terceiro anel 7', a composicao
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Bim(S,T) x Bim(R,S) — Bim(R,T)

é como o funtor "produto tensorial". De fato, dados um (R, S)-bimodulo
M e um (S, T)-bimddulo N, o produto tensorial M ®g N sobre S produz um
(R, T)-bimodulo. O produto tensorial de bimédulos é associativo no sentido
de que dados anéis R, S, T,V, um (R, S)-bimodulo L, um (S, T)-bimédulo M

e um (7, V)-bimodulo N, existe um isomorfismo canonico.
L®s(M®rN)=(L®sM)®r N

Além disso, dado um anel R, este anel pode ser visto como um (R, R)-
bimédulo e, a menos de isomorfismo, é a identidade para o tensorial sobre

R.

Exemplo 2.3. Seja C uma categoria pequena com pullbacks. Vamos cons-
truir a bicategoria dos spans de C.

Os objetos da bicategoria dos spans serao os mesmos de C e um morfismo
A — B sera agora um span em A, B, isto é o par de flechas f: X — A, ¢ :
X — B em C (ver Diagrama 1) com um dominio arbitrario X. Uma 2-célula
a:(f,g9) = (f',4) entre dois spans em A, B é um morfismo o : X — X' tal
que f'oa = f, ¢ oa = g (ver Diagrama 1). A composi¢ao em C induz uma
estrutura de categoria nos spans de A para B.

X
f g
A Oc B
f g’
v
X/

Diagrama 1



N
NN

Diagrama 2

Dados dois spans (f,g) : A — B e (h,k) : B — C, nbs definimos sua
€cOMpoSsicao como

(h,k)o (f,9) = (fox,koy).

onde (z,y) é um pullback fixo arbitrario de (g, h) (ver Diagrama 2). Dados
outros spans (f',¢') : A — B, (h',K') : B — C, analogamente fixaremos um
pullback (2',y) de (¢',h’) e sua composigao

(W K)o (f',9) = (froa, K oy).
Agora, dados as 2-células
a:(f,9) = (f,9), B:(hk)= (M K),
A igualdade
goaox=gox=hoy=hofoy

em C implica na existéncia de uma unica fatoracao v : Z — Z' através do
pullback (z/,y"), com 2’ oy =aox, y oy = foy. Das relagoes

flordloy=foaocxr=fox,koyoy=KkKoBoy=kouy,

deduzimos que v : (fox,koy) = (f oa’,k' oy') é uma 2-célula.



Como pullbacks sao definidos a menos de isomorfismos, concluimos que a
associatividade na composicao dos spans segue a menos de isomorfismo. Isso
permite a defini¢cdo de um isomorfismo natural a que se encaixa na defini¢ao
de bicategoria. Pode-se escolhe o span identidade (14, 14) como a identidade
em A e as transformacoes naturais identidades como isomorfismos.

Definig¢ao 2.4. Sejam B, B’ duas bicategorias. Um morfismo F' de B para
B’ consiste de:

(i) Uma funcao F: B — B
(ii) Para cada par A, B € B, um funtor Fup : B(A,B) — B (F A, FB).
(iii) Para cada A, B,C € B, transformagoes naturais:

Ia

B(C,D) x B(A, B) : B(4,C) 1 B(A, A)
=)
FpoxXFap $ang Fac ‘[%‘A 4 Faa
B(FB,FC) x B'(FA, FB) B/(FA, FC) B'(FAFA)

Cl

Dado g € B(B,C) e f € B(A, B), vamos nos referir a componente de
baBey em g x f como ¢gp: Fgo Ff — F(go f).

A transformacao natural ¢4 consiste de uma tnica 2-célula em B, ¢4 :
1FA — F(lA)

Quaisquer 1-células f, g, h com apropriados dominios e contradominios
satisfazem os axiomas dados pelos seguintes diagramas comutativos:

Px1

(FhoFLg)oFf F(hog)oFf F((h T)Of)
Fho(Fgo Ff) ™ FhoF(gof) 3 F(ho(go f))

Ffollh, 2% FfoFI,—~F(fol,)

Ef
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IhpoFf-2S FlyoFf—2~F(Iyo f)

‘| /

Ef

No caso onde o morfismo F' preserva associatividade e unidade a menos de
isomorfismo, isto é, para cada A, B,C € B, ¢4 e ¢papc sao isomorfismos
naturais, chamamos F' de homomorfismo. Quando todos os ¢4, ¢papc sao
igualdades, F' ¢ um homomorfismo estrito. Se B e B’ sdo 2-categorias, um
homomorfismo estrito é chamado de um 2-funtor.

Defini¢ao 2.5. Dados morfismos entre bicategorias F,G : B — B’, uma
transformacao o de F' para G consiste de:

(i) Para cada A € B, existem 1-células componentes 04 : FA — GA.

(ii) Transformagoes naturais  B(A, B) Fas B'(FA, FB)

Gas " (0B)«

B(GA,GB)

B(FA,GB)

oa)*
Onde (04)* e (0p)« indicam respectivamente os funtores induzidos pela
pré composi¢do com o4 e pés composicdo com og. Dado f € B(A, B), o
fornece a 2-célula dando a componente de o045 de Gf o 04 para ogo Ff.
Dados 1-células f e g com dominios e contradominios apropriados, as
transformacoes obedecem os diagramas comutativos abaixo:

(1’71

(GgoGf)ooa—2-Ggo(Gfooa) "L Ggo(opoFf) = (Ggoop)oFf > (000 Fg)o Ff >0 o0 (Fgo Ff)

Px1 1x¢

G(go f)ooa 507 ocoF(go f)

11



Il.,o04 oA oa0 Iy
Px1 1x¢
GIAOO'A oI, O'AOFIA

No caso onde todas as o4 sao isomorfismos naturais, o é uma transfor-
magao forte. Além disso, no caso em que B e B’ sao 2-categorias e F, G sao
2-funtores, se cada o4p é uma identidade nds temos a condigao para que o
seja uma 2-transformagao natural.

Defini¢ao 2.6. Dados morfismos entre bicategorias, F,G : B — B’ e trans-
formacoes 0,0’ : F = (G, uma modificacao I' : 0 — ¢’ sd@o dadas pelas
2-células componentes 'y : 04 — oy : FA — GA para cada A € B tal que
os seguintes diagramas comutem:

1«
Gfoop—2—~>Gfod,
oy a}
opo Ff o ogo Ff

A seguir veremos dois exemplos importantes que estao diretamente rela-
cionadas ao Teorema da Coeréncia para bicategorias.

Exemplo 2.7. Dados B e B’, vamos construir a bicategoria [B,B]. Suas
0-células serao os homomorfismos de B para B’, 1-células serdo as transfor-
magoes fortes e 2-células as modificagdes. Se [B, B'] fosse uma 2-categoria,
dado qualquer homomorfismo F : B — B, a transformacao identidade forte
1p : F — F teria componentes identidades estritas (1p)4 : FA — FA. En-
tretanto, os objetos F'A estao em B’, uma bicategoria, e os objetos de uma
bicategoria nao necessariamente possuem morfismos de identidade estrito,
assim B, B'] ndo é necessariamente uma 2-categoria. Entretanto, quando B’
¢ uma 2-categoria, nos temos os morfismos estritos de identidade exigidos
e [B,B'] é de fato uma 2-categoria. Por exemple, para toda bicategoria B,
(B, Cat] e [B?, Cat] sdo 2-categorias.
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Exemplo 2.8. Para qualquer bicategoria B, existe um mergulho de Yoneda
Y : B — [B, Cat] que mostraremos que ¢ um homomorfismo.

A parte fungao de Y mapeia cada objeto B € B para B(_, B), um homo-
morfismo de B para Cat. O homomorfismo B(_, B) leva cada A € B para
B(A, B), que é uma categoria por defini¢ao de bicategoria.

As informacdes restantes para definir o mergulho de Yoneda é dado pelos

funtores:
Yap 1 B(A, B) = [B,Cat](B(_, A), B(_, B))
A B(_,A)
fl — ﬂfO(_)
B B(_,B)
e transformacoes naturais
B(B,C) x B(A, B) —— B(A,C)
YpexYac Az Yac

[B,Cat](B(_,B),B(_,C)) x [B,Cat|(B(_,A),B(_, B))

Dados morfismos f € B(A, B) e g € B(B, (), nos seguiremos o diagrama
acima em ambas as direcoes, chegando as transformacoes

B(_,A)=B(_,C):

(g]f) (g,f)%ng
((go () (fo())——=go(fo()) (gof)o()

Contornando & esquerda e a parte inferior do diagrama, A transformacao
que chegamos tem componentes dadas pela p6s composicao com f seguida
pela pos composicao com g, e pela outra direcao, a transformacao tem com-
ponentes dadas pela pos composi¢ao com go f. Assim, ¢4 ¢ uma modificagao
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partindo desta primeira composicao para a segunda. Como essas transforma-
¢oes sao entre funtores mapeando em Clat, suas componentes em um objeto
D e B sao funtores B(D, A) — B(D,C). A componente da modificagao ¢,
em D, (¢4f)p, é entdo uma transformacao natural entre esses dois funtores.
Dado um morfismo h € B(D, A), a componente de (¢,7)p em h, que mapeia
de go(foh) para (go f)oh, é dada pela componente em (g, f, h) de apapc
da definigao de B ser uma bicategoria.

Além disso, pela definicao de bicategoria, apapc € um isomorfismo natu-
ral, consequentemente todas as suas componentes sao isomorfismos. Assim,
como as componentes de (¢gr)p sdo isomorfismos, (¢,r)p é um isomorfismo
natural. Por outro lado, ¢ apc é um isomorfismo porque as 1-células em B
sao associativas a menos de isomorfismo. Além disso, o mergulho de Yoneda

é de fato um homomorfismo porque [B, Cat] herda a estrutura de composigao
de B.

A seguir, definiremos os conceitos de equivaléncia interna e biequivaléncia.
O primeiro se refere a uma nocao de comparacao entre dois objetos em uma
bicategoria, ja o segundo se refere a uma nocao de comparacao entre duas
bicategorias.

Definicao 2.9. Dois objetos A e B em uma bicategoria B sao internamente
equivalentes se existem 1-células f : A — B e g : B — A e isomorfismos
1—gofem B(A,A)e fog—1em B(B,B).

Exemplo 2.10. Uma equivaléncia em categorias é uma equivaléncia interna
em C'AT. Uma equivaléncia interna em [B, C AT] entre homomorfismos F, G :
B — CAT consiste de transformacgoes fortes o0 : F' = G, 7 : G = F tal

que temos os isomorfismos 1 — 7 oo em [B,CAT|(F,F)eocoT — 1 em
[B,CAT|(G, Q).

Definigao 2.11. Duas bicategorias B e B’ sao biequivalentes se temos um
par de homomorfismos F' : B — B, G : B’ — B com uma equivaléncia
1 — Go F em [B, B] e uma equivaléncia F'o G — 1 em [B', B'].

Além disso, assim como uma equivaléncia de categorias também pode
ser dada por um funtor que é fiel cheio e essencialmente sobrejetivo, uma
biequivaléncia entre bicategorias B e B’ pode ser dada por um homomorfismo
F: B — B onde F' é sobrejetivo a menos de equivaléncia nos objetos, e Fap
¢ uma equivaléncia para cada A, B € B. (prova referéncia [2]).

14



3 Lema de Yoneda e Teorema da Coeréncia
para Bicategorias.

Nesta secao provaremos o Lema de Yoneda para bicategorias, no qual usare-
mos na demonstracao do Teorema da Coeréncia para Bicategorias.

Lema 3.1. Dado um homomorfismo T : B — Cat de bicategorias, temos a
sequinte equivaléncia em [B,Cat]:

[B,Cat|(B(?, ),T)— T ou dualmente, [B?,Cat] — T.

Demonstragao. O homomorfismo [B, Cat]|(B(?, ),T) mapeia um objeto X €
B para [B,Cat|(B(X, _),T), a categoria das transformacoes de B(X,) para
T, que sabemos ser uma categoria pela defini¢ao de [B, C'at] como uma bica-
tegoria.

Demonstraremos essa equivaléncia construindo transformacoes fortes o e
7 onde cada componente da uma equivaléncia de categorias. Comecaremos
construir tais transformacoes.

Para cada A € B, sejam

oa:[B,Cat](B(A, ), T)—TA Ta: TA — [B,Cat](B(A, ), T)
ar— & =ay(ly) ar—a:B(A, _)=T

« OéA<IA) (d)B : B(A, B) — B

\r — (FA)IAL fr—Tf(a)

s Ba(la)
a Q AB Sap = ZA)B

]

b b (hp)y="Tf(h)

Primeiramente, mostraremos que essas aplicacoes estao bem definidas
demonstrando que é uma transformagao forte de B(A, ) para T. Assim,
queremos encontrar isomorfismos naturais:
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B(A, )Bc

Tpc aang (o)«
Cat(TB,TC) G Cat(B(A, B),TC)

Seguindo o diagrama acima em ambas as dire¢oes para um f € B(B,(C),
temos:

]‘ f'—>gH1fog
Tf——=g—TfoTg(a) g—=T(fog)(a)

Isto &, n6s chegamos a dois funtores de B(A, B) para T'C', cujas respectivas
acoes em um arbitrario g € B(A, B) sdo dadas acima. A componente de apc
em f é uma transformacao natural entre esses funtores. Seja a componente
dessa transformacao natural em g dada pela componente de ¢, em a, onde
¢ry € a componente em (g, f) de papc. Como T é homomorfismo, ¢apc
¢ um isomorfismo natural, consequentemente spc é um isomorfismo como
desejado.

A seguir, mostraremos que para qualquer A € B, 04 e 74 fornecem uma
equivaléncia, vamos exibir um isomorfismos naturais:

n:lBcaBa, )1) = TACOA€€:040Ta = 172

Primeiro, trabalharemos e:

Observe que 04 074 ¢ um funtor de T'A para T'A que envia a € T'A para
TIA(a).

Pela definicao de T' ser um homomorfismo, existe um isomorfismo natural
gbATl :TIy — Ips. Como Iy € a unidade em T'A € Cat, uma 2-categoria,
ele é simplesmente o funtor identidade. Assim, nés temos um isomorfismo
ng;‘l 0407y — 17, como desejado.

Agora, exibiremos 7:

Observe

16



Ta004:[B,Cat](B(A, ), T) — [B,Cat](B(A, ),T)
a:BA, )=>T+—a:BA )=T
5:B(A,B) — TB op:B(A,B) — TB
[ ap(f) fr=Tf(aa(la))

Como « ¢ transformacao forte, temos um isomorfismo natural a,pz:

B<A7 B) — CCLt(B(AaA)7B(AJ B))
Tap iz (o)«
Cat(TA,TB) Cat(B(A,A), TB)
aA)x

Percorrendo o diagrama em ambos os sentidos temos:

T f%———+ngog
Tfr——sg+— Tfoasg) g—ap(fog)

Em particular, para ¢ = I4, temos um isomorfismo entre ag(f o I4)
e [y — Tfoaus(ly). Também, f o I, é isomorfo a f pela definicao de
bicategoria. Portanto, construimos um isomorfismo

(Oéf)IA o OéB(’/’_l) o — Tf o OéA(IA).

Teorema 3.2. Toda bicategoria é biequivalente a uma 2-categoria.

Demonstragao. Dada uma bicategoria B, afirmamos que B é biequivalente
a imagem cheia de um mergulho de Yoneda Y, isto é, a subcategoria S
de [B?,Cat] com objetos YB; B € B e para cada C,D € B, morfismos
S(YC,YD) = [B?,Cat](YC,Y D). Para demostrar a biequivaléncia dese-
jada, mostraremos que Y, o mergulho de Yoneda com contradominio restrito
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a S, satisfaz o critério alternativo mencionado na defini¢do 2.11 (uma bie-
quivaléncia entre bicategorias B e B’ pode ser dada por um homomorfismo
F: B — B’ onde F é sobrejetivo a menos de equivaléncia nos objetos, e Fap
é uma equivaléncia para cada A, B € B).

Primeiro, Y’ é sobrejetivo a menos de equivaléncia nos objetos como,
por construcao, ele satisfaz a condicao forte para ser sobrejetivo nos objetos.
Entao, para cada A, B € B, Y,z = Yap é a componente em A da equiva-
léncia dada pelo Lema de Yoneda para Bicategorias aplicado ao caso onde
T = B(_,B). E como visto na prova do Lema de Yoneda (Lema 3.1), as
componentes da equivaléncia sao equivaléncias de categorias.

O
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