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Resumo

Neste trabalho mostraremos que toda categoria monoidal é monoidalmente equiva-
lente a uma categoria monoidal estrita. Tal resultado é conhecido como "MacLane’s Strict-
ness Theorem", e nos permite trabalhar mais livremente com as categorias monoidais, uma
vez que, numa categoria monoidal estrita, as transformagdes naturais de associatividade,
multiplicacao 4 direita e & esquerda se tornam as respectivas transformacoes naturais de iden-
tidade, ou seja, dada uma categoria monoidal estrita C, temos que (X QY )®Z = X®(Y®Z2)
e X®1=X=1® X, paratodo X,Y e Z € C.
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1 Introducao

A Teoria de Categorias surgiu na década de 40 nos estudos de S. Eilenberg e S.
Maclane em Topologia Algébrica. Os mesmos introduziram os conceitos de categorias, fun-
tores e transformacdes naturais, com o objetivo de compreender os processos que preservam
estruturas matematicas.

Esta teoria traduz estruturas matematicas e seus conceitos através de uma colecao
de objetos e flechas, e vem sendo utilizada para formalizar conceitos abstratos de alto nivel,
como conjuntos, anéis, grupos, algebras de Hopf entre outros. Embora recente, a teoria de
Categorias vem se tornando um dos grandes pilares da matemética contemporanea, uma
vez que permite compreender propriedades e resultados cada vez mais gerais sobre classes
de objetos de uma mesma estrutura, ou ainda, tornando-se um ambiente fértil para tratar
relacdees existentes entre diferentes estruturas matematicas.

Neste sentido, podemos pensar que a Teoria de Categoria é um refinamento (ou

categorizacdo) da algebra ordinaria, em outras palavras, podemos pensar que estruturas



algébricas usuais sdo recuperadas de estruturas categéricas correspondentes passando pelo
conjunto da classe de isomorfismos dos objetos.

Por exemplo, podemos pensar que categorias pequenas sao uma categorizagdo da
noc¢ao de conjuntos, ou ainda, categorias abelianas categorizam grupos abelianos. Particu-
larmente, categorias monoidais sdo uma categorizagdo da nocao de mondide.

Lembramos que os mondides sdo uma das estruturas mais fundamentais da algebra
ordinéria, podendo ser definido por uma terna (M,-,1), em que M é um conjunto, cdot :
M x M — M é uma operacio de multiplicacio associativa, 1 € M tal que 12 = 1 e existem
bijecbes 1-, -1: M — M, em que a ultima condicao é quivalente a dizer que 1-x = -1 = .

Categorizar a definicao de mondide, significa entao trabalhar com uma estrutura
mais simples (fundamental) na teoria de categorias, e a ideia para categorizar tal defini¢do
consiste simplesmente de traduzir as igualdades da definicdo de monodide via isomorfismos
satisfazendo propriedades consistentes, em que a palavra "bijecao” é substituida pela palavra
"equivaléncia’.

O foco deste trabalho consiste em demonstrar que toda categoria monoidal é mo-
noidal equivalente a uma categoria monoidal estrita, que tem estrutura monoidal ainda mais
simples, uma vez que a associatividade e as multiplicagoes a direita e & esquerda pela uni-
dade sao transformacoes naturais monoidais. Este resultado é conhecido como o teorema de
estritizacao de MacLane’s e traz como beneficio o fato de podemos simplificar ainda mais
nossa estrutura béasica, o que a torna mais simples de ser estudada.

Como referéncia basica, citamos [I], [2] e [3].

2 Categorias monoidais

Definicao 2.1 Uma categoria monoidal é uma séxtupla (C,®,1,a,l,7) em que:
(i) C € uma categoria.

(ii) ® : € x € — € € um funtor dado por
BXY) =XV e @(f,9)=[®y,

para X, Y €Ce f: X =Y, qg: X' =Y morfismosem C, em que fRg: XX - Y Y.
(iii) 1 € C € chamado objeto unidade.

W) {axyz (X QY)®Z XY ®Z): XY, ZcC},{Ix:19X - X:XecC}e
{rx : X®1— X : X € C} sdo isomorfismos naturais tais que, para quaisquer X,Y, Z,W €

C, os diagramas abaizo comutam:



Azxioma do Pentdgono

(XRY)RZ) QW

ax,y,z®Idw axey,z,w
XoYoZ)eWw (XoY)® (ZoW)
ax,yez,w axy,zow

X((Y®2) W)

XY (ZoW))

ldx®ay,z,w

Azioma do Tridngulo

ax1,y

(X21)QY X®(1eY)

Tx®m A@ly

X®Y

ou seja,

axyzewaxeyzw = (idx ®ayzw)axyezwaxyz® idw),

rx ®idy = (idx ®ly)axiy-

Em relacao a nomenclaturas, observamos que:

Observacao 2.2 O funtor ® € denominado produto tensorial, muito embora nem sempre
seja um produto tensorial ordindrio. Os isomorfimos naturais a e l,r sdo chamados respec-
twamente de associatividade e unidade. E para X,Y,Z € C, axy,z e lx,rx sao chamados

de isomorfismos de associatividade e de unidade, respectivamente.

Observacao 2.3 Uma categoria monoidal é representada por C quando o funtor produto
tensorial, o objeto unidade e os isomorfismos naturais de associatividade e unidade estdo

subentendidos.

Ainda, para elucidar um pouco mais as propriedades que temos nessa definicao,

notamos que:

Observacgao 2.4 Note que se f : X - Y, f': X' Y g:Y - Zeg :Y — 7



morfismos em C, temos:

gf@df =@ged)(fef),

e se tomarmos f: X =Y e g: X' = Y' isomorfismos em C, entdo existem f~1:Y — X

eg Y = X' e wvale que:

(fleghHfeg = flfegly = idx®idx
= ®(Z'dx,idX/) = ®(id(X,X’))

— id@(X,X’) — idX@X/.
E ainda, (f ® g)(f~' © g7') =idygy:. Logo, (f®g)™' = fr@g"

Observacao 2.5 Como idx®¢' f' = (idx ®¢')(idx ® f'). Entdo, para X, Y € @, podemos

considerar os funtores:

e X®—:C—Ctaisque ( X®—)(Z2)=X®Ze(X®—)(f) =idx ® f, para todo

Z € C e f morfismo em C;

e —®Y :C—Ctais que (—RY)(Z)=2ZRY e (—Y)(f) = f®idy, para todo Z € C

e [ morfismo em C.

Com isso, temos que se (€, ®,1,a,l,7) ¢ uma categoria monoidal, entao a categoria
oposta (C?,®,1,a~ 1,171, 7~1) também & uma categoria monoidal. Uma outra categoria

monoidal associada a € é a categoria reversa, definida abaixo.

Defini¢ao 2.6 Seja (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. A categoria reversa a C é a
categoria monoidal (C™V, @V 17 "V 1"V r"®) em que:

(i) e = ¢;

(il) @™ : € x C — C € o funtor definido por

XY =YX e fR%g=9g® f,

pare quaisquer X, Y € C e f,g morfismos em C;
(iil) 17 =1,

Tev Tev

(iv) a’¢5 7 = aE,lY,X= " =rx er¥’ =lx, para quaisquer X,Y,Z € C.
Abaixo trazemos alguns exemplos de categoria monoidal.

Exemplo 2.7 Set. Considere a séxtupla (Set, x,{*},a,l,r), em que x : Set x Set — Set

é o produto cartesiano, {*} € qualquer conjunto unitdrio e, para X,Y,Z conjuntos, temos



08 1somorfismos naturais:

axy,z: (XXY)XZ — XX(YXZ),

(z,9),2) = (z,(y,2))

Ix: {x}xX — X e rx: Xx{x} —- X

(x,2) +— = (x,x) +— =

e é facil ver que satisfazem os aziomas do pentdgono e do triéngulo, e portanto (Set, X, {x},a,l,r)

€ uma categoria monoidal.

Exemplo 2.8 Vecty. Considere a séxtupla (Vecty,®y, k,a,l,7), em que k é um corpo,
®y : Vecty x Vecty, — Vecty é o produto tensorial sobre k e, para X,Y, Z conjuntos, temos

0s 1somorfismos naturais:

axyz: (X@Y)®Z —» XY ®2),
(TRYy)®z — (Y =2)

Ix: kX — X e ry: X®k — X

1®xr — =z r®1l — «x

entao (Vecty, @, k,a,l,r) é uma categoria monoidal.

Exemplo 2.9 C(G,w). Sejam k um corpo, G um grupo e w um 3-cociclo, ou seja, w :
G xGxG—k\{0} =k, ¢ uma funcao tal que, para quaisquer a,b,c,d € G,

w(a, b, c)w(a,be,d)w(b, c,d) = w(ab, c,d)w(a,b,cd).

A categoria C(G,w) € dada por objetos sendo k-espacos vetoriais G-graduados (X €

C(G,w) se X ¢ um k-espaco vetorial e X = P, .o Xy, em que X4 sio k-subespagos de X)

e
e morfismos f : X — Y sendo transformacoes k-lineares tais que f(Xy) C Yy, para todo
g€ G, em que X = @gGGXQ eY = @gGGY!] € C(G,w).

Ainda, dados X = @ Xg Y = D,eqYy € C(G,w), temos que X ®Y €
C(G,w) com graduagio X ®Y =@ (X ®Y)y, em que (X @Y )g =Dy y Xa ®@ V5.

O objeto 1 € C(G,w) € o corpo k com graduagio k = ®g€G d1 gk, em que 514 € 0
delta de Kronecker e @ = Q.

Por fim, sejam X,Y,Z € C(G,w). Para quaisquer a,b,c € G, x € Xq,y € Y} €



z € Z., consideramos as sequintes transformagoes k-lineares

axyz: (XQY)®Z7Z — X (Y ®Z),
(z@y)®z — wlabc)re(ye =2)

Ix: kX — X e ry: X®k — X.

ler = w(l,l,a)  z r®1 — w(a,1, 1)z
Entao (C(G,w),®,1,a,l,7) é uma categoria monoidal.
Os resultados que veremos a seguir, embora apresentados aqui, sdo de grande
importancia na demonstracao do Teorema principal deste trabalho. Por se tratarem de

resultados bésicos, apresentaremos a demonstracao dos mais importantes e indicaremos os

demals.

Proposigao 2.10 Sejam C wma categoria monoidal e f,g : X — Y morfismos em C tais

que Id1 ® f=1d1 ®g. Entdo f=g.
Demonstragao: Note que, pela naturalidade de [, podemos considerar o seguinte diagrama:
10X %X
Idi@g || Idi®f 9||f

1Y ——Y

ly

ou seja, flx =ly(Id1 ® f) =ly(Id1 ® g) = glx.
Logo, flx = glx, e como [x é um isomorfismo, temos que f = g. Do mesmo modo,

f®Idy =g ® 1Idy o que implica f = g. |

Proposicao 2.11 Sejam (C,®,1,a,l,7) uma categoria monoidal ¢ X, Y € C. Entao os

diagramas abaizo comutam:

1eX)®Y ey 12(X®Y) (XoY)®l X®((Y®1)

lm % M %f

X®Y XQ®Y

axy,1




Demonstracao: Consideremos o diagrama

a1,1,x®Idy

(1®1)X)®Y 11eX)eY

1

1eoX)oy |

a191,X,Y (2) a1,x,y (3) a1,19X,Y

1®1)®(XeY) 19(XQY)e——— 12 (1eX)QY)

r1®Ildxgy Id1®(lx®ldy)

1212 (X®Y)) (5)

em que (5) é o diagrama formado pelas flechas da borda.

A comutatividade do diagrama (1) é dada pelo axioma do tridngulo para 1, 1 e X,
(2) e (3) da naturalidade de a para os objetos 1 ® 1, X, Y e 1, X, Y respectivamente, (4)
do axioma do triangulo para 1,1 e X ® Y e (5) do axioma do pentdgono paral,1, X eY.

Assim, é facil ver que (x) é comutativo, e como a11gx,y € a1,1,x ® Idy sdo
isomorfismos, segue que Id; ® (Ix ® Idy) = (Id1 ® Ixgy)(Id1 ® a1,x,y), ou seja, tem-
se que Idy ® (Ix ® Idy) = Idy ® Ixgya1,x)y, ¢ dai, pela Proposicao m, segue que
Ix ® Idy = lxgya1,x,y.- Logo, o primeiro diagrama comuta. J& a comutatividade do
segundo diagrama segue da comutatividade do primeiro diagrama para C"°. |

Para os proximos dois resultados, indicamos [1]| para a demonstragao.

Proposicao 2.12 Seja (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. Entdo
(i) lhex = Id1 ® lx, para todo X € C;
(il) rxe1 = rx ® Idy, para todo X € C;

(111) ll =T1.

]
Podemos verificar também que o objeto unidade é Ginico, a menos de isomorfismo.
Mais especificamente, para ternas (1,1,7) e (1',1',7'), existe um tnico isomorfismo ¢ que

respeita os isomorfismos de unidade. O resultado é dado pela seguinte proposicao.

Proposi¢ao 2.13 Sejam (€, ®,1,a,l,7), (C,®,1,a,l',r") categorias monoidais e X € C.

Entao existe um tnico isomorfismo ¢ : 1 — 1’ tal que os diagramas



(RIdx Idx®¢

(1®X) '® X X®l1 Xl

k Uy R T
X

X
comutam. Tal isomorfismo € unico com a propriedade do primeiro ou sequndo diagramas

comutarem.

O
Como categorias monoidais possuem propriedades adicionais, podemos definir os

funtores que preservam tais propriedades.

Definicao 2.14 Sejam C,D categorias monoidais. Um funtor monoidal entre C e D € uma
terna (F,C,®), em que:

(i) F: C— D é um funtor;

(i) ( : @0 (F x F) —» Fo® é um isomorfismo natural, isto ¢, dados X,Y € C, temos
(xy  FX)@FY)—>FX®Y);

(iii) ¢ : 1 — F(1) é um isomorfismo em D;

e além disso, para quaisquer X,Y,Z € C, os diagramas abaizo comutam:

¢x, y®1dV W‘) JF(Y),F(Z)

FIX®Y)QF(Z Z))

(xev.z Idp(x)®Cy,z

(X0Y)® Z) )@ F(Y ® 2)
F(axx A@z
FX®(Y®Z)
10 F(X) — Y px) F(X)®1 Y px)
PpRIdp(x) F(lx) Idp(x)® F(rx)
F(1) @ F(X) —— Fle X) F(X)® F(1) —— F(X©1)



Observacgédo 2.15 Dados f : X — X', g : Y — Y’ morfismos em C, o diagrama de

naturalidade de ¢ é
Cx,y

F(X)® F(Y) F(X®Y)

F(f)®F(g) F(f®g)

F(X)® F(Y') —— F(X'®Y").

X/ y!

Exemplo 2.16 Seja (€, ®,1,a,l,7) uma categoria monoidal. A terna (Ide,(!%, plde) ¢

um funtor monoidal, em que C)chg} =idxgy, para X,Y € C e ¢l% = Id;.

Definicdo 2.17 Sejam C, D e & categorias monoidais, e funtores monoidais (F,(Y, ¢%) -
C = De(GC%¢%) D = &. A composicio de (G,(%,¢%) e (F, (P, ¢") € dada pela
terna (G o F,(C°F ¢G°F em que, para quaisquer X,Y € C, as composicies Cgof e G

sao dadas por:

G(F(X))® G(F(Y)) 24 GF(X®Y)) 1 - G(F(1))
<§<x>k Gk y) K %)
GF(X)® F(Y)) G(1)

ou seja,

S = Gk y)Fixy rory € 097 = G676

)

Proposicao 2.18 A composicdo de funtores monoidais é um funtor monoidal.

Demonstracao: Claramente valem os itens (i), (ii) e (iii) da Defini¢ao restando

provarmos a comutatividade dos diagramas dados na defini¢do, ou seja,



(GoF(X)®GoF(Y))®GoF(Z)

G F@ldgor(z) AGoP(X),GoF(Y),GoF(Z)
GoF(X®Y)®GoF(Z) GoF(X)®(GoF(Y)®GoF(Z))
Koz Tdgor(x)®GY Y
GoF((X®Y)® Z) GoF(X) GoF(Y ® Z)
GoF(ax,y,z) (¥ ez

GoF(X® (Y ®Z))

lco rGo
10 GoF(X) —" |, qoF(X) GoF(X)®1 — , GoF(X)
G F@Idgor(x) GoF(lx) Idgop(x)®@¢C°F GoF(rx)
GoF(1)® Go F(X) EGOF(I@X) GoF(X)®GoF(1) — GoF(X®1)
X X,1

sao comutativos, para quaisquer X,Y, Z € C. De fato, como F' e G sdao funtores monoidais,

e utilizando a definicao de (“°F, o diagrama do hexagono se torna

10



AG(F(X)),G(F(Y)),G(F(2))

(F(Y))) @ G(F(Z))

Glap(x),F(v),F(2))

GoF(ax,y,z)



que é comutativo, visto que (1) e (4) o sdo, pela naturalidade de (9, (2) comuta pois G é um
funtor monoidal e (3) pois F' é funtor monoidal e G funtor. Da mesma forma, utilizando a

definicao de ¢@°F e I, F(X), 0 primeiro diagrama do quadrado se torna

lgor(x)

1@ G(F(X)) G(F(X))

$C®Ide(r(x)) (1) GQ?OO\

TP
¢G5 FRIdgrx)) |G(1) ® G(F(X)) G1® F(X)) G(F(ix))
(2)
G(eF)eldgrx)) (3) GeFoldpx))
G(F(1)) ® G(F(X)) — G(F(1)® F(X)) - G(F(1® X))
CF(l),F(X) G(Cl,x)

GoF
1,X

em que (1) é comutativo pois G ¢ funtor monoidal, (2) pois F' é funtor monoidal e G é funtor,
e (3) comuta por conta do axioma de naturalidade de ¢“. Portanto, o diagrama formado
pelas flechas de fora ¢ comutativo. Analogamente, provamos que rgop(x) ¢ comutativo e

portanto, a composicdo de funtores monoidais é um funtor monoidal. |

Definicdo 2.19 Sejam C,D categorias monoidais e (F, (T, o), (G, (%, ¢%) : € — D funto-
res monoidais. Uma transformagdo natural monoidal entre (F, ¢, ¢T) e (G,¢%, ¢%) é uma
transformacgao natural p : F — G tal que, para quaisquer X, Y € C, os diagramas abaizo

comutam:

FX) o FY)" ™ q(xX) 0 G(Y)

1
G
ng Cg,y y X

FIX®Y) G(X®Y) m

UXRY
ou seja,

g)G(,Y(/JX ® py) = NX@YC)I;,Y e ¢% ="

Um isomorfismo natural monoidal é uma transformacdo natural monoidal que é
um isomorfismo natural. Ainda, € e D sdo ditos monoidalmente equivalentes se existem

funtores monoidais (F,(F,¢f) : € — D, (G,¢%,¢%) : D — € e isomorfismos naturais

12



monoidais : Go F — Ide ev: FoG — Idp.

3 Mac Lane’s Strictness Theorem

No capitulo anterior, introduzimos a noc¢dao de categoria monoidal, e apresenta-
mos defini¢des e resultados pertinentes a este trabalho. Agora, nos dedicaremos a definir
uma categoria monoidal estrita e demonstrar que toda categoria monoidal é monoidalmente
equivalente a uma categoria monoidal estrita.

Este teorema garante que muitos problemas e propriedades de categorias monoidais
podem ser reduzidos ao caso em que tais categorias sdo estritas, cujas estruturas monoidais

sao mais simples.

Definicao 3.1 Uma categoria monoidal estrita é uma terna (C,®,1), em que C é uma

categoria, ® : € X € — C € um funtor e 1 € C tal que, para quaisquer X,Y, 7 € C,
XeY)oZ=X Y ®Z2),1X=X=X®1

e as transformagoes naturais a, l e r sao as respectivas transformacgées naturais identidade.

Exemplo 3.2 Dada uma categoria qualquer €, podemos construir a categoria End(C) =
Fun(€C,C), cujos objetos sdo os funtores F' : C — € e Hompypee)(F,G) = Nat(F,G).
O morfismo identidade do funtor ' : € — € & a transformagao natural Id, : F' — F.
A composicao ¢ dada pela composicao vertical de transformacdes naturais. E facil ver que
(End(@),®, Ide) é uma categoria monoidal estrita, em que ® : End(C) x End(C) — End(C)
¢é definido por

®(G,F)=GoF ¢ ®(B.a)=fxa,

para quaisquer F,G € End(C) e f, a transformacoes naturais.

3.1 Construcao de uma categoria monoidal estrita

Seja (€, ®, 1, a,l,r) uma categoria monoidal. A ela podemos associar uma categoria
monoidal estrita, denotada por Ende(C) e definida pelo que segue:
(i) Objetos: sdo pares (F,c), em que F': € — € é um funtor e ¢: ® o (F X Ide) - Fo® ¢

um isomorfismo natural, ou seja, para quaisquer X,Y € C,

CX7y:F(X)®Y—>F(X®Y),

13



e de forma que, para quaisquer X,Y, Z € C, os diagramas abaixo comutam,

(FX)eY)®Z

. @
\(@mdﬂ p((b .
[ =

FXeY)®Z FX)®(Y®Z)
CXQY,Z CX,YRZ
F(X®Y)®Z2) FX®(Y®Z)
F(ax,y,z)

F(X)®1 o F(X)

Ck,‘ AX)
F(X®1)

ou seja,

CX,Y®ZOF(X),Y.Z Flaxy,z)exey,z(exy ® Idz)

(S TF(X) = F(Tx)CXyl.

(ii) Morfismos: para (F,cf), (G, c%) € Ende(@), um morfismo de (F,cf) em (G,c%) ¢ uma

transformacao natural « : F' — G tal que, para quaisquer X,Y € €, o diagrama abaixo

FX) ey 22 ax) ey

é comutativo.

(iii) Morfismo identidade: para cada (F,c) € Ende(C), o morfismo identidade é a transfor-

macao natural Idg : F — F.
(iv) Composigao de morfismos: é a composicao vertical de transformagoes naturais.
Note que a composicao esta bem definida. De fato, dados (F, ¢, (G, %), (H,cf) €

Ende(C)ea: F — G, B: G — H morfismos em Ende(C), entdo para quaisquer X,Y € C,

14



o diagrama

(Boa) x®Idy
/—\
F(X) oY 2 ax)yov 29, gix)ey
Xy (2) Sy (1) Xy
PXOY) e G ©Y) ——— H(X@Y)
\—/
(Boa) xar

é comutativo, visto que (1) e (2) o sdo (S e a sdo morfismos em FEnde(C)). E assim,
foa:F — H éum morfismo em Ende(C).

O produto tensorial em Ende(C), é definido por:

& : Ende(@) X End@((‘f) — E?”Ld@(e)
((Gch)v (F’ CF)) = ®((G7 CG)v (F’ CF)) = (Gv CG) ® (Fv CF) = (G oF, CGOF)a
(8, ) = ®f,a)=F@a=LF*a

para quaisquer (G, c%) ®@ (F,cf') € Ende(C) e B,a morfismos em Ende(C). Ainda, para

quaisquer X,Y € C, c)G(Of , & definido pela composicao

GoF

GF(X®Y))

ou seja,

GoF __ F G
Xy = G(CX,Y)CF(X),Y'

Devemos mostrar que ® ¢é de fato um funtor. De fato, basta ver que ® estd bem
definido, pois é facil ver que ®(Id(( .0y (rcry) = Ldg(.c0) Fery) € @B, ) o (a,a)) =
®(B,8") o @(a, '), para quaisquer «, 8, &', 8" morfismos em Ende(C).

Para vermos que x estd bem definido, mostraremos que (G o F,c“°F) € Ende(C)
e B xa é um morfismo em Ende(C), para quaisquer (F,cf),(G,c%) € Ende(C) e a, B

GoF

morfismos em Ende(C). Ja vimos que G o F' é funtor monoidal e ainda, e ¢ ¢ um

isomorfismo natural. Resta vermos que vale a comutatividade dos diagramas dados na
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defini¢ao dos objetos de Ende(C). De fato, para quaisquer X, Y e Z € C, temos que:

(GFX)eY)®Z

GFX®Y)eZz ’ GFX)Y)® Z GIF(X))® (Y ®2)

(3)

CG CG
F(X®Y),Z F(X)QY,Z

G(Cg‘(yy®ldz)
S, | GRF(XRY)® Z) GIF(X)® (Y ®2))

Glapx),y,z

GFX)eY)® 2) KVez

(2)

G(c§®y’z) G(C§<,Y®Z)

GF(X®Y)® Z)) S GF(X @ (Y ® Z)))

em que os triangulos sdo validos pela composicio, (1) vale pela naturalidade de ¢ e (2) e
(3) sdo respectivamente o axioma do pentagono para ¢’ e ¢, logo, vale a comutatividade

do diagrama e ng’?}lj‘@Za(GoF)(X),KZ =(Go F)(aXMZ)cg’;ﬁéFY’Z(c%}E ®idz). E também,

TG(F(X))

GoF(X)®1

Go F(X)

GF(X®1))

em que (1) é a definicao de c&°F, (2) e (3) valem pois (F,cF), (G,c%) € Endg(C) respec-
tivamente, ou seja, 7(gor)(x) = (G © F)(rX)c%’lF

Mostremos agora que B*a é morfismo em Ende(C). De fato, sejam (F, cf'), (G, c%),

16



(J,¢”), (H,c") € Ende(C), a: F — G e 3:J — H morfismo em Ende(€), temos que:

(Bra) x@Idy
(1)
Brix)®1d H(ay)®ld
JFX) &Y — 2 gp(x) oy — P gex) ey
Ch(x),Y (4) Chx)Y (2) CG(x).y
cfel J(F(X Y H(F(X Y H(G(X Y clleg
Xy (F(X)®Y) p—— (F(X)®Y) Hoxalis) (GX)®Y) Y
Jlex,y) (5) H(C§,Y) (3) H(cK y)
J(F(X @Y)) HF(X 2 Y)) H(G(X &)
(Bxa) x oy

em que (1) vem do fato que (8 * a)x = H(ax)Bp(x), (2) vale por causa da naturalidade
de CH (3) por a € Ende(C), (4) pois B € Ende(€) e (5) vem da naturalidade de (3, logo,
o diagrama de fora ¢ comutativo e vale que cgof((ﬁ xa)x ®idy) = (0 * a)X®yc§(°§.

No par (Ide,c'?), consideramos cggg, = idxgy, para quaisquer X,Y € C. E é

claro que (Ide,c'%) € Ende(C).

Lema 3.3 (Ende(@),®, (Ide,c'¥)) como definida anteriormente, é uma categoria monoi-

dal estrita.

Demonstracio: Sejam (F,c), (G, ), (H,c?) € Ende(C). Devemos mostrar que:
(H.c™) @ (G, %) @ (F,c") = (H, ") @ (G,c%) @ (F,c"))

(Id@,clde) (029 (F, CF) — (F7 CF) — (F,CF) ® ([de,clde),
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O que, pela definigao de ®, significa provar que:
((H o G) o F,cHGFY = (H o (G o F), cHo(GoF))

(Ide o F, !ty = (F, ') = (F o Idg, ¢f"°1de).

Sabemos que (HoG)oF = Ho(GoF)eldeoF = F = F o lIde. Provemos

entdao que cHoGF — (Ho(GoF) o cldeoF — F — cFolde  Pyry quaisquer X,Y € C, como

c(HoG)oF . [T o G(CQ,Y) HoG Ho(GoF)

- GoF' H .
CCrx)y €¢ = H(Cxc,)y) © CQF(X)),Y" temos que:

R Y HoG(c% )

H(GF(X @Y)))

HGF(X)®Y)

é comutativo, uma vez que os tridngulos sdo comutativos pela definicao de c¢1°F e H(c%°F).

IdeoF F Folde ._ 1o/ Ide .F _ F
Da mesma forma, como cx' " = Ide(c y) ecxy ¢ = F(c Clae(X)y = F(IdX@)YCId@(X),Y’

entdao o diagrama

Ide _
X,y CF(X),Y*MF(X)@@Y

F(X®Y) FX)®Y FX)®Y

F(X®Y)

¢ comutativo e vale que ¢/%°F = ¢F" = ¢Folde,

Portanto, (Ende(C),®, (Ide,c'¥)) é uma categoria monoidal estrita. [ |

3.2 Teorema de Mac Lane

A partir de agora, nos dedicaremos a mostrar que existe uma relacao de equivaléncia

entre uma categoria monoidal € e sua respectiva categoria monoidal estrita Ende(C).

Teorema 3.4 Toda categoria monoidal é monoidalmente equivalente a wma categoria mo-

notdal estrita.
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Demonstragao: Sejam (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal e Ende(C) a categoria

monoidal estrita definida no Lema Temos de mostrar que existem funtores monoidais

F . e —  Ende(C)
g: Ende(G) — €

tais que
a: GoF — Ide

5 i Fo§ — IdEnd(g(e)
sao isomorfismos naturais monoidais.

De fato, defina
F: € — Ende(C)

W = (Fw,W)

g — F(9):Iw =Ty,
para quaisquer W € Ce g : W — V morfismo em C, em que Fyy = W ® — : € — C, isto &,
Fw(X)=W®X eFw(g) =idw ® g, e assim,

A Tw(X)RY =(WeX)0Y - Fw(X oY) =W (XaY),
ou seja, ci‘f’y = aw,x,y e também
F@)x Fw(X)=WeX ->FyX)=VeX,

ou seja, F(g)x = g ® Idx.
Mostremos que F estéd bem definido e ¢ um funtor. Iniciamos provando que F esta
bem definido, ou seja, F(W) = (Fy,"W) € Ende(C) e F(g) é um morfismo em Ende(C),

para W € € e g um morfismo em €. De fato, para quaisquer X,Y,Z € C, note que o0s

diagramas
FwX)RY)®Z
PRy o
(‘;S;N?[@ 17/(*)’}73
Fw(XY)®Z Fw(X)® (Y ® Z)
Ci‘gy,z Cf{%@z

Tw(XeY)® 2)

Fw (X @ (Y ®2))

Fw(ax,v,z)

19



TFpy (X)

Fw(X)®1 Fw (X)
cm A(TX)
X1
Fw(X ®1)

sao comutativos, pois, se usarmos a definicdo de JF, eles tornam-se

(WeX)eY)®

y \
\7\]

(W& (X®Y)) WeX)e (Y Z)

AW, XQY,Z AW, X, Y®Z

We(XeY)® 2) We (XY ®Z)

ldw®axy,z

WeoX) 9l — W e X
awkj A@TX
W ® X®1

que sao comutativos, pois sdo os respectivos axioma do pentigono para os objetos W, X, Y, Z
e o segundo diagrama da Proposicao Portanto, (Fy,”W) € Ende(C).
Ainda, seja g : W — V um morfismo em €. Para mostrarmos que F(g) é um

morfismo em Ende(C), resta vermos que o diagrama

F(9)x®@Idy

Fw(X)®Y Fv(X)®Y
Ty Ty
Cx)y Cx)y
Fw(X®Y) Fr(X®Y).
F(9)xeyv
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comuta, para quaisquer X,Y, Z € C, o que é verdade pois pela definicao de &F, ele torna-se

@ldx)@Id

WexX) ey Y Ly ) ey

aw, X,y ay, X,y

WeXeY) Ve ((XaY)
g®1ldx gy

que é comutativo pois representa a naturalidade de a para ((g,Idx),Idy) uma vez que

ldxgy = Idx ® Idy. Assim, F(g) é um morfismo em Ende(C) e segue que F estd bem
definido.

Por fim, é facil ver que F & um funtor. De fato, seja W € €, entao F(Idw) :
FJw — Jw e assim, para cada X € C, temos que F(idw)x = (idgw))x e portanto,
F(idw) = idgw). Do mesmo modo, para quaisquer morfismos g : W — Ve h:V — U em
Ce X €€, temos F(hg)x = (F(h) o F(g))x e portanto F(hg) = F(h) o F(g).

Nosso proximo passo serd definir uma estrutura monoidal para F, ou seja, queremos

estabelecer ( e ¢ satisfazendo as condigoes da Definicao [2.14] Definimos entao:

Grv: FW)@FV) - FWeV)

o7 Ide - Ty

Lembramos que, pela estrutura monoidal de Ende(C) para W,V € C, temos

?(W) & ?(V) = (?W7C§W) ® (grv’ C?v) — (SL'W o ?V’C?WO?V)

FW V)= (Fwey, VoY)

e que, para quaisquer X,Y € C,

FyyoF
ey = {dw ® avxy)awvex,y
e
Twev
Cxy — OwWeVvXy:
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Assim, para todo X € @€, definimos

Givy)x: Gwodv)(X)=We (Ve X) — Fyer(X)=WaeV)eX

%: X — 12X

por (C{J,;,’V)X = QEI%MX e ¢y = l)_(l, respectivamente.

Provemos que (7 : ® o (F x F) = Fo® & um isomorfismo natural, ou seja, que
¢7 & uma transformacdo natural e que C%,,V ¢ um isomorfismo em Ende(C), para quaisquer
W,V € C. Defato, sejam g : W — W' e h: V — V' morfismos em €, temos que o diagrama
abaixo

Cvv
Fw oIy —— Fwev

F(9)@3F (h)=F(g9)*F(h) F(g®h)

Fwr o Fyr — FTwigv
W/,V/

é comutativo. Pois, como F(g) x F(h) : Fyy o Fy — Ty o Fyr, para X € €, temos que
(F(g) *F(h))x =g ® (h® Idx), e assim, o diagrama acima se torna:

—1
Ay v, x

(Fw o Ty )(X) —— Fwev(X)
g®(h®Idx) (9®@h)@Idx

(Fwr 0 Fy )(X) —— Fwrgv/(X)

Ayt v x

para X € @, que é comutativo pela naturalidade de a~! para (g, (h,idx)). Portanto, ¢7 ¢é
uma transformacao natural.

Também é facil mostrar que Cgv,v ¢ um isomorfismo em Ende(C). De fato, CgV,V :
Fw o Fy — Fwey é uma transformagao natural, pois, para f : X — Y morfismo em €, o

diagrama da esquerda comuta,
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] -1
(Crv)x Aw,v,x

(?WOS‘N\/)(X)%?W®V(X) W®(V®X)%(W®V)®X
(FwoTv)(f) FTwev(f) Idw®IdyvQf) Idwgv®f
(Fu o Fy)(V) Fior (Y). WeolVeY) — WaV)aY
CI?V,V)Y a;V%V,Y

uma vez que, usando as definicdes de F e de Cgv,w o diagrama da esquerda torna-se o
diagrama da direita, que por sua vez é comutativo devido a naturalidade de a~! para
(Idw, (Idy, f)). Assim, C{fv’v é uma transformacao natural e como (C%/,V)X = a;V%V?X é um
isomorfismo para todo X € €, segue que Cgv,v ¢ um isomorfismo natural.

Finalizamos mostrando que g‘SfV,V ¢ um morfismo em Ende(C), ou seja, que o dia-

grama
(CgV,V)X®IdY

(Fw o Fy)(X) QY Fwev(X)®Y
JweTy Jwev
X,Y XY
Fwodv)(X®Y) — Twev(X ®@Y)

(C%—/,V XY

é comutativo, para quaisquer X,Y € C. Mas, note que, pela definicdo de Cgv,v e de cr;;wy@v

FyyoF FyyoF; .
ecyy " (X% = (Idw ® avx,y)aw,vex,y), o diagrama passa a ser

We(VeX)eY

U‘;V{V,X QIdy

aw,veX,Y
We(VeX)eY) (WeV)eX)oY
(Idw®av,x,v) AW QV,X,Y
We(Ve(XeY)) WeV)e(XeY)

—1
AW v, XQY

que é o axioma do pentigono para os objetos W, V, X,Y e entdo, comutativo. Portanto,
iy € um isomorfismo em Ende(C).

Provemos agora que ¢” : Ide — F1 é um isomorfismo em Ende(C).
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E facil ver que ¢° é uma transformacao natural e, ainda, para todo X € @, ¢§( é

um isomorfismo em €. Resta mostrarmos que ¢° é um morfismo em Ende(C), ou seja,

% Qidy

Ide(X)®Y F1X)QY
Idg J1
Cxy X,y
Ide(X ®Y) F1(X QY),
X®Y

é comutativo, para quaisquer X,Y € €. De fato, utilizando as defini¢oes, vemos que o

diagrama acima torna-se

Iy ®Idy
XY 1X)®Y

Im

XY ai xy

-1

19 (X®Y)

e é comutativo devido ao primeiro diagrama da Proposicao[2.11] Assim, ¢7 é um isomorfismo
em Ende(C).
Para mostrarmos que (7, (7, ¢”) é um funtor monoidal, resta mostrarmos a comu-

tatividade dos diagramas da Definicao [2.14] ou seja, que para W, V,U € C, os diagramas

F(V))

®
Giv, V®IdV w) F(V),FU)

FWeV)eJF(U F(U))
Cg{/@V,U Id?(W)®<\Z,U

F(WeV)eU) W) F(V e U)

awk /WV@U

FTWe(Vel)
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l T
(Ide, c%) @ F(W) —— F(W) FOW) @ (Ide, cMe) —— F(W)
¢TRIdg(w) F(lw) Idgw)®@¢7 Flrw)
F(1)@FW) F1e W) FW)®F(1) FW®1)
Cl,W CW,l

comutam. De fato, iniciamos lembrando que (8 * o)x = H(ax)Bp(x), e assim, para cada

X € C, temos

(idgw) @ Girp)x = (idgy, * () x = idw @ ay x,
(Givy ®idgw))x = Gy *idsy)x = aplypexs
(¢” @ idywy)x = (¢ *idg, ) x = 'y y,
(idgy ® ¢7 ) x = (idg,, * ¢7)x = idw @ I,

Logo, como Ende(C) é estrita e utilizando as defini¢des de F, do produto tensorial em

Ende(@), de ¢7 e de ¢, os diagramas se tornam:
We Ve lUeX))

I
(Fw o Fv) o Fy)(X)

—1
GWV WgVO?U)(X)

(WeV)e (U X) We (Ve (lUswX))
| |
(Fwev o Fu)(X) (Fw o (Fv o Fp))(X)
1 —1
W ev.U, X IdW®aV,U,X
Fwev)eu(X) (Fw o Fveu)(X)
I I
(WeV)eU)® X We(Vel)®X)
aw,v,m %,X
Iweweur)x)

I
We(Vel)eX
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W X WX
I I

N N
Wex | FTw(X)=WeX lwely' | Fw(X)=WoX
wldx y&]dx
(FroIw)(X) — Frew (X) (Fw 0 F1)(X) —= Fwei(X)
I L I | L I
10 (W X) 1eW)e X We(leX) Wel)eX

E estes sao comutativos, em que a comutatividade do hexagono segue do axioma
do pentagono para os objetos W,V U, X e a dos quadrados segue, respectivamente, da

Proposicao e do axioma do triangulo para os objetos W, 1, X. Portanto, (F,¢7,¢7) é

um funtor monoidal.
Definimos agora
§: Ende(C) — €
(F,e) — F(1)
a — o
para quaisquer (F,c) € Ende(C) e o um morfismo em Ende(C).

Claramente, § é um funtor e definimos:

Gr: S(G)@S(F) = S(GOF)

#9 1 —  G(Ide, clde)
ou seja,

Gp: GL)®@F1) — G(F(1)

9 : 1 — Ide(1) =1
por

& r = Glra)e rays
¢° = Idy,

para quaisquer F' = (F,cf),G = (G,c%) € Ende(C). Claramente ¢9 ¢ um isomorfismo

natural.
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Note ainda que CgF ¢ um isomorfismo natural, pois dados (F,cF), (G, c%) €
Ende(C), temos que Cg p € uma composigao de isomorfismos, e portanto, também ¢é isomor-
fismo e ainda, para (F,c"), (G, %), (F', "), (G',¢%") € Ende(@) e o : (F,cF') — (F', ),

B: (G, %) = (G, %) morfismos em Ende(C), o diagrama

¢t
5(G, %) @ §(F, ) ———— 5((G, %) @ (F, "))
S()®5(1)=5(v*p) Gr@u)=3G(v*u)
S(G", )@ G(F', ") — S((G", &) @ (F', "))
é’,F’
se torna,
1, G(l )
G(1)® F(1) — " G ® F(1)) —— " G(F(1))
B1®Idr (1) (3) Preray (1) Br(1)
cl,/F(l) G'(lp@1y)
G'(1)® F(1) G'(1® F(1)) G'(F(1))
G'(Id1)®a (4) G'(Id1®a1)(2) G'(a1)

T ra) , G'(lpr1y)
G1eF (1) — G'(F'(1))

em que (1), (2) e (4) sdo comutativos pela naturalidade de 3, I e ¢, respectivamente e (3)
comuta pois 3 € Ende(C). Assim, o diagrama comuta e portanto, (¥ ¢ uma transformagio
natural.

Da mesma forma que para JF, mostremos agora que (G, (9, ¢9) é um funtor monoi-
dal, ou seja, que ¢ vélida a comutatividade dos diagramas abaixo, para quaisquer (F, e )

(G, %), (H,c) € Ende(@).
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¢, Gwy \J(G) S(F)

S(H®G)®S(F
(roc.r Tdg (1) ®CG, p
(H®G)®F) )R S(G®F)
§(H® (G®F))
1® S(H) s 5(H) S(H) @1 R S(H)
¢9@Idg () S(lg) Idg (@9 S(ry)

(Id@,cld€)®9(H) p (([de,clde)(g)]—_[) 9(H)®(Ide,cld@) -

C(Jde,c“(?),f-l H,(1dg.cT0¢)

De fato, pela definicao de G, (9 e ¢9, e como Ende (@) é estrita, ou seja, as transfor-
macoes naturais a, [ e r sdo as respectivas transformagoes naturais identidade, os diagramas

dos quadrados se tornam:

lH(l) TH(1)

1®H(1) H(l) H(1)®1 H(l)
Id1®ldg ) Ide(1® H(1)) (L)1 Idu@)erd H(1®1) (r)a
o
O Cr o <
/ & Ky @)
Ide(1) ® H(1) Ide(H(1)) H1)®1 . H(1)
Cide,H Cira

e sdo comutativos pois (H,cH) e (Ide,c'%) € Ende(Q), ou seja, satisfazem o diagrama do
tridangulo dado na construcao da categoria Ende(C). Ainda, o diagrama do hexdgono se

torna:

28

S(H @ (Ide, c'?e))



45(H),5(G),S(F)

(i a®ldpa)

H(G(F(1)))

(am,G,r)=(Id(HoG)oF)1

E 0 mesmo é comutativo, uma vez que (1) é comutativo pela naturalidade de ¢, (2)
pela naturalidade de I com o morfismo C(g;’F e H funtor, (3) comuta pois (H, ) € Ende(C),
(4) por causa do primeiro diagrama da Proposicdo e (5) novamente pela naturalidade
de CH. As demais comutatividade ocorrem pela definicio de ¢°¢ ¢ definicio de Cg’ p com
H funtor, respectivamente.

Encerramos a demonstrac¢ao do teorema provando que € e Ende(C) sdo monoidal-
mente equivalentes. Para isso, lembramos que a : §oF — Ide e 8 : Fo§ — Idpy4,(e), € como

(GoF)(W) =5(Fw,™)=Fw(1)=W1le (Fo§)(F,c') =F(F(1) = (Fpu),rm),
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para quaisquer W € C e (F,c!") € Ende(C), temos que

aw : Wl — W
B(F,CF) : ?F(l) — F

sao definidos por aw = 1w e (B(per))x = F(ZX)cix, para X € C.
Vejamos que a e 8 sdo isomorfismos naturais monoidais. De fato, j4 sabemos que
Fo§, 07, Ide e Idgpg,(e) sao funtores monoidais, o que prova parte da equivaléncia entre
C e Ende(C).
Provemos que a é um isomorfismo natural monoidal, ou seja, uma transformacao
natural monoidal que é um isomorfismo natural. Claramente o é um isomorfismo natural e

ainda, é uma transformacao natural monoidal, pois, para quaisquer W,V € C, os diagramas

aw Qo
(S0 F)W) © (G0 F)(V) —————— Ide(W) ® Ide(V)
CS’V"é dwgv
(GoF) (W V) po— Ide(W®V)
Idy
1—1
d)Soff %
(S03)(1)
comutam, afinal, aplicando as defini¢ées de G o &F, «, temos
Tw&Try
rw®Id Idw ®r
Wel)e(Vel) v WeVel) —Y  weV
(1) e
&N@W
Cg(W),if(V) We(le(Vel)) a;v%l,w@u) (2) ldwgv
(3)
We((Vel) - WeV)e1l WeV
— TWeV

Chv)i=awy (ver
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que é comutativo, uma vez que (1) comuta pelo axioma do triangulo, (2) pela Proposicao

2.11|e (3) pela definicio de ¢9°7 juntamente com o fato que CS‘CZ(W)S(V) = ?W(lgv(l))c‘;{gv(l)

e por sua vez, ?W(lgv(l)) = Ildw ® lyga, c‘;’rgv(l) = aw,1,(vel)- E também,

1 -
Pl
1

1®1

que é comutativo pela definicdo de ¢9°7 e da Proposicio m (iii).

Provemos agora que 8 é um isomorfismo natural monoidal. Inicialmente, mostra-
remos que B(pry : Fpay — F ¢ um isomorfismo em Ende(C), para (F, cf) € End®(@). De
fato, & facil ver que (B(pery)x = F(ZX)cix é um isomorfismo, para todo X € €. E ainda,
escrevendo [ por By para facilitar a notagao, temos que fp é uma transformagao

natural, pois, para f : X — Y morfismo em € o diagrama abaixo

(Br)
Fra)(X) —= F(X)

Tr)(f) F(f)

F Y)—— F(Y
F(l)( )(ﬁF)y (¥)

se torna
(Br)x
F1) e X F1® X) F(X)
F(Idy)®f (2) F(Idi@f) (1) F(f)
1 F(ly)
F1)eY F1®Y) F(Y)
(Br)y

que é comutativo, pois (1) e (2) o sdo, visto a naturalidade de I e naturalidade de ¢’
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respectivamente. Provemos também que Sz é um morfismo em Ende(C), ou seja, o diagrama

id
Froy(X) @y LN oy gy
c:;i(,l) cf(,Y
Fray(X ®Y) FX®Y)
Br)xeY

¢ comutativo, para todo X,Y € €. Mas, utilizando as defini¢oes de Fp(y), Br e Jra o

mesmo se torna:

(BF) x ®idy

ol ®Idy F(lx)®Id
(F)oX)@y ——= FleX)oY (boeldy FX)®Y
Cf@X,Y
AF(1),X,Y (3) (1> Cf{,Y

F(1leX)®Y)

21
F(a1,x,v) (2) (X®[Q'Y)

F1®(X®Y)) FX®Y)

F1)®(X®Y)

a,xev Flixey)

que é comutativo, pois (1) comuta devido a naturalidade de cf', (2) pela Proposicio e

(
que F é um funtor e (3) pelo fato de que (F,c") € Ende(C). Portanto, temos que S é um
isomorfismo em Ende(C) e nos resta verificar que /3 é uma transformagcao natural monoidal.

Sejam (F,cf), (G, %) € Ende(@) e pu: F — G um morfismo em Ende(C). E facil
ver que o diagrama

B
(F 0 §)(F,cF') = Idpnae(e)(F, cF)

(F09) (1) ]dEnde(C‘f) (w)

(F o 9)(G, %) o Idgpae(e) (G, )
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¢ comutativo, pois, utilizando as defini¢oes de F o G e Idgyq,(e), €le se torna, para todo

X e C,

(8r)x
/\
F(1)® X X F(1®X) Fto) F(X)
pi®Idx (2) H1ioX (1) mx
G X X G(1®X) ) G(X)
\/
(Borx

em que (1) é comutativo pela naturalidade de p e em (2) pelo fato de que g ¢ um morfismo
em Ende(C). Portanto, o diagrama comuta e temos que 8 é uma transformagao natural.
Logo, ja mostramos que § é um isomorfismo natural (5 é transformagio natural e Sp é
isomorfismo natural em Ende(C).

Por fim, provemos que /3 ¢ uma transformacao natural monoidal. Sejam (F,c), (G, c%) €

Ende(C), vejamos que os diagramas

(Fo9)(G, CG) ® (Fo G)(F, CF) Ba*Br

(G,c%) @ (F,cl)
o8 (I) Idgor

(Fo9) (G, %) @ (F.c))

(G, %) @ (F,cl)

BaoF
Ide
59 “,
® (IT) G
(Fo9)(Ide) Ide
Brde
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comutam. De fato, para todo X € C, o diagrama (I) se torna:

*3

G1)® (F(1)® X) forr G(F(X))

(G ray)x 3
|

-1
AG(1),F(1),X

(G(1)® F(1) ® X

Tdgr(x))
G(F(l
2 x)) ) Gopx)

em que (1), (2) e (3) sao respectivamente as defini¢oes de Bg * B, B, com o fato
de que G é um funtor, e fg, (4) advém da Proposicao e G funtor, (5) é valido pois

(G, c%) € Ende(@), em (6) usamos a naturalidade de ¢“, e em (7) usamos a definicio de

CGOF.

E o diagrama (II), utilizando as defini¢des de (¢”7°9)x, (B4 )x se torna

((z)ffoS)X

Id(1) ® X

(Brae)x

que é comutativo, o que conclui nossa prova de que S é um isomorfismo natural monoidal.

Portanto, existem funtores monoidais (F,¢7,¢7) e (G, (Y, ¢9) e isomorfismos na-
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turais monoidais @ : §oF — Ide e B : Fo§ — Idgyg,(e) que garantem a equivaléncia

monoidal de € e Ende(C). [
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