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O TEOREMA DE EULER SOBRE POLIEDROS

Elon Lages Lima

§1. Introdugao

L Este ensaio foi motivado pela leitura de Lakatos [1976], on
| de o Teorema de Euler & usado como tema de fundo, sobre o qual o
| autor expoe suas idéias a respeito das provas matemdaticas. 0 pon
\

to de partida daquele livro & a demonstragdo dada por Cauchy para
‘ 0 referido teorema. Embora o trabalho de Lakatos goze de mereci
| da reputagao como obra de Filosofia Matematica e contenha uma crg
nica minuciosa sobre a trajetoria historica do Teorema de Euler,
| ele de certo modo frustra a curiosidade do leitor ao deixar inaca
bada a analise c¢critica da demonstracdo de Cauchy. Essa anilise @&
completada aqui. O titulo deste artigo bem poderia ser "Dada uma
demonstracao, achar o teorema que ela prova".

Nosso interesse por este assunto foi também estimulado pelo
fate de que no colegio estudamos o Teorema de Euler (com a demons
tracao de Cauchy) e depois a vimos reproduzida por autores concei
tuados, como Hilbert-Cohn Vossen e Courant-Robbins numa forma apa
rentemente compativel com o nivel do curso secundirio. 0 presen
te estudo torna explicitas as condigdes que precisam ser admitidas

a fim de que a demonstracdo de Cauchy seja valida e mostra que a
hipotese feita por Hilbelt-Cohn Vossen e Courant-Robbins (de que . :
o poliedro & homecmorfo a uma esfera) so permite a utilizacao da

nadas por aqueles autores,.

No caso particular de poliedros convexos, hd demonstragoes
elementares e corretas do Teorema de Euler. A primeira, e mais
elegante delas, foi obtida por A.M. Legendre (veja Legendre [1846))

} prova de Cauchy mediante recursos a tecnicas avangadas, nao mencio

Neta. Uma versao preliminar deste trabalho foi publicada no "Noticidrio da So
ciedade Brasileira de Matemdtica". (Ano XII, Nimero 2, Outubro de 19827)
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com base na formula de Girard para a soma dos angulos internos de
um triangulo esférico. (Veja també&m E. Lima [1984].) Ainda no ca
50 de poliedros convexos, a demonstracao de Legendre pode ser adap
tada de modo a evitar a Geometria Esférica, tornando-se mais ele
mentar. (Cfr. Z. Azambuja [1983].)

§2. Resumo historico

0 Teorema de Euler, descoberto em 1758, diz que se um polie
dro tem ¥ vertices, 4 arestas e F faces ent3o V-4+F = 2.

Ha um manuscrito de Descartes, produzido por volta de 1639
e encontrado por lLeibniz em 1675, que contem resultados a partir
dos quais se poderia obter a formula acima como consegiiencia ime
diata. Mas Descartes n3o parece ter notado isso. 0 navio que trou
Xxe para a Franga os pertences de Descartes, depois de sua morte
em Estocolmo, naufragou no rio Sena. 0 ball que continha o manuscri
to flutuou e foi encontrado no dia seguinte. A copia feita por
Leibniz também se perdeu, sendo reencontrada em 1860. Para um es
tudo detalhade do manuscrito de Descartes, veja P. Federico [1987].

A demonstragao mais divulgada desse teorema no caso de po
tiedros homeomorfos 3 esfera € basicamente devida a Cauchy [1813].
£1a pode ser encontrada, por exemplo, em Courant-Robbins [}951]
e Hilbert-Cohn Vossen [1956].

0 Teorema de Euler tem sido ensinado, ha decadas, em cursos
de Geometria nas escolas secundarias. Ele tem as caracteristicas

TETRAEDRO CUBO DGDECAEDRD
V-A+F = 4-6+4 = 2 V-4%F = 8-12=6 = 2 V-A+F = 20-30+12 = 2

Figura 1
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usuais que tornam um teorema atraente e popular; generalidade de
validez, simplicidade de enunciado, demonstracao elegante e inteli
givel. Alem disso, & facil ilustra-lo com belos desenhos de polie
dros, nos quais se constata visualmente que V-A+F = 2.

No entanto, o Teorema de Euler nao & valido com toda a gene
raiidade do enunciado que demos {o mesmo de Euler, que ¢ supunha
verdadeiro para todos os poliedros), Muito provavelmente Euler (o
qual nunca se deu ao trabalho de definir precisamente "poliedro")
ndo considerava como poliedros os sdlidos, como o da figura 2, pa
ra os quais seu tecrema & falso.

Ha muito tempo se conhecem exemplos de poliedros para 0s
quais v-A+F # 2. A figura abaixo exibe um poliedro com
V-A+F = 16-32+16 = 0.

Figura 2

Varias geracgdes de geometras depois de Euler se preocuparam
com o problema de estabelecer a relagdo V-A+F = 2 como um verda
deiro teorema, livre dos contra-exemplos embaracosos.

Unma saTda Obvia consiste em restringir a classe dos polie
dros aos quais ele se aplica. Alguns autores se limitam a polie
dros convexos, isto &, poliedros situados do mesmo lado de qual
quer plano que contenha uma de suas faces. 0Os poliedros da figura
1 sao convexos, mas o da figura 2 nao e.
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E verdade que todo poliedro convexo satisfaz i relagaec de
Euler mas & facil achar exemplos de poliedros ndo convexos para os
quais ela ainda vale. A figura 3 abaixo mostra um desses exemplos:
um prisma no qual a base foi substituida pelas faces superiores de
uma piramide.

Figura 3

A controveérsia em torno do Teorema de Euler perdurou duran
te mais de um século. Sua histdria estd contida nas notas de roda
p€ do livro de Lakatos [1976]. A solugdo definitiva do problema
deve-se a Poincare [1893], primeiro matematico a compreender que o
Teorema de Euler & um teorema de Topologia, e nao de Geometria, ao
notar que o nimero y-a+F & um invaaiante fopologico do poliedro
P,

Que significa esta @ltima afirmacgao?

Para explicar, precisamos dar uma definigao. Dizemos que duas
figuras P e ¢ sdo homeomorfas quando existe uma transformagao con
tinua f:P + @ cuja inversa f':Q + P também & contTnua. (Neste
caso, f chama-se um homeomondismo de P sobre .} Por exemplo,
se¢ imaginarmos cada poliedro feito de borracha e os inflarmos, in
Jetando ar, os poliedros das figuras 1 e 3 serdo transformados em
esferas e o da figura 2 se tornard um toro {camada de ar de um pneu).
Assim, os poliedros das figuras 1 e 3 sao homeomorfos a esferas e
o da figura 2 & homeomorfo a um toro.
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Figura 4

Uma bola de futebol & homeomorfa a um poliedro. Nesta sub
divisao, embora curvilinea, ainda se tem

V-A+F = 60-80+32 = 2

Poincare mostrou que se o poliedro P, com ¥ vértices, 4
arestas e 7 faces, & homeomorfo ao poliedro P', com V' vérti
ces, A' arestas e F' faces entao V¥V, 4, F podem ser {e enm ge
ral s3dao) diferentes de Vv', 4', F' respectivamente, mas
V-A+F = V'=A'+F'.

E costume hoje em dia escrever X({FP) = V-4+#F e chamar es
te numero a caractenistica de Euler-Poincariz do poliedro P. A
afirmagao de que poliedros homeomorfos tem a mesma caracteristica
de Euler-Poincare se exprime dizendo que X(P) & um fnvariante to
pefogico do poliedro P.

Sabemos que x(P) = 2 quando P & um tetraedro. Logo, todo
poliedro homeomorfo ao tetraedro (ou seja, a uma esfera) tem carac
teristica de Euler-Poincaré igual a 2. Em particular, isto ocorre
com todo poliedro convexe P pois projetando-o a partir de um pon
to interior, sobre uma esfera 5 que contenha P, obtemos um ho
meomorfismo- f:P > 5, como mostra a figura abaixo.
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Figura 5
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Qutro exemplo: como o

i

2 A aa d- F o N I + o~
180ro da yigura « e

.
1
liedro homeomorfo a um torc cumpre

P P R
Lalde

po
tica zero, segue-se que todo po
V-4+F = 0.
Para todo numero inteire = positive, negativo ou zero, exis
te um poliedro cuja caracteristica de Fuler-Poincaré & =n.

A figura 6 mostra poliedros com caracteristicas de Euler-
-Poincare jguais a 1, 3 e -2 respectivamente.

UL

X =-2

Figura 6

Observagoes:

1. Euler resclveu brilhantemente o problema das pontes de
Konisberg (vide Newman [1956], vol. I, pag. 573) porque percebeu
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que era uma questao de Topologia, mas nao foi ele, e sim Poincare,
o primeirc a observar o mesmo para a relagao de Euler V-4+F = 2.

2. A soluc3aoc dada por Pincaré baseia-se em sua Teoria da
Homologia. A rigor, ela so foi completada mesmo por Alexander [1915]
com sua demonstragao da invariancia topologica dos grupes de homo
logia de um poliedro. (Poincare admitia este fato mas nunca se
preocupou em demonstra-lo.)

3. Na verdade, nao & necessario gue os poliedros #, @ se
jam homeomorfos para que valha X{(P) = x(€). Basta que eles te
nham o mesmo "tipo de homotopia", o0 que constitui uma exigencia
bem menor. (Veja Pontriagin []952], pags. 32 e 84.)

4. Hilbert-Cohn Vossen e Courant-Robbins (loc.cit,) enun-
ciam o Teorema de Euler para poliedros homeomorfos 3 esfera. Ambos
usam a mesma demonstragao, essencialmente devida a Cauchy. Ela se
ra apresentada na segio seguinte e analisada criticamente logo
depois.

5. Assim como a palavra "poligono" em Geometria Plana pode
significar tanto o contorno come a regiao por ele limitada, tambeém
"poliedro" ds vezes significa um corpo solido e as vezes sua cas
ca. No que tange ac Teorema de Fuler, o solido & irrelevante e po
liedro & um ente bi-dimensional, formado por vértices, arestas e
faces.

§3. A demonstragao de Cauchy

Ela sera dividida em etapas, para facilitar a analise que
faremos na secao seguinte.

12 Etapa. Retira-se uma face do poliedro. Isto ndo altera
os numeros V, 4 mas F diminui de uma unidade. Basta entio pro
var que o0 poliedro modificado cumpre a condicac V-4+F = 1,




64

22 Etapa. Diz-se que uma aresta do poliedro~& fivie quando
e lado de apenas uma face. 0 poliedro modificado possui arestas 1i
vres, a saber: os lados da face retirada. Esticando-se o poliedro
a partir das arestas livres, pode-se achata-lo de modo que ele se
transforme numa figura plana. Durante este processo, 0s numerss ,
e mantem-se constantes. Se, em particular, o poliedro era con
vexo, este achatamento pode ser feito de modo bastante simples,
projetando-se o poliedro modificado sobre um planc, a partir de um
ponto situado taoc proximo da face omitida que nenhuma semi-reta que
parta desse centro de projegao contenha mais de um ponto do polie
dro. Imaginando a origem dessas semi-retas como um foco luminoso,
0 modelo achatado do poliedro € sua sombra sobre o plano da proje
cao.

Figura 7

A figura 8 mostra o resultado da aplicagao das etapas 1 e 2 aos po

/

liedros da figura 1.

TETRAEDRO €UBO DODECAEDRO

Figura 8
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32 Etapa. Tragando diagonais que naoc se cortam, decompoe-
-se cada face em triangulos. Cada vez que se traca uma diagonal que
nao interseta as outras, o nimero V nao muda, enquanto A4 e F au
mentam de uma unidade, logo vy-4+F nd3o se altera. Podemos entio
supor que todas as faces do poliedro s3ao triangulos. A figura 9
mestra como fica o cubo depois de executadas as etapas 1, 2 e 3.

Figura 9

42 Etapa. Comega-se a "despetalar” o poliedro plano (cujas
faces agora sao triangulos), retirando-se uma a uma as faces que
tem alguma aresta livre. Ao retirar cada uma dessas faces, o nil
mero ¥-A+F nao se altera. Com efeito, se o triangulo retirado tem
apenas uma aresta livre, sua retirada nao muda v mas faz com que

(a) (b)

0 triangulo retirado tem 0 triangulo retirado tem
uma aresta livre duas arestas livres

Figura 10
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A e F diminuam ambos de uma unidades, o que deiza V-4+F cons
tante. Se, porém, o triangulo tem duas arestas livres, ao retira-
-lo estaremos diminuindo um vértice, duas arestas e uma face, Tlogo
V-A+F nao se altera,

52 Etapa. (Conclusdo.) Retirande, uma a uma, as faces que
teém alguma aresta livre thega-se, finalmente, a Ultima, que & um
triangulo, para o qual se tem evidentemente V-4sF = 1. Isto con
clui a demonstracao.

§4. Analise da demonstracdo

Os argumentos da secdo anterior deven provar alguma <coijsa.
0 problema & saber o que. Certamente trata-se de uma proposicao
sobre poliedros., Entdo, a primeira coisa a fazer para afastar duv1
das e definir o que se entende por poliedro.

Um pofiedrno P € a reunidao de um nimero finito de poligo
nos convexos, chamados as faces de P. O0s tados desses poligonos
sdo chamados as axestas de P. 0s vértices do poliedro sao os vér
tices de suas faces,

Exige-se ainda de um poliedro P que suas faces estejam “re
gularmente dispostas", isto 8, que a interse¢ac FNG de duas fa
ces distintas de P seja uma aresta comum, um vértice comum a F
e G ou seja vazia.

Todos os exemplos de poliedros apresentados nas segoes ante
riores se enquadram na definigaoc acima. O0s objetos da figura 11,
abaixo, parecem poliedros mas nio cumprem as condicoes da defini
¢ao. No objeto a esquerda, as faces superior e inferior sdao re
gives- planas mas nio sao poligonos, muito menos poligonos convexos.
K direita, a intersegac da face P {quadrado} com a face ¢ (re
tangulo) ndo & uma aresta (lado) de r.
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Um subconjunto ¢ de um G 7 chama-se um subpofiedno
de P quando & reunido de algumas das faces de P. Evidentemente,

Q@ € també&m um poliedro.

Chama-se bordo de um poliedro 3 reuniio de suas arestas 1i

vres. (Come no §3, uma aresta diz-se fivie quando e lado de ape
nas uma face do poliedro.)

Dadas estas definicOes, passaremos a analisar, uma por uma,
as sucessivas etapas da demonstracdo tradicional.

12 Etapa. Para que este argumento valha, €& preciso supor

A) que o poliedro P possua pelo menos uma face sem arestas 24
vies,

22 Etapa. A afirmacio de que, omitindo-se uma face do po
liedro, ele fica homeomorfo a um subconjuntoe do plano & va]adaquan
do o poliedro & homeomorfo a uma esfera, pois basta retirar um pon
to da esfera para que ela fique homeomorfa aoc plano. Mas qual e a
vantagem de se reduzir o argumento a um poliedro planar? [ a se
guinte: todo poliedro planar {e por conseguinte qualquer dos seus
subpoliedros) possui arestas livres. [Com efeito, todo subconjun
to proprio de m®* tem fronteira nac vazia, e, se P c RZE um po
Tiedro, a fronteira do conjunto P e a reuniao de suas arestas Ti

vres.] Assim, para que sejam validos os argumentos seguintes bas
ta supor
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B} que fode subpoliedno prdprio de P tenha arestas Livies.

Exemplo. No segundo poliedro da figura 3 (reuniao de dois
tetraedros com uma aresta comum), qualquer dos tetraedros & um sub
poliedro préoprio sem arestas livres. Ent3c, se aplicarmos a ele
0 processo de despetalacao, teremos que, no meio da operagac, reti
rar mais uma vez uma face sem arestas livres, o que alterara ¥ no
vamente.,

32 Etapa. Nio ha criticas a fazer, ja que nossa definigao
de poliedro exige que as faces sejam polTgonos convexos, Isto per
mite escoiher em cada uma delas um vertice e tracar diagonais a
partir dele.

Observagao. O Teorema de Euler continua vilido se admitirmos uma
nogao mais geral de poliedro, no qual as faces nio precisam ser
poligonos convexos: basta que sejam poligonos sdmples. (Um poligo
no chama-se simples quande seu bordo & uma poligonal fechada que
pode ser percorrida inteiramente sem que se passe duas vezes pelo
mesmo vértice.) Com efeito, tode poligono simples, convexo ou
nao, pode ser decomposto numa reuniao de triangulos Justapostos, cu
jos vertices sao também vértices do polfgono dado. {Se o poligono
nao e convexo, sua decomposi¢ao e feita ainda por meio de diago
nais porem nao todas partindo do mesmo vértice.)

32 Etapa. Esta € a parte em que a demonstragac de Cauchy se
mostra mais deficiente. As possibilidades, a respeito do “triingg
to retirado” nao sao apenas as duas ali consideradas. Na realidade,
ha mais quatro (!) possibilidades que n3o foram mencionadas, a sa
ber:

a) 0 triangulo a ser retirado tem duas arestas livres mas nenhum
dos seus vértices & livre. (Isto &, seus 3 vértices pertencem
tambeém a outras faces que ainda ndo foram retiradas do polie
dro.)
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b} O triangulo a ser retirado tem as trés arestas.livres mas ne
nhum dos seus vertices & livre,

c) 0 triangulo a ser retirado tem tres aresta e um vertice livre.

d) 0 triangule a ser retirado tem tres arestas e dois vertices 1i
vres.

Estas possibilidades acham-se ilustradas na figura 12.

[ 1 ll

(a)

(<) {d)

Figura 12

Consideremos a possibilidade a), em que o triangulo a ser omitido
tem ? arestas e nenhum vertice livre. Em primeiro lugar, devemos
deixar explicito que o Teorema de Euler se refere a poliedros co

nexos. Diz-se que um poliedro P & conexc quando nao & possivel
escreve-lo como reunide P =P, U P,, onde P, e P2 sao subpo
liedros de P com P, M1 Py = , salvo no caso trivial em aue
P, ou P, & vazio. Isto equivale a afirmar que dois vertices
quaisquer de P podem ser ligados por uma poligonal formada por
arestas de P. Todo poliedro P, conexo ou nao, se exprime de
modo unico como uma reuniac finita de subpoliedros conexos maxi

mos {isto &, que nao estao contidos propriamente noutro  subpolie
dro conexo), chamados as cowmponentes conexas de P, Para demons

trar o Teorema de Euler, devemos supor
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€} que o poliedio P seja conexo

Entao, no processo de despetalar o poliedro, enguanto reti
rarmos faces como as da figura 10, continuaremos obtendo poliedros
conexos. Afirmamos agora que, ao retirarmos um triangule do tipo
{a) da figura 12, se o poliedro era conexo deixara de se-lo e, enm
geral, se era desconexo, 0 numero de suas componentes conexas au
mentara de uma unidade. Para provar iste, vamos ter que fazer uma
hipotese adicional, precedida de uma definicdo. Um ciclo num polie
dro P & uma linha peligonal fechada, cujos lados sic arestas de
P, Diz-se que um ciclo vy =P & um boado quando existe um subpo
liedre @< P tal que Y & o conjunto das arestas livres de Q.
Admitamos entao

D) gque todo ciclo em P seja um bordo

Com isto provaremos que, retirando o triangulo xya cujos

lados =z e yz sdao arestas livres mas o vertice z e o lado zy
nao sdao livres, obtemos um novo poliedra, no qual o0s vertices = e
z pertencem a componentes conexas distintas, isto &, ndo podem
ser ligados por uma poligonal cujos lados sdo arestas. Com efei
to, suponhamos (por absurdo) que, retirado o triangulo xyz, hou
vesse ainda uma poligonal v (da qual os lados zz e R nao fa
zem parte) cujos extremos fossem z e =z. Pela hipotese D),
Y U xz seria bordo de algum subpoliedro {do poliedro obtido com a
retirada de xyz). Em particular, zz seria lado de outro triEngH
lo alem de =axyz, contrariando o fato de xz ser aresta livre. As
sim, no caso (a) da figura 12, a retirada do triangulo ayz faz V
ficar constante, diminui A de duas unidades e 7 de uma, logo faz
V-A+F aumentar de uma unidade. Em compensac¢ao, o numero de compo
nentes conexas tambem aumenta de uma unidade, o que nos permite con
tinuar despetalando em cada componente, e a demonstracdo se con
clui como antes.

Antes de passar as outras trés possibilidades da figura 12,
convem corrigir o uso indevido que fizemos da hipotese D). Com
efeito, esta condigdo diz respeito ao poliedro inicial P, nada
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nos garantindo que ela continue a ser satisfeita por todos os po
liedros que sio obtidos de P mediante sucessivas retiradas de fa
ces. Por exemplo, se P for o poliedro da figura 9, a hipotese D)
& verificada, mas a primeira etapa da demonstragao nos leva a omi
tir um dos triangulos internos, o que fornece um novo poliedro, no
qual tanto o contorno externo come o interno sac ciclos que nao
constituem o bordo de quaiquer subpoliedro. Para evitar esse tipo
de problema, faremos mais uma hipotese, supondc agora

E) gque toda aresta de P sefa Ladeo de exatamentfe duas faces de P

Agora podemos mostrar, inicialmente, que se P' se obfem de P por
omissac de uma face T entao a condigao D), que era valida para o

poliedro P, continua valida para P'., Com efeito, dado um ciclo
y em P', seja § um subpoliedro-de P cujo borde & Y. Entao
a hipotese E) implica imediatamente que @' = P-¢ & outro  subpo

liedro de P cujo bordo ainda & Yy, sendo @ N Q' =y e @ U @'=>,

Assim, dos dois subpoliedros @, @', wum apenas contem o triangu
o T. Seja, por exemplo, T < @. Entaoc @' & um subpoliedro de
' cujo bordo e vy, o0 que comprova a hipotese D) em P'. Em se
guida observemos que se o poliedro P' cumpre a condigao D) e

p" = p'-r, onde 7T & uma face de P' <com uma ou duas arestas 1i
vres, mas sem veértices livres, como na figura 10{a) ent3ao 2P' ain-
da cumpre a condigao D). Com efeito, se vy ©P" & um ciclo entido

existe um subpoeliedro @ < P', cujo borde &€ Y. Mas T nao pode .

ser face de @ porque Tcgq implicaria que o bordo de @ (isto e,
Y} conteria necessarijamente as faces livres de 7 (absurdo, pois
Yy cp'-7}. Portante g = P", logo P" cumpre a condigao D). Fi
nalmente, se P' cumpre a condigao D) e T & o triangulo negro
da parte (a) da figura 12, afirmamos que cada componente conexa de
p" = p'-7 ainda cumpre D}. O raciocinic & analogo ao do caso an
terior. Com efeito, dado um cicloe y numa componente conexa ¢ de
p", existe um subpoliedro @ <« P' <cujo bordo e Y. Afirmamos que
g ¢, Com efeito, se ¢ contivesse faces de mais de uma componen
te, teria que conter T mas entdo o borde de @, além de ¥, te
ria que conter as faces livres de 7.
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Completada a demonstragao do caso (a) da figura 12, trate
mos rapidamente dos demais. No caso (b), ao retirar o triangulo
negro, v-A+F aumenta de duas unidades e, usando novamente a con
digao D), pode-se mostrar que o numero de componentes conexas tam
bem aumenta de duas unidades. 0 caso (c) & inteiramente analogo ao
{a) e o caso (d) e obvio.

Podemos agora ver exatamente o que ficou provado pela de
monstracao de Cauchy. Antes de enunciar o resultado final convem
observar que a condigao E) dispensa a necessidade de supor A) e,
alem disso, diante de E), a condibéo B) & equivalente a outra, bem
mais conhecida em Topologia, que introduziremos agora.

Diremos que duas faces 7, § de um poiiedro P sio encadea

das quando existe numa seqiiencia T, .7 oI de faces de P tais

PRI
que T, =T, T =235 e, para % = 1,2,...,n-1, a intersecio

e . T, F i
T, N T, € uma aresta comum a 7. e i41 Podemos entao exi

gir do poliedro P a condicao

B*) que duas faces quaisquer de P sefam encadeadas

Evidentemente, B*) implica que o poliedro P & conexo, logo
dispensa a condicdo €). Provemos agora que, na presenca de E), as
condigdes B) e B*) s3o equivalentes.

Em primeiro lugar, supanhamos B). Dada uma face T, seja
@ a reuniao das faces de P que podem ser encadeadas com T. Afir
mamos que @ = P. Do contrario, em virtude de B), o subpoliedro ¢
teria uma aresta livre o, pertencente a uma face 5 < ¢, logo &
encadeavel com 7. Pela condigao E), a aresta a pertenceria a
outra face §' de P. Como o & livre em @, a face 5' nao es
taria em @, o que & absurdo pois S' & evidentemente encadeidvel
a 7.

Reciprocamente, suponhamos que o poliedro P cumpra B*).
Para mostrar que todo subpoliedro proprio @ c P tem alguma ares
ta livre, tomemos uma face S em P~@ e uma face T em 2. Pela
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hipotese B*}, existe uma cadeia 7T ,T s...sT, em P, com T =T
e T = 5. Seja T, a Gltima face desta cadeia que pertence a g.
EAtdo 7 < n e a aresta o = T, n Ti+l e livre em @ pois se
o fosse lado de outra face em @ além de T,, essa face (em vir
tude de E))} teria de ser T,41» © Que @ absurdo pois T nao

esta contida em ¢@.

Finalmente descobrimos qual a proposigac provada pela de
monstracio de Cauchy. Ela & o seguinte

Teorema. Seja P um poliedro no gqual:

10) Toda arnesta estd contida exatamente em duas jfaces;
29) Duas faces gquaisquer sap encadeadas;
39) Todo ciclo e um bondo.

Entac P cumpre a relagdo de Eulen V-A+F = 2.

Se o poliedro P @ homeomorfo a uma esfera, entdc as condi
¢oes 10), 20} ¢ 39) acima sao satisfeitas: (Vide . Seifert-Threlfall
51954], pag. 166.) Mas isto e um resultado profunde de Topologia,
equivalente a demonstrag3o da invariancia dos grupos de homeologia
da esfera s°. N3o se pode, portanto, esperar obter uma demonstra
gao elementar do Teorema de Euler com a hipotese de que P & homeo
morfo a uma esfera, como fazem Hilbert-Cohn Vossen e Courant-Robbins.

Jonas M. Gomes chamou a minha ateng¢ao para o fate de que,
reciprocamente, todo poliedro P que cumpre as tres condigoOes do
teorema acima & uma superficie topologica logo {em virtude do teo
rema de classificagdo das superficies) a terceira condigao implica
que |P| & homeomorfo a uma esfera.
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