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GEOMETRIA E TOPOLOGIA DO GRUPO DE ROTACOES

ELIEZER BATISTA

1. INTRODUCAO

Na maioria dos cursos de graduacao em matematica, tanto de licenciatura como de bacharelado, o
contato que os alunos tém com a estrutura de grupo limita-se, basicamente, as disciplinas de &algebra.
Nestas disciplinas, a escolha mais comum é fazer um estudo detalhado da estrutura dos grupos finitos.
Sendo assim, muitos aspectos importantes da teoria de grupos sao deixados para algum curso avanc¢ado
em nivel de pés-graduacao. Em particular, os alunos de graduacao saem sem saber da existéncia de grupos
continuos, nos quais a estrutura algébrica e a estrutura topoldgica estao relacionadas de uma maneira mais
profunda.

Uma classe de grupos continuos de grande importancia, tanto do ponto de vista tedrico como pelas
aplicacoes sao os grupos de Lie lineares. Varios destes grupos sao amplamente utilizados em fisica tedrica
[11, 13] e nas engenharias [3|, portanto, é interessante que os alunos de graduagado tenham mesmo que
fosse uma breve introducao a estes grupos. Outro aspecto importante dos grupos de Lie lineares é sua
relativa simplicidade no que diz respeito ao aspecto operacional. Por se tratar de grupos de matrizes,
08 Unicos pré-requisitos necessarios para a introducao aos conceitos fundamentais da teoria sao um curso
basico de algebra linear e uma certa familiaridade com o calculo diferencial em varias varidveis, sendo
assim totalmente acessivel a um aluno de graduagao.

As notas de aula deste mini-curso visam, exatamente, fornecer uma introducao aos grupos de Lie lineares,
tendo como ponto de partida o grupo de rotagdes no espaco tridimensional, o grupo SO(3). Este grupo
possui um apelo geométrico evidente, o que permite ao estudante elaborar visualizagoes e experimentos
concretos, possui também um grau de complexidade operacional simples, permitindo ao estudante verificar
de maneira direta as propriedades algébricas do grupo e finalmente possui inter-relacao com varios tépicos
de interesse matematico, servindo, assim, de porta de entrada para uma matematica rica e diversificada,
como quatérnions, espacos projetivos, espacos de recobrimento, etc.

Este mini-curso esta preparado para cinco aulas de uma hora cada. O publico alvo deste mini-curso sao
alunos de bacharelado e licenciatura em matematica. Basicamente pretende-se fazer com que o curso seja
o mais auto-contido possivel, mas de preferéncia aconselhamos que os participantes ja tenham cursado
alguma disciplina de dlgebra linear e uma disciplina de calculo de varias varidveis. Pretendemos que,
nestas notas de aula, os resultados estejam demonstrados de uma forma clara e acessivel aos alunos, com
todos os detalhes feitos, para que possam servir também como referéncia e guia de estudo posterior.

As notas de aula deste mini-curso estao organizadas da seguinte forma:

(1) No primeiro capitulo, introduziremos a nocao de grupo de Lie e enfatizaremos os dois grupos que
estardo presentes em toda a discussdo, a saber, os grupos SO(3) e SU(2). Com relagdo ao grupo
SO(3) mostraremos que se trata, de fato, do grupo de rotagoes no espaco euclidiano tridimensional.
Mostraremos como definir uma parametrizagao de todas as rotagoes através dos angulos de Euler.

(2) No segundo capitulo, definiremos o que vem a ser a dlgebra de Lie de um grupo e mostraremos que
dlgebra de Lie s0(3) é isomorfa a dlgebra de Lie R* com o pruduto vetorial. Também mostraremos
que as algebras de Lie su(2) e s0(3) também sao isomorfas.

(3) No terceiro capitulo, apresentaremos uma miscelénea de resultados envolvendo os grupos SO(3) e
SU(2). Iniciaremos com a apresentagao da élgebra dos quatérnions de Hamilton e mostraremos
que os quatérnions de médulo unitario formam um grupo que é isomorfo ao grupo SU(2). Vere-
mos como o grupo SU(2) se relaciona com o grupo SO(3) ao implementarmos rotagoes no espago
tridimensional por conjugagao de quatérnions, o que equivale a acao adjunta. Em segundo lugar,
introduziremos os espagos projetivos reais e complexos. O grupo SO(3) pode ser visto, como um
espaco topoldgico homeomorfo ao espaco projetivo real de dimensao 3, RP?. Também mostraremos
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que as rotacoes podem ser implementadas como transformacgoes projetivas no espaco projetivo
complexo de dimensido 1 CP', a saber a esfera bidimensional S?. Estas transformacoes projetivas
sao mais conhecidas no contexto de varidveis complexas como transformagoes de Mobius. Final-
mente, retomaremos a estrutura topolégica do grupo SU(2) como sendo a esfera tridimensional S?.
Mostraremos que existe uma agao natural do grupo U(1) sobre SU(2) de forma que o espago das
érbitas por esta acdo seja a esfera S?. A projecao canonica 7w : S* — S? é denominada fibracao
de Hopf e é um exemplo interessante, altamente nao trivial e repleto de aplicagoes, de um objeto
geométrico conhecido como fibrado principal.

2. GrRuUPOS DE LIE: ASPECTOS TEORICOS

Neste capitulo, as defini¢oes de grupo e algebra de Lie, que nortearao todo o restante do trabalho, serao
exploradas. Também apresentaremos os grupos de Lie que estao diretamente relacionados com a geometria
de rotagoes em trés dimensoes, a saber, os grupos SO(3) e o grupo SU(2). as referéncias bésicas para
este capitulo em termos de grupos de Lie serao [5, 14, 15]. Também indicamos como referéncias para os
conteidos de &lgebra linear a serem explorados neste capitulo, as referéncias [7, 9, 8.

2.1. Grupos de Lie.

Definicao 1. Um grupo é um conjunto G munido de uma opera¢ao
GxG — G
(a,b) +— ab
tal que esta operacao seja
(1) Associativa: (ab)c = a(bc).
(2) Possua elemento neutro e € G, tal que ea = ae = a, Ya € G.

(3) E qualquer elemento a € G possua um inverso a~* € G, tal que aa™"

=ala=e.
Se a operagao for comutativa (o que ndo é necessdrio para a defini¢io de grupo), isto é ab = ba para
todos os elementos a,b € G, entao o grupo é chamado comutativo, ou Abeliano.

Exercicio 1. Mostre que em um grupo G somente pode existir um unico elemento neutro. Mostre também
que todo elemento a € G somente possui um elemento inverso.

Definicao 2. Dado um grupo G, um sub-grupo de G, é um sub-conjunto nao vazio H C G tal que
(1) O elemento neutro pertence a H: e € H.
(2) Dado qualquer elemento a € H, temos que a™' € H.
(3) Dados dois elementos quaisquer a,b € H, temos que, ab € H.

Exercicio 2. Mostre que provar que um sub-conjunto nao vazio H C G € subgrupo € equivalente a provar
que se a e b sdo elementos de H, entdo ab=' € H.

Aqui estao alguns exemplos de diferentes tipos de grupos. Em cada um destes exemplos, um bom
exercicio para o leitor é verificar explicitamente os axiomas de grupo.
(1) O grupo contendo somente o elemento identidade G = {e}. Este é o grupo mais trivial que existe.
(2) O grupo aditivo Zs, gerado pelos elementos 0 e 1 e cuja operagao + é definida pela tabela

+0 1
010 1
1{1 0

(3) O grupo das simetrias de um poligono regular de n lados, isto é, movimentos de rotagao ou reflexoes
em torno de alguns eixos que deixam a figura de um poligono inalterada.

Exercicio 3. Determine o grupo de simetrias do triangulo equildtero e do quadrado. Sugestao:
Enumere os vértices do poligono e observe como estes indices se alteram ao aplicar-se as operagoes
do grupo, entdo construa a tabela de composicao no estilo mostrado no exemplo anterior.

(4) O grupo de permutagoes de um conjunto de n elementos, S,,.
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(5) O grupo aditivo dos nimeros inteiros (Z, +).

(6) O grupo multiplicativo dos nimeros reais nao nulos, (R\{0},.).

(7) O grupo das transformagoes lineares inversiveis em um espago vetorial real (complexo) de n di-
mensoes, GL(n,R) (GL(n,C)). A operagao neste caso é a de composigao de duas transformagoes.

(8) O subgrupo de GL(n,R) (GL(n,C)), das transformagoes lineares cuja matriz de transformagao pos-
sui determinante igual a 1, SL(n,R) (SL(n,C)). Pode-se ver facilmente que SL(n,C) é sub-grupo
de GL(n,C) devido a propriedade multiplicativa dos determinantes: det(AB) = det(a)det(B), se
as matrizes A e B tiverem determinante igual a 1, entdao a matriz AB também tera determinante
igual a 1.

Exercicio 4. Quais dos grupos acima sao abelianos?

Voce deve ter notado que ha grupos com um nimero finito de elementos, grupos com um nimero infinito
de elementos porém que sao discretos (como é o caso do grupo aditivo Z), e grupos que sao continuos
(como por exemplo R, GL(n,R), etc). Portanto, ha outras propriedades mateméticas dos grupos, e nao
somente sua estrutura algébrica que devem desempenhar um papel importante na analise dos mesmos. E
dentro desta perspectiva que vamos definir o que vem a ser um grupo de Lie

Definicao 3. Um grupo de Lie G € um grupo com as sequintes propriedades:

(1) O grupo G é uma variedade analitica. Isto é, uma variedade diferencidvel cujas mudangas de cartas
sao aplicacoes infinitamente diferencidveis e que podem ser expandidas em séries de poténcias.
(2) A operagao de grupo e a inversao sao aplicagoes analiticas em G.

Se o leitor nao esta habituado com o conceito de variedade diferencidvel, nao se assuste. Ao dizermos
que G é uma variedade diferenciavel, apenas queremos dizer que na vizinhanca de qualquer elemento
a € G existe um sistema de coordenadas (x1,...x,) de forma que qualquer elemento de grupo naquela
vizinhanga pode ser escrito em funcao destas coordenadas b = b(xy,...,x,). Nao queremos dizer que
exista um tunico sistema de coordenadas que sirva para todos os elementos do grupo. Mas quando um
elemento pode ser escrito em dois sistemas de coordenadas diferentes, digamos (z1,...2,) € (Y1,---Yn),
entao a mudanca de coordenadas é uma aplicacao infinitamente diferenciavel e que pode ser expressa
como uma série de poténcias (ou seja, é uma aplicacao analitica). No decorrer deste capitulo, daremos
exemplos concretos de coordenadas para descrevermos os elementos de certos grupos. Desejamos apenas
que o leitor mantenha a imagem pictorica de uma variedade como um sub-conjunto aberto de R™ ou como
uma superficie (hipersuperficie) imersa em um espago de dimensao maior (existe um teorema devido a
Whitney afirmando que sempre é este o caso).

Vamos analisar a estrutura de variedade de alguns grupos conhecidos. Para dar inicio, considere o grupo
das transformagoes lineares inversiveis em um espago vetorial real de n dimensdes, o grupo GL(n,R). Cada
elemento do grupo pode ser escrito como uma matriz n x n real, logo, precisamos de n? coordenadas para
determinarmos um elemento do grupo. Assim,

GL(n,R) C M,(R) =~ R".
Além do mais, a funcao determinante

det : M,(R) — R

A — det(A)
que para a matriz A = (a;;) pode ser escrita como
det(A) = Z €iyoin @iy Q24 - - - Qi s
i1yenin

é continua. Como para matrizes de GL(n,R) o valor do determinante é diferente de zero temos que

GL(n,R) = det™" (R\{0})
que é um sub-conjunto aberto de R™, logo uma variedade.

Proposicao 1. GL(n,R) € denso em M,(R)
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Demonstracao: Tomemos A € M,(R) e ¢ > 0. Considere todas as matrizes da forma A — A,
para A €] — €, epsilon|. Se todas estas matrizes nao forem invertiveis, entdo det(A — AI) = 0 para todo
A €] — ¢, epsilon[, o que é uma contradigao, pois somente este determinante é igual a zero nos auto-valores
de A, que s@o em quantidade finita. Logo para todo A € M, (R),e toda bola aberta de raio € ao redor de
A existe uma infinidade de matrizes invertiveis, ou seja, elementos do grupo GL(n,R), o que nos diz que
este grupo é denso no espaco das matrizes. [ |

Podemos ir um pouco mais longe: definindo as funces coordenandas t;; tais que t;;(A) = a;; a fungao
determinante pode ser escrita como

Det = Z 61‘17,..7int11‘1t22’2 e tmn.
11,.000n

Esta funcao ¢ infinitamente diferencidvel em termos das coordenadas t;;. Definimos um ponto regular da
funcao determinante como um elemento
A € M,(R) tal que as derivadas parciais

0Det

éh‘ij
nao sejam todas nulas. E dizemos que p é um valor regular se todos os pontos A tais que Det(A) = p s@o
regulares. Agora considere o grupo

(4)

SL(n.R) = Det (1),

o numero 1 é um valor regular da funcao determinante, logo, pelo teorema global da funcao implicita,
temos que SL(n,R) é uma subvariedade, pois é a imagem inversa de um valor regular.

Estes dois exemplos anteriores, mesmo sendo teoricamente corretos, sao dificeis de visualizar, a nao ser
no caso trivial n = 1, onde o determinante é a fungao identidade, resultando em GL(1,R) = R\{0} e

SL(1,R) = {1}.

2.2. Grupos Ortogonais e Unitarios. Existem alguns sub-grupos do grupo GL(n,C) que merecem
uma consideragao especial. Em primeiro lugar, temos o sub grupo das tranformacoes ortogonais em n
dimensoes O(n) C GL(n,R) e seu subgrupo de determinante igual a 1, SO(n). A definicao dos elementos
deste grupo dependem da estrutura euclidiana do espago vetorial R™.

Definicao 4. Um produto escalar euclidiano no espago vetorial R™, é uma aplicacao bilinear, simétrica e
positiva definida (,) : R" x R" — R™.

Por positiva definida, entendemos que (x,z) > 0 e (z,z) = 0 se, e somente se z = 0. A escolha mais
natural para o produto escalar euclidiano entre dois vetores x = (z!, 22, ... 2" e y = (y*, 42, ... y")T ¢

(w,y) = 'y’ =2"y.
i=1

Definicao 5. Uma transformacao ortogonal em R™ é uma transformacao linear A : R™ — R™ que preserva
o produto escalar euclidiano, ou seja para quaisquer x,y € R"™, temos (Ax, Ay) = (z,y).

Proposicao 2. O conjunto das transformagdes ortogonais O(n) €, de fato um sub-grupo de GL(n,R).

Demonstracao: Antes de mais nada, podemos caracterizar as matrizes de uma transformacao ortogonal
da seguinte forma;

(Az, Ay) = (z,y) = 2" ATAy =2y,
ou seja ATA = 1. Como IT = I, temos que I71 = I, portanto a tranformacao identidade é ortogonal.
Também temos que se ATA=1Te BTb =1, entao (AB)TAB = BTATAB = B"B = I, logo AB também
é uma tranformacao ortogonal. Finalmente, se A é ortogonal, entao AT A = I ou ainda AT = A~!. Como
(A7)t = A= (AT)T temos que AT também é ortogonal, o que conclui a prova. |

Exercicio 5. Mostre que o determinante da matriz de uma transformacao ortogonal € igual a 1 ou —1.
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Um outro grupo importante, que é sub grupo de GL(nC) é o grupo das transformagoes unitdrias em um
espago vetorial complexo de n dimensdes, U(n). Este grupo é definido como o conjunto das tranformagoes
lineares em C" que preservam a forma sesquilinear em C" dada por

n
(v|w) = Z'U_sz
i=1

Ou seja, o grupo U(n) é formado por tranformagdes lineares invertiveis A, tais que
(Av|Aw) = (v|w).

O subgrupo das tranformacoes unitarias com determinante igual a 1, SU(n), também é um exemplo de
grupo.

Exercicio 6. Mostre que realmente U(n) e SU(n) sao sub-grupos de GL(n,C).

Analisemos agora a estrutura de variedade do grupo SO(2). Este grupo é formado pelas matrizes 2 x 2
reais e ortogonais da forma
a b
()

Exercicio 7. Mostre que a condicao AT = A=! implica em a = d e b = —c.

a b
a=(%0)

a+0v=1.

Entao, podemos encontrar um angulo 6 de forma a escrevermos a matriz A na forma A = R(0), escrita

como
R(9) = ( cosf —sinb )’ DER

Assim, temos de fato a matriz

cujo determinante resulta em,

sinff  cosf
Exercicio 8. Mostre que a composi¢cio de R(0) e R(¢) € igual a rotagao R(6 + ¢).
Exercicio 9. Mostre que SO(2) é um grupo Abeliano, isto é, AB = BA para quaisquer A e B em SO(2).

De fato, temos R(f) = R(6 + 27), portanto podemos efetuar uma bijegao continuamente diferencidvel
entre os pontos da circunferéncia unitaria

St = R/277Z,

e o grupo SO(2) associando a cada angulo 6 € S o tinico elemento R(#) € SO(2). Isto equivale a dizer
que os dois conjuntos sao difeomorfos como variedades diferencidveis.
Antes de prosseguirmos nossa analise, fagamos uma pequena definigao.

Definicao 6. Dados dois grupos G e H, dizemos que a aplicagao
¢o:G—H

¢ um homomorfismo de grupo se

(1) Leva a identidade na identidade: ¢(eq) = eq.
(2) Preserva a operagao de grupo: ¢(gh) = ¢(g)p(h).
Se um homomorfismo é bijetor, entao ele € dito ser um isomorfismo e 0s grupos sao isomorfos.

Exercicio 10. Mostre que um homomorfismo de grupo obedece a propriedade

o(g7") = o)~
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Exercicio 11. Mostre que em um isomorfismo de grupos ¢ : G — H. O Kernel do homomorfismo

Ker(¢) = {g € G|é(g) = ¢}
somente possui o elemento identidade, e a imagem do homomorfismo
Im(¢) = {h € H|3g € G, ¢(g) = h}
é igual a todo o grupo H.

Vamos estabelecer agora um isomorfismo de grupos: considere o grupo unitario unidimensional U(1).
Ou seja as transformagoes lineares em C que preservam o médulo do niimero complexo. Ou seja

laz]* = |af*|2|* = |27,

o que implica que |a|? = 1. Assim sendo, o grupo U(1) ¢ identificado com o subconjunto dos nimeros
complexos de médulo 1, em outras palavras, a circunferéncia unitaria S'. Assim, como conjunto de pontos
(variedades) os trés conjuntos sao iguais:

SO(2) = U(1) = S.

Agora, vamos ver que de fato os grupos SO(2) e U(1) sao homomorfos (e portanto isomorfos). Os elementos
em U(1) possuem como operacao de grupo o produto usual entre dois niimeros complexos

(a + ) (c+1d) = (ac — bd) + 1(ad + be)
Exercicio 12. Mostre que o produto de dois nimeros complexos de modulo 1 possui modulo igual a 1.
Exercicio 13. Qual é o inverso do elemento de grupo a € U(1)?

Podemos agora definir a aplicacao ¢ : C — My(R) como

gzﬁ(a—f—zb):(Z _ab)

Exercicio 14. Mostre que a aplicagao ¢ acima trata-se mesmo de um homomorfismo de grupos, mesmo
quando restrito ao caso dos nimeros compleros de mddulo 1 (que quantidade representa o mddulo do
nimero complexo quando este € visto no espago de matrizes?).

Em particular, os nimeros complexos de médulo 1 podem ser escritos na forma trigonométrica
a = cosf +sinf.

Assim, sua imagem pela aplicagao ¢ serd, para nossa surpresa

o(a) = ( cos —sinf ) |

sinf cos®

Exatamente um elemento genérico de SO(2). Temos entao o isomorfismo desejado.
Prossigamos em analisar dois grupos que serao importantes ao longo de todo este trabalho. O grupo
SO(3) e o grupo SU(2). O grupo SU(2) é o grupo das matrizes complexas 2 X 2

a b
=(0)
tais que AT = (AT)* = A~ e com determinante igual a 1, isto é

Det(A) = ad — bc = 1.

Pela condigdo de unitariedade, podemos concluir que d = @ e ¢ = —b. Assim, as matrizes de SU(2) podem

ser escritas como
A a b\ _ x4 v+w
S \-ba) \ —wvtw xz—w )’

onde x,y,v,w € R. A condi¢ao do determinante nos da

Det(A) = ad — bc = 2* +y* +v* +w? = 1.
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Ou seja, o grupo SU(2) é equivalente como variedade (pois todas as aplicagdes sdo continuamente difer-
encidveis) ao conjuto de vetores em R?* com mddulo igual a 1, em outras palavras, a esfera tridimensional
S3.

O grupo SO(3), por sua vez, é o grupo das rotagoes em R3. Uma rotagao em R? pode ser descrita
por um vetor unitdario n e por um angulo de rotacao s. Para definirmos um eixo de rotagao precisamos
de dois angulos (0,¢), com 0 < § < me 0 < ¢ < 27. Portanto, o eixo de rotagdo @ pode ser visto
também como um ponto da esfera unitaria S2. Relembremos que por convencao , as rotacoes sao positivas
quando tomadas no sentido anti-horario. Note porém que temos a mesma rotacao tomados um eixo n e
um angulo s ou um eixo —n e um angulo —s, portanto ha uma identificacao de pontos antipodas nesta
variedade. De fato, a variedade que equivale ao grupo SO(3) é o espaco projetivo real tridimensional RP?,
que pode ser pensado também como a esfera S® com os pontos antipodas identificados. Nao vamos entrar
agora em detalhe sobre os métodos topoldgicos para identificar esta estrutura de variedade, antes, vamos
buscar um homomorfismo entre os grupos SU(2) e SO(3) e entdo a partir das propriedades desta aplicac¢ao
entendermos mais claramente a topologia de SO(3).

Examinemos nais de perto os geradores do grupo de rotagoes, que estamos tentando caracterizar como
o grupo SO(3). Quando os eixos sao os vetores da base canonica &;, para i = 1,2, 3, temos as rotagoes ao
redor dos eixos x, y e z, respectivamente.

Exercicio 15. Mostre que as matrizes de rotacao ao redor dos eixos x, y, e z no sentido anti-hordrio de
um angulo s, sao respectivamente

1 0 0 coss 0 sins
Ri(s)=| 0 coss —sins |, Ry(s)= 0 1 0 ,
0 sins coss —sins 0 coss
coss —sins 0
Rs3(s) = | sins coss O
0 0 1

E mostre que elas sao, de fato, matrizes ortogonais.

Um fato menos trivial e que precisa ser provado é que as rotagoes em trés dimensoes também efetuam
um grupo. Isto é se compusermos uma rotacao ao redor de um eixo m de um angulo s e apds aplicarmos
uma rotacao ao redor de um eixo n de um angulo ¢, existird um eixo p e um angulo r tal que a composicao
das duas rotacoes anteriores sera uma rotacao ao redor de p por um angulo r. Por enquanto vamos assumir
que podemos compor duas rotagoes, composicao esta vista apenas como multiplicacao de matrizes sem
termos a certeza de que esta composicao trata-se, de fato, de uma rotagao.

E f4cil ver que ao contrario das rotagoes em duas dimensoes, as rotagoes em trés dimensoes nao comutam
entre si. Para vocé se convencer de que isto é verdade, basta tomar, por exemplo, R;(s)Ra(t) e vocé verd
que o resultado é diferente de Ry(t)Ri(s). ao fazer estas contas vocé também deve ter percebido que
trabalhar diretamente com o grupo de rotagoes torna os calculos muito mais complicados.

Cabe-nos portanto descrevermos a matriz de rotacao ao redor de um eixo arbitrario, que escrito em
coordenadas esféricas fica

n = (sinf cos ¢, sin 0 sin ¢, cos ).
Basicamente, a idéia é perceber que podemos obter o eixo 1 a partir do vetor €3 da base canonica, efetuando
sobre este uma rotacao de # ao redor do eixo y e depois uma rotagao de ¢ ao redor do eixo z:

n = Rs(¢)Ra(0)es = R(6, ¢)es.
Exercicio 16. Escreva a matriz R(0,¢) e sua inversa R71(0,¢), que corresponde a transformagdio que

leva o vetor 11 no vetor €s.

Uma vez tendo estas matrizes de transformagao, aplique R~1(6, ¢) de forma que o eixo de rotagao seja
levado no vetor es, aplique a matriz Rs(s), onde s é o angulo de rotacdo desejado e aplique en seguida
R(0, ¢), devolvendo tudo a configuragao original, com uma unica diferenca: tudo estard rotacionado de
um angulo s ao redor de . Em resumo,

Ra(s) = R(0, 0)Rs(s) R~ (0, 9).
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Note que escrevemos na ordem da direita para a esquerda, pois estas matrizes sao aplicadas a vetores em
R3, entdao a matriz que estiver mais a direita serd aplicada primeiro.

Exercicio 17. Escreva explicitamente a matriz Rg(s), e mostre que ela € ortogonal.

Como foi visto, as matrizes de rotacao R;, i = 1,2, 3, s@o matrizes de SO(3), logo toda rotacao ao redor
de um eixo também é uma matriz de SO(3), e portanto toda composigao de rotagoes. Falta-nos ver que
toda matriz de SO(3) pode ser escrita como uma rotagao, o que vamos fazer nos paragrafos que se seguem.

Proposicao 3. Uma matriz A € SO(3) possui um auto valor igual a 1.

Demonstracao: A matriz A possui um auto valor real devido ao fato da equacao caracteristica,
Det (A — A\I) =0,

ser de grau trés, logo possui uma raiz real. Este auto valor real é nao nulo devido ao fato do determinante
de A ser igual a 1. Logo, se \;, A2 e A3 sdao os auto valores, o determinante pode ser escrito como

DetA = )\1)\2)\3 =1.

Se \; € R, e os outros dois auto valores sao complexos, entdo A3 = Mg, portanto Ai|A2* = 1, implicando
que A\; > 0. Mesmo se todos os auto valores forem reais, nao poderiamos ter todos negativos, caso contrario
o determinante seria negativo. Portanto, um dos auto valores de A é real e positivo.

Além disto, podemos ver que os auto-valores de uma transformacao ortogonal tém que ter médulo
unitario: De fato, seja v um auto-vetor de A € SO(n) com auto valor A (note que esta propriedade vale
em qualquer dimensdo). Entao temos

(AvAv) = N2{v, ) = (v, v),
o que implica que A\?> = 1, ou ainda que |A\| = 1. Como toda matriz de SO(3) tem um auto-valor real
positivo e como este auto- Valor tem que ter modulo unitario, este sé pode ser igual a 1. |
Em posse destes fatos, podemos definir uma base f1, f, e n, onde 1 é o auto vetor unitario associado ao
auto valor A = 1 de A. Como o produto dos outros dois auto valores tem que ser igual a 1, temos que a

transformagao A restrita ao plano f; e f; é uma transformagao de SO(2). Assim, existe um angulo s tal
que a matriz A pode ser escrita como

coss —sins 0
A= sins coss O
0 0 1

O vetor 1 entao é o eixo desta rotagdo. Somente para amarrarmos uma ponta solta, observamos que toda
transformagao de SO(3) pode ser escrita como uma rotagdo, como SO(3) é um grupo, entdo podemos
garantir que o conjunto das rotagoes em R? também é um grupo, alids isomorfo ao grupo SO(3).

Para finalizarmos nossa breve exposicao sobre grupos, daremos uma rapida introducao ao conceito de
representacao de grupos. a teoria de representacoes constitui-se de um rico e vasto assunto em matematica,
para referéncias sobre este assunto, aconselhamos [3, 5, 16].

Defini¢ao 7. Dado um grupo G, definimos uma representacao real (compleza) de dimensao n de G como
um homomorfismo I' : G — GL(n,R) (I' : G — GL(n,C)). Diz-se que o espago vetorial de dimensao
n onde as matrizes de GL(n) agem carrega a representagao I'. Uma representagdo € dita ser irredutivel
quando o espago que carrega a representacdo nao possui sub-espacos invariantes pela acao da representacao
do grupo. Diz-se ainda que uma representacao é completamente redutivel quando o espaco que carrega a
representacdao pode ser decomposto em uma soma direta de representacgoes irredutiveis.

O exemplo mais simples é o da representacao fundamental. Muitos grupos sao naturalmente definidos
como grupos de matrizes, logo sao subgrupos de GL(n) para algum n. Por exemplo, SU(2) é um subgrupo
de GL(2,C), assim representagao fundamental de SU(2) é dada por matrizes 2x 2 complexas que obedecam
a propriedade de unitariedade e determinante igual a 1. A representacao fundamental do grupo SO(3),
por sua vez, ¢ dada em termos de matrizes 3 x 3 reais.

As representagoes mais interessantes do ponto de vista matematico sao as representacgoes irredutiveis.
A teoria de classificacao de representacgoes irredutiveis de grupos é bastante complexa, mesmo quando se
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trata de grupos finitos. No caso dos grupos classicos de matrizes, dentre os quais se incluem os grupos
unitarios e ortogonais, as representacoes de dimensao finita sao completamente redutiveis, assim sendo, as
representacoes irredutiveis sao os blocos de construcao de qualquer representacao destes grupos.

No Proximo Capitulo, introduziremos os geradores infinitesimais dos grupos apresentados e veremos
como a estrutura algébrica denominada algebra de Lie esté relacionada com os grupos de Lie.

3. ALGEBRAS DE LIE

Neste capitulo, veremos as versoes infinitesimais de alguns grupos apresentados no capitulo anterior.
Introduziremos o conceito de dlgebra de Lie, que é uma estrutura algébrica de grande importancia em
matematica e que inter relaciona diversos tépicos matematicos de maneira interessante. Para uma re-

feréncia mais detalhada sobre a teoria de algebras de Lie, aconselhamos o leitor a pesquisar os livros
[5, 14, 15].

3.1. Definigao de Algebras de Lie e Exemplos.

Definigao 8. Um dlgebra de Lie é um espago vetorial (real ou complezo) V munido de uma aplicagdo
bi-linear [,] : V xV — V| satisfazendo.

a) A aplicagao [,] € anti-simétrica, ou seja, [v,w| = —[w,v].
b) Satisfaz a identidade de Jacobi:
[, [v, v]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0.

Como um exemplo basico de algebras de Lie, considere a dlgebra de Matrizes n x n reais M, (R). Como
espaco vetorial, a dlgebra de matrizes é isomorfa ao espago vetorial R™. A aplicacao [,] neste espago é
dada pelo comutador de matrizes: [A, B] = AB — BA. Na verdade, veremos que a maioria das &lgebras
de Lie associadas a grupos de Lie poderao ser vistas como algebra de Lie de matrizes.

Exercicio 18. Mostre que o comutador de matrizes realmente implementa uma estrutura de dlgebra de
Lie no espaco das matrizes n X n.

Um segundo exemplo também relevante para nossa discussao ¢ a estrutura de algebra de Lie existente
no espago euclidiano tridimensional, R3. A aplicagao bi-linear [,] é dada pelo produto vetorial entre dois
vetores, ou seja [v,w]| = v X w.

Uma dltima estrutura em R? que nos serd importante é o produto vetorial, que é uma operacao

x :R¥xR* — R?
(V,W) — VXW.
onde o vetor Vv X w é um vetor ortogonal ao plano gerado por vV e w, com médulo igual a area do paralel-

ogramo gerado por V e W e com orientacio compativel com a base canonica de R3, conforme indicado na
Figura 2.1:

VXxW

Figura 2.1: O produto vetorial de dois vetores V e w.
Se os dois vetores V e w estiverem separados por um angulo «, conforme indicado na figura acima, entao
o médulo de V X w serd
IV x Wl = |[V] [[w]| sinc.
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Logo, podemos concluir que Vv X ¥ = 0 para qualquer v € R3, pois neste caso a area determinada é
igual a zero. Por orientacao compativel com a base canonica, queremos dizer que se escolhermos qualquer
permutacao ciclica de €; €5 e €3, sempre o terceiro elemento serd o produto vetorial dos dois primeiros
nesta ordem, isto é
(1) é1><é2:é3 , égXégZél , é3><é1:é2.

O produto vetorial é anti-simétrico, isto é, Vv x w = —w x V. Devido as relagoes (1) e a total anti-simetria
do produto vetorial, podemos escrever o produto vetorial de Vv = (vq,v9,v3) € W = (wy, wa, w3) como o
determinante

e € €
(2) VXW=| 1 vy U3

wy Wz W3

Exercicio 19. a) Mostre que o produto vetorial € bilinear, isto é

—

(U4+ V)XW = UXW+VXW,

Ux (V4+wW) = dXV+uxw,
(AW)xw = Vx(Aw)=AvVxw, VYieR

b) Mostre que o produto vetorial satisfaz a identidade de Jacobi:

Sl Sl

UX (VXW)+vVXx(Wxu)+wx (dxv)=0.
c) Mostre as sequintes propriedades do produto vetorial:

— —

Ux (Vxw) = (0-w)v— (u-Vv)w,
u-(Vxw) = v-(wxu)=w-(uxV).

Com o exposto acima, fica evidente que o espaco R* munido com o produto vetorial é uma algebra de
Lie.

Vamos tornar a notacao mais simbdlica, em termos de somas e de indices. Para isto, vamos definir dois
objetos matematicos que nos auxiliarao muito nos calculos. O primeiro é o delta de Kronecker, para os
indices 7 e j, variando de 1 até n, temos

5. — 10, parai#j,

K 1, parai=/j.
Visto como uma transformacao linear em um espaco vetorial R", o delta de Kronecker nao passa da matriz
identidade n por n. Em nosso caso, vamos na maior parte do tempo utilizar os indices variando de 1 a 3.

Exercicio 20. Mostre que

a) Z(S,»jvj =wv;, (parai fixo).
j=1

b) Zdiiajk =a;, (parai ek fizos).
j=1

O segundo objeto, é o tensor totalmente anti-simétrico, ou tensor de Levi-Civita. Dados os indices i1,
..., iy, todos variando de 1 até n, definimos o tensor totalmente anti-simétrico por

0, Se existem k e [, tais que i, = 1;,
€iyorviy, = 1, Seiy...i, é uma permutacao par de 1...n,

7

—1 Se;...i, é uma permutacao impar de 1...n.

No decorrer de todo este curso, utilizaremos apenas o tensor anti-simétrico para n = 3. Ao contrario do
delta de Kronecker, a ndo ser para n = 2, o tensor totalmente anti-simétrico (que denominaremos a partir
de agora por tensor epsilon, ou simplesmente por epsilon) nao pode ser visto facilmente como uma matriz,
mais precisamente, este objeto pode ser visto como um elemento no n-ésimo produto tensorial do espaco
R™.
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Ao dizermos que uma permutacao é par ou impar, estamos nos referindo ao seguinte fato: Toda per-
mutagao de n elementos pode ser escrita como uma composicao de (n — 1) permutagoes elementares s;
1 =1,...n — 1 que troca os vizinhos nas posicoes 7 e 7 + 1. Assim uma permutacao P pode ser escrita
como

stil--'si

A permutacao P sera par ou impar dependendo do nimero k de geradores necessarios para se escrever a
permutacao.

P

Exercicio 21. Mostre que:

a) s;s;=s;8;, para |i—j|>2,
b) sisi=1d, Yi=1,...,n,

C) 5Si415i = Si+15:8i41, Vi=1...n—1,

Uma regra pratica para verificar se uma permutacao é par ou impar ¢é colocar a configuragao inicial acima
da configuracao final e ligar os elementos correspondentes tomando o cuidado de evitar que se cruzem mais
de duas linhas de cada vez. O ntmero de cruzamentos definira se a permutacao é par ou impar. No caso
de n = 3 temos que as permutacoes pares de 123 sao: 123, 231 e 312 e as permutagoes impares sao: 213,
132 e 321.

Exercicio 22. Mostre que
a) Os produtos vetoriais da base canonica dados em (1) podem ser resumidos na expressao

3
(3) e Xe; = E €ijk€k-
k=1
b) Dados dois vetores Vv e W, a i-ésima componente de V X W na base canonica pode ser escrita como

3

(4) (VX W); = eijpvjwy.

k=1
Exercicio 23. Mostre que

3

a) § :Eijkequ = 0ip0jq — Oiglip,
k=1

3
b) Z eijkepjk = 2(511,

J,k=1

A definicao de algebra de Lie nao faz meng¢ao a nogao de grupo. Os dois conceitos estao interligados
pelo fato que a todo grupo de Lie esta associada uma &algebra de Lie dos seus geradores infinitesimais.
A partir de agora, somente consideraremos grupos de Lie que sejam variedades de dimensao finita, ou
seja que os seus elementos dependam apenas de uma quantidade finita de coordenadas (existe também a
teoria de grupos de Lie de dimensao infinita, mas envolve complicag¢oes técnicas que fogem ao escopo deste
minicurso).

Para encontrarmos os geradores infinitesimais de um grupo de Lie GG, tome um subgrupo a um parametro
Gr de G, definido como

Gr={g(t) € G,t € R|g(0) = e,9(t)g(s) = g(t + )} .

Basicamente, um subgrupo a um parametro é uma curva em G passando pelo elemento identidade. Vamos
avaliar agora o vetor velocidade desta curva no elemento identidade

.. dg
A=lmot =5,
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Este vetor é tangente a variedade do grupo no ponto correspondente ao elemento identidade. Por outro
lado, todo elemento de Gr pode ser escrito como a série formal de poténcias

g(t) = e,
por isto dizemos que A é o gerador infinitesimal de Gg.

Podemos prosseguir com esta operagao e encontrar outros subgrupos a um parametro tais que os seus
geradores infinitesimais sejam linearmente independentes. como estamos tratando apenas de variedades
de dimensao finita, os seus espacos tangentes também sao de dimensao finita [4, 13]. Logo, havera um
conjunto linearmente independente de geradores infinitesimais { Ay, ..., A, } que gerarao o espago tangente
a G no ponto e, este espago, que vamos denotar por L, serd a algebra de Lie do grupo G. Qualquer outro
elemento do grupo G pode ser expresso como exponencial de uma combinacao linear de vetores de L

g= g(xla s 7'Tn) = e$1A1+"'+ann_

Como exemplos, considere o grupo SO(2), que como vimos, corresponde ao grupo das rotagoes no plano.
Uma matriz genérica deste grupo pode ser dada em termos do angulgo de rotacao 0, da seguinte forma:

(5) R(§) = ( cosf —sind ) ‘

sinf  cos6

Vamos definir agora o gerador infinitesimal associado & matriz de rotagao R(f) € SO(2), dado por
dR(6) (0 —1
@ |,, \1 0 )

Exercicio 24. Utilizando a expressao da exponencial de uma matriz como

1
A AN
¢ = Z n!A ’

n=0

0.J

mostre que toda rotagao de SO(2) pode ser escrita como R(6) = e””.

(6) J = R/(e)b:o =

Analisemos também o caso do grupo SO(3). As matrizes de rotagdo ao redor dos eixos x, ¥, € z no
sentido anti-horario de um angulo 6, sao respectivamente

1 0 0 cos@ 0 siné
Ri(0)=1| 0 cosf® —sinf |, Ry(0)= 0 1 0 ,
0 sinf cosf —sinf 0 cosf

cos) —sinf 0
R3(0) = | sinf cosf O
0 0 1

Exercicio 25. Mostre que os geradores infinitesimais associados as matrizes de rotag¢ao R;(s), i = 1,2, 3,
sao respectivamente

00 O 0 01
Li=l o0 =1 ], o= 0o 00},
01 O -1 0 0
0 -1 0
Ls = 1 0 0
0 0 O
Exercicio 26. Mostre que R;(s) = el parai=1,2,3.

Exercicio 27. Mostre que o comutador de duas matrizes dos geradores infinitesimais Ly, Lo e L3 resulta
em:
3
(7) (Li,Lj] =Y eyely,  parai,j=1,2,3.
k=1
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Note a semelhanca formal entre estas relagoes de comutagao e as formulas do produto vetorial dos vetores
da base canonica (3).

Exercicio 28. Mostre que se aplicarmos o gerador infinitesimal Lz a um vetor v € R3, teremos
Lzv =1 X V.
Para vermos que o espaco tangente ao grupo G no elemento identidade é de fato uma algebra de Lie,

temos que mostrar que tal espaco é fechado em relagdo ao comutador. Para isto, sejam A e B dois
elementos do espago tangente e sejam

Considere agora o elemento de grupo
k(r) = g(Oh(®)g (BB (1),
onde 7 = t?. Entao, se expandirmos K (7) em série de poténcias teremos
k(t) =1d+7[A, Bl + O(t).
Assim, o comutador também aparece como um gerador infinitesimal:

[A7 B] = M 9
dr 7=0
lembrando-se que quando 7 = 0 temos também t = 0.

Portanto, temos dois tipos de objetos relacionados entre si. De um lado, temos o grupo de Lie, que é
uma variedade e pode possuir uma estrutura topoldgica complicada. De outro lado, temos a algebra de
Lie, que possui a vantagem de ser um espaco vetorial e é de certa forma mais simples operacionalmente.
No entanto, esta simplicidade possui um preco, informagoes globais a respeito da estrutura topoldgica do
grupo associado a algebra sao perdidas. A relacao entre os elementos do grupo e elementos da dlgebras
estd no fato que estes sao geradores infinitesimais daqueles. Por outro lado, a partir dos elementos da
algebra podemos recobrar os elementos do grupo através da exponenciagao.

Definicao 9. Dados os vetores Ay, ... A, da base de uma dlgebra de Lie L podemos escrever o comutador

genericamente como
n

[Ai Aj] =D Ay
k=1
Os coeficientes cfj da expansao do comutador na base sao denominados constantes de estrutura da dlgebra
L.

Vejamos alguns exemplos de dlgebras de Lie: O primeiro exemplo é o da algebra de Lie do grupo
GL(n,R) (GL(n,C)), denotada por gl(n,R) (gl(n,C)), que consiste da dlgebra de todas as matrizes n X n
reais (complexas). Uma base para este espago sao as matrizes

)L Na linha ¢ e coluna j.
Cij = 0, em todas outras entradas.

Exercicio 29. Mostre que o comutador entre os elementos da base de gl(n), se escreve como
[Gz‘j, €kl] = 5jk€il - 5li€kj-

O segundo exemplo é a dlgebra de Lie do Grupo SL(n,R) (SL(n,C)) denotada por sl(n,R) (sl(n,C)).
Como o determinante de uma exponencial pode ser escrito como

Det (eA) = eTr(A),
concluimos que a condigao Det(g) = 1 implica em Tr(A) = 0, onde A é o gerador infinitesimal de g. Assim,
a algebra sl(n,R) (sl(n,C)) é a algebra das matrizes n X n reais (complexas) com trago nulo.

Consideremos agora a dlgebra de Lie do grupo SO(n), denotada por so(n). A condigao sobre os elementos
do grupo é que a transposta de uma matriz seja sua inversa. Assim, temos

99" = Id,.
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Considere g = 4 e tome os geradores infinitesimais desta relacdo, ou seja

d d

d
—g(t)g" (t = —g(t (0 0) —g¢'(t)] =
2 9(0)g ()t:0 dtg()tzog (0) +9(0) -9 ()t:0
= A+ AT =0.
Assim, a dlgebra so(n) é a dlgebra das matrizes reais ou complexas n X n anti-semétricas, ou seja, A = —AT.

Vimos no primeiro capitulo quais sdo os geradores infinitesimais do grupo SO(2), que ¢é a matriz —¢;;, e
os geradores do grupo SO(3), que sao as matrizes L;, i = 1,2, 3.
Finalmente, analisemos a &dlgebra de Lie do grupo SU(n), denotada por su(n). A condicao sobre os
elementos do grupo é que a matriz hermitiana conjugada seja a inversa. Assim, temos
99" = Id,.

Considere g = €4 e tome os geradores infinitesimais desta relacao, ou seja

d d d
- T - = T i) —
99 (1) . 79() Y (0) +9(0) —9'(%) .
= A+ A =0.
Assim, a élgebra su(n) é a algebra das matrizes complexas n X n anti-hermitianas, ou seja, A = — AT,

3.2. As algebras de Lie s0(3) e su(2). Vamos particularizar nossa discussao e introduzir os geradores
infinitesimais do grupo SU(2), que podem ser escritos em termos das matrizes de Pauli,

(1) () (1)

Exercicio 30. Mostre as sequintes propriedades elementares das matrizes de Pauli:

a) {O’i,O'j} = 0,03 + 0,0; = 25zg[d2
3

b) o5, 05) = 20> €530,
k=1
c) ol =0;, Tr(o;)=0, Det(o;)=—1,

d) 010903 = 11ds,
3

e) 0;0; = 51‘]‘ +1 E €ijkOk-
k=1

Os geradores infinitesimais de SU(2) podem ser escritos como
1
Ji:—— Qs 221,2,3
50

Pelas propriedades das matrizes de Pauli, facilmente podemos deduzir as relagoes de comutagao

3
(9) [Jl,J]] :ZHZQ]]CJ]C
k=1

Note a semelhanga formal existente entre (9), (7) e (3). Esta semelhanga formal nao é acidental, ela é um
caso de isomorfismo de dlgebras de Lie.
Definicao 10. Dadas duas dlgebras de Lie L e M, dizemos que a aplicagao
¢o:L—M

¢ um homomorfismo de dalgebra de Lie se

(1) E linear-

(2) Preserva a relagao de comutagao: ¢([A, B]) = [¢p(A), ¢(B)].
Se um homomorfismo € bijetor, entao ele € dito ser um isomorfismo e as dlgebras de Lie sao isomorfas.
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Exercicio 31. Mostre que a afirmacgao que duas dlgebras de Lie sao isomorfas € equivalente a dizer que
elas possuem a mesma dimensao e as mesmas constantes de estrutura.

Vimos na discussao acima trés algebras de Lie que, embora tenham naturezas diferentes, sao isomorfas:
A dlgebra de Lie dos vetores em R?, a dlgebra de Lie s0(3) e a algebra de Lie su(2)).

O isomorfismo entre R? e s0(3) ¢ dado associando-se aos vetores da base canonica €; os geradores
infinitesimais de rotagoes L;, para i = 1,2, 3, ou seja, fazendo-se a seguinte associagao

a 0 —c b
b — c 0 —a
-b a 0

O isomorfismo entre R? e su(2) é dado associando-se aos vetores da base canonica €; os geradores
infinitesimais de rotagoes J;, para ¢ = 1, 2, 3, ou seja, fazendo-se a seguinte associacao

Z ;—»1 1 —b—1a
c 2\ b+ 0 )

Exercicio 32. Mostre que as duas aplicagdes entre R® e as dlgebras s0(3) e su(2) sdao, de fato, sdo
1somorfismos de dlgebras de Lie.

Finalmente, o isomorfismo entre su(2) eso(3) é dado pela acao adjunta ad : su(2) — so(3), dada por
ad(X )}7 = [X,Y], onde Y ¢ um vetor de R3 e Y seu correspondente em su(2) pelo isomorfismo proposto
no paragrafo anterior. Por exemplo, nos vetores da base temos

3
ad(J;)&; = [Ji, ] = €ijni.
k=1
Assim, matricialmente, podemos escrever

ou seja

00 O

ad(J;) = 00 -1 | =1,
01 0
0 01

ad(Jy) = 0 0 0 | =1L
-1 0 0
0 -1 0

ad(J3) = 1 0 0 |=1Ls
0 0 O

Podemos, também, implementar um homomorfismo de grupos entre SU(2) e SO(3), utilizando as pro-
priedades das matrizes de Pauli.

Exercicio 33. Denotando-se por v - & o elemento em su(2) dado por vi01 + ve09 + v303, mostre que
(V-0)(W-0)=(V-W)Idy +1(V X W) 7.
Considere entao as matrizes unitarias
(10) Ug(s) = e~ 277,
Exercicio 34. Mostre que para um vetor unitdrio ni, temos
(11) Us(s) = cos (g) Idy — 1 (- &) sin (g) .

E escreva em forma matricial.
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Esta claro que todas estas matrizes sdo elementos do grupo SU(2). No capitulo seguinte veremos com
mais detalhes que todos os elementos de SU(2) podem ser escritos desta maneira.

Exercicio 35. Mostre as sequintes relacoes de conjugac¢ao;

— g4 1 gq .

e 27%01e2 = (01C0SS+ 0281n S,
— g 1 5q .

e 27°%09e2 = —01SInS + 02 COS S,
s s

e 2Cr30’3€203 = O0s3.

s 18

Faca o mesmo para e” 2 ee 272,

A partir do exercicio acima, podemos estabelecer um homomorfismo entre SU(2) e SO(3) associando
Uz(s) — Rg(s).

Geometricamente, a idéia é tomar um vetor v € R? escrito como

3
V:inai:)z-ﬁ.
i=1
Uma rotacao em R? pode ser implementada pela conjugacao
Ri(s)(¥) = Ra(s)(X) - 7 = e"377¥e3
Exercicio 36. Mostre pelo menos no caso dos geradores R;(s) que realmente temos a matriz de rotagdo.

Exercicio 37. Mostre que esta aplica¢io associa a unidade em SU(2) a unidade em SO(3). Mostre
também (pelo menos para os geradores, jd que todos os outros elementos de SO(3) podem ser escritos
como produtos dos geradores) que a composicdo de dois elementos em SU(2) € associada a composi¢do das
rotacoes na imagem.

Temos entao um homomorfismo entre SU(2) e SO(3), que é a denominada agao adjunta Ad : SU(2) —
SO(3) dada por
Ad(U)X =UXU ™,
onde X é um vetor em R3 e X a matriz em su(2) a ele associada.

Exercicio 38. Mostre que este homomorfismo nao é um isomorfismo pois Ugz(s) e U_z(—s) sdo associados
ao mesmo elemento de SO(3). Mostre ainda que para cada vetor @i e cada dngulo s, as matrizes unitdrias
A, s) = Uz(s)(U_5(—5))"' geram um sub-grupo discreto isomorfo a Z,, e como Zy € abeliano, isto
implica que € sub-grupo normal de SU(2). Por fim, mostre que SO(3) € isomorfo, como grupo, ao grupo
quociente SU(2)/Zsy (para isto vocé deve utilizar o teorema do homomorfismo para grupos).

H& muito a se explorar na relagao entre os grupos SU(2) e SO(3), este foi apenas um primeiro ponto
de vista. O leitor poderd encontrar exposicoes mais detalhadas e outras andlises, envolvendo grupos de
homotopia, geometria complexa, algebras de Clifford e muito mais na bibliografia apresentada no final.

Para finalizarmos, uma breve explanacao sobre representacoes de algebras de Lie, para mais detalhes,
consulte as referéncias [5, 15, 16].

Defini¢ao 11. Dada uma dlgebra de Lie L, definimos uma representagio real (complera) de dimensao
n de L como um homomorfismo I' : L — gl(n,R) (T': L — gl(n,C)). Diz-se que o espaco vetorial de
dimensao n onde as matrizes de gl(n) agem carrega a representa¢ao I'. Uma representacio é dita ser
irredutivel quando o espaco que carrega a representacao ndao possui sub-espacos invariantes pela acao da
representacao da dlgebra de Lie. Diz-se ainda que uma representacao € completamente redutivel quando o
espaco que carrega a representacao pode ser decomposto em uma soma direta de representacoes irredutivens.

Da mesma forma, a representacao fundamental da algebra é dada na dimensao onde elas sao definidas.
Assim, a representacao fundamental de so(n) é de dimensao n, idem para su(n). Um outro tipo de
representacoes importante para algebras de Lie sao as representacoes adjuntas. Basicamente é um homo-
morfismo

ad : L — gl(L)
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e a acao dos elementos é dada por

ad(A)(B) = [A, B].
Podemos calcular os elementos de matriz na representacao adjunta explicitamente: Tome um vetor v =
> i vjA; € L. A acao de A; pela representacao adjunta sobre v pode ser escrita como

ad(A)(v) = Y wvad(A)(A) = Y chond; =
= D (ad(A)(v); A5 = 3 ad(A) ;.

Assim, ad(4;)x = ¢}, ou seja, as entradas de matriz na representacao adjunta sao dadas em termos das
constantes de estrutura.

Da mesma forma que em grupos, as representagoes mais interessantes sao as representagoes irredutiveis.
No caso de s0(3) su(2) obtivemos todas as representagoes de dimensao finita, que sdo denominadas repre-
sentacoes de peso maximo. A mesma idéia pode ser aplicada para todas as algebras de Lie dos grupos de
Lie Cléssicos, guardadas as devidas diferengas advindas da complexidade da algebra. Existe um teorema
que afirma que todas as representacoes de dimensao finita das algebras de Lie classicas sao completamente
redutiveis. Este fato estd por tras da decomposicao de Clebsch Gordan, por exemplo. Existem inimeras
aplicagoes a fisica, em particular & mecanica quantica das representacoes de algebras de Lie, o primeiro
a salientar a importancia de grupos e algebras de Lie em mecanica quantica foi Hermann Weyl em seu
trabalho seminal [17]

Este foi um breve apanhado de algumas propriedades de algebras e grupos de Lie. Enfatizamos prin-
cipalmente os grupos a suas respectivas algebras para os casos SO(3) e SU(2). Nos exercicios a seguir,
explicitamos outras realizagoes da dlgebra de Lie s1(2) que sdo importantes para a teoria de representagoes.

Exercicio 39. Mostre que, se fizermos as sequintes combinacoes lineares com os geradores da dlgebra de
Lie su(2):
J+ = ZJl — JQ, S_ ’LJl + J27 J() = ZJ3,

teremos as sequintes relagoes de comutagdo para su(2):
(12) [Jo, J+] = £ 4, [y, J ] =2J.

Exercicio 40. Considere os dois operadores atuando sobre fungoes de uma varidavel real x (pode ser, por
exemplo o espago das fungdes f: R — C, tais que [, |f(x)]*dx < c0):
0
Q =z, P = oz’
teremos a sequinte relacao de comutag¢ao:
[P> Q] =1,
onde I € o operador identidade atuando em fungoes. Para calcular este comutador, é necessdrio aplica-lo
em alguma funcao teste:

P Q) = 2 (w(a)) — 20D,

Exercicio 41. Considere o ezxercicio anterior e defina os novos operadores

_PtQ  _Q-P
V2 ' V2

Calcule [a, a'].

Exercicio 42. Sejam x1 e x5 duas varidveis independentes. Considere os operadores Py, QQ1, P e (s
definidos como acima nas varidveis independentes e construa os operadores aj, az, Gy € Gy COMO MO
exercicio anterior, definidos em termos de seus respectivos operadores P; e ;. Finalmente, definindo

1
Jy = CZJ{&Q, J_ = agal, Jo = 3 (aial + a£a2> ,
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mostre que Ji, J_ e Jy, satisfazem as relagoes de comutagao de su(2) conforme descritas em (12).

4. As MULTIPLAS RELACOES DOS GRUPOS DE ROTACAO

Neste capitulo, apresentaremos uma série de relagoes curiosas e inesperadas existentes entre os grupo de
rotagoes em trés dimensoes e outros objetos matematicos como espagos projetivos, quatérnions e fibrados
principais. O estudo dos grupos SO(3) e SU(2) é, de fato, uma porta aberta para diversos ramos da
matematica e a analise deste exemplo simples pode ser ao mesmo tempo instrutiva e enriquecedora.

4.1. A Algebra dos Quatérnions de Hamilton. A geometria analitica no plano, como sabemos, pode
ser descrita completamente pela algebra dos nimeros complexos. Para isto, associamos a cada vetor
(z,y) € R? o ntimero complexo x + 1y € C. A soma de vetores no plano corresponde & soma de dois
nimeros complexos, a norma de um vetor equivale ao modulo do ntimero complexo associado e uma
por uma as propriedades geométricas dos vetores podem ser traduzidas em propriedades algébricas dos
nimeros complexos. Os numeros complexos, também, podem ser mapeados em transformagoes lineares
no plano, fazendo-se a associagao

a+ b <Ob‘ _ab) € My(R).

Assim, o produto de dois niimeros complexos, (a + b)(c + d), pode ser visto como o vetor

(o) =(o ) ()

Em particular, as rotagoes no plano podem ser implementadas pela multiplicagao por um nimero complexo
de médulo 1

. _(COSH —sin@)
cosf 4+ 1sinf = ) ,
sinf  cos@
por exemplo, uma rotagao de 7 equivale a multiplicagao pelo nimero «.

Toda esta riqueza advinda da estrutura algébrica dos nimeros complexos no estudo da geometria do
plano motivou Sir William Rowan Hamilton a buscar um equivalente algébrico para o estudo da geometria
do espaco tridimensional. Foram anos de busca infrutifera, pois o que era realmente necessario era uma
algebra de dimensao quatro e nao uma de dimensao trés. Somente em 16 de outubro de 1843, durante
uma caminhada ao longo do Royal Canal, em Dublin, Hamilton pode vislumbrar a solucao para o seu

problema, e que até hoje esta escrito em uma pedra na Brougham Bridge, sobre aquele canal:
(13) P =P =k =yk=—1.
Nascia, neste momento, a dlgebra dos quatérnions.

Definicao 12. A dlgebra dos quatérnions H € o conjunto das combinacdes lineares a + 1b + jc + kd, com
a,b,c,d € R e com os geradores 1, j e k satisfazendo as regras de multiplicacdo (13)

A partir das relagoes de multiplicacao (13), podemos deduzir que:

vkk=—-k = —y=—-k=y==k
wk=— = —k=—1= k=1
ky=1y = ky=-—1=—jk
n=pk = n=—-k=-y
1k = kk = k= —)
kr=1p = ki=—k=).
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Este produto, como podemos perceber, é claramente nao comutativo. com as relagoes acima, o produto
de dois quatérnions pode ser escrito como

(a+ b+ e+ kd)(a+18+17y+kd) = (ac—bF—cy—dd)+

+ (af +ba+cod —dy) +

+ glay+ ca+dB —bd) +

(14) + k(ad + da + by — ¢f).

Exercicio 43. Verifique a nao comutatividade do produto explicitamente utilizando a relagao de multi-
plicagao acima. Verifique a associatividade do produto de quatérnions.

Defini¢ao 13. O conjugado de um quatérnion u = (a+1b+ jc+ kd) € o quatérnion a = (a —1b— jc — kd).

Exercicio 44. Verifique que para todo quatérnion u = (a + b + jc + kd), temos que utt = uu = a® +

b2 4+ ¢ + d?. A raiz quadrada deste nimero, denominaremos o mdédulo do quatérnion u, denotado por

lu| = Va2 + b2+ 2+ d2. Mostre entdo que todo quatérnion ndo nulo possui um inverso multiplicativo
u

-1 _
u = -

De acordo com os exercicios acima, verificamos que os quatérnions possuem as mesmas propriedades
que os numeros complexos, exceto a comutatividade do produto. Portanto, a priori, temos uma estrutura
algébrica para o estudo da geometria em quatro dimensoes. Mas curiosamente, esta algebra nos fornece
informacoes relevantes para o estudo da geometria do espago tridimensional. Se considerarmos a aplicagao
¢ : R® — H que associa a cada vetor v = (z,v,2) o quatérnion ¢(V) = w1z + jy + kz. Se efetuarmos a
multiplicacdo dos quatérnions associados a dois vetores v e w, teremos

P(V)P(W) = (V, W) + ¢(V x W).
Isto é, o produto nos quatérnions codifica as informacoes tanto do produto escalar como do produto vetorial
em R3. Uma outra forma, ainda, que podemos ver a geometria do espaco euclidiano tridimensional sendo

descrita pelos quatérnions é considerarmos o quociente H/R.1 que como espago vetorial é gerado pelas
classes do 7, 7 e k. Neste caso, o produto entre quatérnions se torna o produto vetorial usual.

Exercicio 45. Mostre que de fato a multiplicagcao dos quatérnions quando restrita a este quociente tridi-
mensional possui as mesmas propriedades do produto vetorial.

Uma outra conclusao que podemos extrair das propriedades do produto entre quatérnions é que os
quatérnions de médulo unitario,

{a+wb+jc+kd e Hla*> +b+F +d*> =1} =S,

formam um grupo multiplicativo. E veremos a seguir que este grupo é isomorfo, como grupo, ao grupo
SU(2), e que portanto pode implementar rotagoes no espago tridimensional da mesma maneira que os
complexos unitarios implementam rotagoes no plano.

Exercicio 46. Verifique que, de fato, os quatérnions unitdrios formam um grupo. Com o elemento
identidade dado por e = 1 410+ 50 + kO = 1 e o elemento inverso de um quatérnion dado pelo seu
conjugado.

Para vermos o isomorfismo entre o grupo dos quatérnions unitarios e o grupo SU(2), precisamos de uma
caracterizagao alternativa dos quatérnions.

Definicao 14. A dlgebra dos quatérnions H € o conjunto das combinagoes lineares z + jw, com z,w € C
e com o gerador 3, satisfazendo a regra de multiplicacao w) = jmathw.

Assim, o produto entre dois quatérnions escritos na forma complexa se escreve como
(15) (21 + Jw1) (22 + Jws) = (2129 — Wywa) + J(w122 + Z1ws).
Também, o conjugado de um quatérnion pode ser escrito como

(z +qw) = Z — Jw,
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e o seu modulo, finalmente, pode ser escrito como
|z + Jw| = V2Z + ww.

Exercicio 47. Mostre que as duas definicoes de quatérnions sao equivalentes, ou seja, que se tem um
isomorfismo de dlgebras associando o quatérnion escrito na forma real a + b + jc + kd ao quatérnion
escrito na forma complexa (a + 1) + 7(c — 1d).

Agora, podemos efetuar o ja referido isomorfismo entre o grupo multiplicativo dos quatérnions unitarios
e o grupo SU(2).

Proposigao 4. A aplicagio ¢ : S* C H — My(C) que faz a associagio

z+]wr—>(z —w)’
w z

¢ um isomorfismo entre os quatérnions unitdrios e o grupo SU(2).

Demonstragao: Primeiramente, temos que verificar que as matrizes na imagem da aplicacao ¢ sao
unitarias e de determinante igual a 1. De fato,

z —w z w)\ (zz+ww zw—wz \ _ (10
w oz —w z ) \Nwz—ZzZw ww+zz ) \V0 1)
Det(z __w):zz—l—u_)wzl.

w oz

Isto se deve ao fato de as matrizes serem a imagem de quatérnions unitarios, ou seja |z+jw|? = 2zZ+ww = 1.
Em segundo lugar, vamos verificar que realmente a aplicacao ¢ é um homomorfismo de grupo:

p(21 + qw1)p(z1 + gwi) = ( 2 W ) ( 72 W ) =

wq 21 Wa 22

e também

o 2179 — W Wy —WiZy — 21Wa |
o W12 + Z1Wo 2129 — W1Ws o
QO((ZlZQ — U_)lwz) —+ j(wlz2 + 21?1)2)) =
= o((z1 + qw1)(z1 + Jwy)).
Para demonstrarmos a injetividade, lembremo-nos que para homomorfismos de grupos isto equivale a
mostrar que o kernel do homomorfismo,
Kerp = {u =2+ jw € S$*|p(u) = I},

¢ constituido apenas do elemento identidade do grupo. De fato, se u = z + jw € Kery entao

(o )=01)

o que implica que w =0 e z =1, logo u = 1, e portanto a aplicacao ¢ € injetiva. A sobrejetividade, vem
do fato que toda matriz de SU(2) pode ser escrita como

(Z _w>=90(2+ﬂv)-

w z

Logo, a aplicagao ¢ é um isomorfismo de grupos. |
Deste isomorfismo, fica claro que as rotacoes em R? podem ser implementadas por conjugacao por
quatérnions. Isto é feito compondo-se a acao adjunta com a aplicagao .

Exercicio 48. Tome um vetor v = (a,b,c) € R® e o escreva na forma de quatérnion complexo (note que
a primeira componente complexa do quatérnion serd um imagindrio puro). Agora considere uma rotagdo
por um angulo s ao redor de um eizo T = (ni,ng,n3) e considere a matriz unitdria associada a esta
rota¢ao dada pelas expressoes (10) e (11) do capitulo anterior. Com isto, escreva o quatérnion associado
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a esta matriz unitdria pelo isomorfismo ¢ e conclua que toda rotagdio de eizo 7 e dngulo s em R3 pode ser
implementada pela conjugacao por um quatérnion da forma

) £ s
U = {COS— — 1Ny S1n — Mo S1IN — — N1 S1N — ) .
g~ MBSIG ) TSy TS G

Com isto, vemos a estreita ligagdo que existe entre o grupo de rotagoes no espago tridimensional SO(3)
e a algebra dos quatérnions. A dlgebra dos quatérnions é um exemplo especifico de um tipo de estrutura
algébrica denominada &lgebra de Clifford [2, 6], esta estrutura tem relevancia no estudo da geometria
diferencial e na fisica de particulas, principalmente na descrigao dos férmions [4, 13]. O subgrupo multi-
plicativo dos quatérnions unitdrios, no contexto mais geral de algebras de Clifford pode ser identificado
como o grupo de Spin associado a algebra. A estrutura dos grupos de spin nos dizem muita informagao
relevante sobre a as representagoes de grupos de Lie bem como sobre topologia de variedades [6, 13].

4.2. Espacos Projetivos e Transformacgoes Projetivas.

Defini¢ao 15. Dado um espago vetorial V sobre um corpo K (vamos considerar K como R ou C), considere
a sequinte relag¢ao de equivaléncia enttre os vetores nao nulos de 'V, isto €, em V\{0}:

v~w S dANeK,  tal que, v = Aw.

Definimos o espago projetivo P(V) como sendo o quociente
P(V) = (V\{0}) / ~.

Como um primeiro exemplo, vejamos a reta projetiva real, RP* = P(R?), como conjunto, ele se identifica
como o conjunto das retas no plano que passam pela origem. Uma outra forma de caracterizar a reta
projetiva ¢ considerarmos a circunferéncia S* = {(x,y) € R|2z* + y*> = 1}. Como cada reta que passa pela
origem cruza S! em dois pontos diametralmente opostos, chamados pontos antipodas, podemos identificar
a reta projetiva real com uma semi-circunferéncia na qual suas extremidades estao identificadas, fazendo,
assim, um espaco homeomorfo a S, conforme mostrado na Figura 3.1.

Figura 3.1: A reta projetiva RP' é homeomorfa a S'.
O plano projetivo real RP? = P(R?) ¢é nosso segundo exemplo de espago projetivo, este é o conjunto
de todas as retas no espaco tridimensional que passam pela origem. Mais uma vez, para caracteriza-lo
de uma forma mais precisa, utilizaremos a esfera bidimensional S? = {(z,y,2) € R*|X? + ¢y* + 2% = 1}.
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E facil perceber que toda reta que passa pela origem em R? intersecta S? duas vezes, exatamente em
pontos antipodas. Assim, o plano projetivo real RP? é homeomorfo & esfera S* com os pontos antipodas
identificados. Muito embora nao seja possivel desenhar o plano projetivo, a Figura 3.2, nos da uma idéia
de sua construcgao

figura 3.2: Uma representacio grafica do plano projetivo RIP?.

Nossos proximos dois exemplos possuem relagao, direta ou indireta, com o assunto principal deste
minicurso, o grupo de rotacdes. O espaco projetivo tridimensional real RP? = P(R?), é homeomorfo ao
préprio grupo SO(3). Pelo exposto nos exemplos anteriores, ja podemos deduzir que o conjunto de retas
em R* que passam pela origem é homeomorfo & esfera S* com os pontos antipodas identificados, mas neste
caso, esta caracterizagao nao nos auxilia grandemente para termos uma imagem do espaco projetivo. Para
melhorarmos nossa percepcao, retornemos ao caso de RP?. Como vimos, RP? também pode ser entendido
como um hemisfério com os pontos antipodas do equador identificados. Mas todo hemisfério é homeomorfo
a um disco. Por exemplo, o hemisfério norte da esfera S* = {(x,y, z) € R¥|z?+y?+ 2% = 1}, é homeomorfo
ao disco D = {(z,y) € R?*|z? + y* < 1}, pela aplicagao

f: D - S?

(ﬁ,y) = (x,y,vl—xQ—yQ) ,
cuja aplicacao inversa é a projecao nas primeiras duas coordenadas. Assim, o plano projetivo é, ainda,
homeomorfo ao disco unitario com os pontos antipodas da borda identificados. Da mesma forma, um
hemisfério de S* pode ser visto como homeomorfo a um disco tridimensional (uma bola). Vejamos: o
hemisfério norte de S* = {(x,y, 2,t) € R*|2? + y* + 2% + t* = 1} é homeomorfo & bola D = {(z,y,z2) €
R3|z% + y? + 22 < 1} pela aplicagao
f: D — S?
(x,y,z) = (:E,y,,z, \/1 _1‘2 _y2 - Zz)

Y

cuja aplicacdo inversa é a projecdo nas primeiras trés coordenadas. Como RP? é homeomorfo a S* com os
pontos antipodas identificados, também podemos caracterizé-lo como um hemisfério de S* com os pontos
antipodas da borda (que é homeomorfa a uma esfera S?) identificados. E através deste isomorfismo de
um hemisfério de S* com uma bola, podemos finalmente ver o espaco projetivo RP? como uma bola
tridimensional com os pontos antipodas de sua borda identificados.

Como este espago estd relacionado com o grupo SO(3)? Bem, podemos estabelecer uma aplicagao de
R3 em SO(3) associando a cada vetor v € R uma rotagio cujo eixo é dado pelo vetor unitario o = ﬁ
e com angulo dado por |[v]|. Estd claro que esta aplicagdo é continua, sobrejetiva e que dois vetores
corresponderao a mesma rotacao se, e somente se, forem co-lineares e a sua diferenca for um multiplo
inteiro de 27. Portanto, se tomarmos a restrigdo desta aplicagdo a bola fechada B(0, ), teremos uma
aplicacdo continua entre um espaco compacto (a bola fechada B(0,7)) e um espago Haussdorff (o grupo
SO(3), pois a sua topologia é herdada da topologia métrica existente no espaco das matrizes Ms(R) = R?),
logo aberta'. Se identificarmos os pontos antipodas da superficie da bola B(0, ), termos uma aplicacio
continua, aberta, injetiva e sobrejetiva entre RP? (que é homeomorfo a bola com os pontos antipodas da
borda identificados), e o grupo SO(3), isto é 0 mesmo que dizer que RP* é homeomorfo ao grupo SO(3).
O que conclui nossa discussao sobre a estrutura topolégica do grupo SO(3).

Um teorema importante em topologia nos garante que toda aplicacao continua entre um espago compacto e um espago
Haussdorff é aberta, isto é, que a imagem de um aberto é um aberto
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O nosso tltimo exemplo de espaco projetivo serd o espaco projetivo complexo unidimensional CP'. Que
é o conjunto de todos os planos complexos passando pela origem de C2. Se olharmos este espaco como
uma variedade sobre R, veremos que este tera dimensao 2, isto é, serd uma superficie real. Vamos ver que,
CP! é homeomorfo & esfera ~2. Para isto, precisamos entender, primeiramente a projecao estereogréfica,
que promove um homeomorfismo entre a esfera bidimensional ~2, menos um ponto, e o plano complexo.
Vejamos como isto se processa: Tomemos o ponto N = (0,0, 1) sobre ~?, que chamaremos de polo norte,
e associarmos a cada ponto P = (z,y,2) € ~? o ponto Z = p(P) = X +1Y € C que é a interseccio da
semi-reta N—P> com o plano z,y, conforme mostrado na Figura 3.3 abaixo.

A

(0,0,2)

Figura 3.3: Projecao estereogréfica.

Em coordenadas, podemos calcular facilmente a projecao estereografica considerando as semelhangas de
triangulos existentes nos planos z, z e y, z, conforme mostrado na Figura 3.4:

1 1
Z z

0 X X 0 y Y

Figura 3.4: Calculo em coordenadas da projecao estereografica.

Assim, temos

e portanto Z = p(z,y, z) = T2,

A inversa da projecgao estereografica também pode ser facilmente calculada, pois, dado Z = X +1Y € C
podemos encontrar um ponto sobre S? com coordenadas (z,y, 2), tais que

r=X(1-2), y=Y(1-2),
disto temos que
2yt = (XY (1 - 2)2
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Mas, lembrando que 22 + y? + 22 = 1, vemos que 22 + y?> = 1 — 22, o que resulta na igualdade
1-22=(X’+YH(1-2)? =1+z=(X>+Y?)(1-2).

Desenvolvendo esta tltima igualdade, temos que

X2+Y?2-1
=Xy
E como x = X(1 —2) ey =Y(1 — z), concluimos que
X %
Txeyviyr YT xegveaw
e portanto - - v
PN Y = <X2+Y2+1’X2+Y2+1’X2+Y2+1)'

Exercicio 49. Mostre que p e p~' sdo, de fato mutuamente inversas. Mostre também que estas sdo
continuas, assim a esfera menos o polo norte é homeomorfa ao plano complezo.

Exercicio 50. Mostre as sequintes propriedades da projecao estereografica:

a) A projecao estereogrdfica mapeia circunferéncias sobre a esfera passando pelo polo norte em retas no
plano complexo.

b) A projecio estereogrdfica mapeia circunferéncias sobre a esfera que ndao passam pelo polo norte em
circunferéncias sobre o plano complexo.

c) A projecao estereogrifica é conforme, isto €, preserva angulos entre curvas (para isto vocé tem que
calcular o jacobiano da projecdo estereogrdfica e aplicar sobre os vetores velocidade de duas curvas que se
intersectam sobre a esfera everificar que o angulo entre estes vetores velocidade permanece inalterado apos
a transformag¢ao).

Exercicio 51. Mostre que a aplicacao
p: S7\(0,0,-1) — C

(x’y7 z) — mlj_lzy s

pode ser vista como uma projecao estereografica a partir do polo sul mas compativel com a orientag¢ao do
plano complezo. Mostre que para P = (x,y,2) € S? temos p(P) = ﬁ. Calcule a inversa de p.

Em vista do que foi exposto acima, temos que a esfera S* pode ser coberta por dois abertos Ug =
S\ (0,0, —1) e Uy = S*\(0,0, 1), cada um deles homeomorfo ao plano complexo C e na interseccao entre
estes dois abertos, a composta pop~! : C — C produz a inversao no plano complexo, isto é, pop~1(z) = %

Ainda podemos dizer que a esfera é homeomorfa ao compactificado de Alexandroff do plano, denotado
por C, = CU{o0}, que consiste do espago topolégico construido a partir do plano em unido com um ponto,
chamado ponto no infinito e com os abertos dados por todos os abertos do plano mais os complementares
de compactos no plano, que, por definicao serao as vizinhancas abertas do ponto no infinito.

Vejamos que CP! também possui as mesmas propriedades que S?, isto é, pode ser coberta por dois abertos
homeomorfos ao plano complexo e que na intersecgao entre eles produz a inversao no plano complexo: Os
abertos sao

Vv = {[z,w] € CP'|w # 0}, Vs = {[z,w] € CP'|z # 0},
onde [z,w] é a classe de equivaléncia do par ordenado (z,w) € C* médulo a relacio de equivaléncia que
define o espaco projetivo complexo.

Exercicio 52. Mostre que, de fato Viy e Vs sao abertos.

Os homeomorfismos sao, respectivamente

Yn: Vv — C
[zw] — 2 7
(§
77/)5: VS C
[z,w] — %
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E suas inversas sao, respectivamente

’gb;,l . (C VN

H
z = [z,1] 7

1/151: C — Vy
z — [1,7]

Exercicio 53. Verifique que, realmente, todas estas aplicagoes sao continuas e que Py e 1/1](,1 e g e wgl

sao mutuamente inversas. Mostre também que g o ¢]Q1(z) = %

Compondo estes homeomorfismos entre abertos de CP! e o plano com as inversas das transformacoes
estereogrificas, teremos um homeomorfismo entre CP! e S?, conforme anunciado previamente. também
podemos ver este homeomorfismo como um homeomorfismo com C.,, dado por

(16) sl ={ & w7

Exercicio 54. Mostre que esta composi¢ao de homeomorfismos, para os pontos de Vi, associando a pontos

de Uy resulta em - -
<C+C ¢(—¢ |C|2—1)
G2+ 17 (ICl + 1) e + 1/
Para vermos qual a relagao que existe com grupos, precisamos definir o que vem a ser uma trnasformagao
projetiva.

pu] - =2

Definigao 16. Uma transformagao projetiva em P(V) associada a uma transformagdo linear f :V — V
¢ a aplicagiao P(f) : P(V) — P(V) que associa a cada classe [v] € P(V), onde v € V, a classe P(f)[v] =
[f(v)] € P(V).

Exercicio 55. Mostre que, dada uma aplicagcao linear f :V — V, a aplicagcao projetiva estda bem definida,
isto €, se v ~ w, entao P(f)[v] = P(f)[w].

Exercicio 56. Mostre as sequintes propriedades das transformacoes projetivas

a) ]P)(]dv) = [d]p(V)

b) P(f)oP(g) =P(f o g).

c) P(f)~ =P(f7).

Tendo em vista o apresentado acima, é facilmente verificivel que as tranformacoes projetivas associadas
as transformagoes lineares inversiveis em um espago vetorial V (que formam o grupo GL(V)) formam um
grupo de transformagoes projetivas, que denominaremos PGL(V). Considere agora o grupo GL(2,C) das
transformacoes lineares em C2. Entdo, a cada matriz

(ig)eaumm

2.

associamos a transformacao projetiva
[z,w] +—  [az+ bw,cz+ dw].

Como CP' é homeomorfo a S?, esta tranformacao projetiva equivale a um homeomorfismo em S?. Adi-
cionalmente, a esta transformacao projetiva, podemos associar uma transformacao no plano complexo,
por exemplo, se [z,w] € Vy entdo a transformacgao projetiva [z,w] — [az + bw, cz + dw] associamos a
tranformacao no plano complexo

aC+0b

(17) ¢ ot

onde ¢ = Yn([z,w]) = Z. As transformacdes no plano complexo definidas pela forma (17), constituem
uma classe importante de funcoes de uma variavel complexa e sao chamadas transformagoes de Mobius.

2Em uma linguagem precisa, o que se mostra com este exercicio é que a aplicagao que associa a cada espago vetorial V o
seu espago projetivo correspondente, P(V) é um funtor covariante da categoria dos espagos vetoriais na categoria dos espagos
projetivos
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Exercicio 57. Mostre que a composta de duas transformagoes de Mobius € uma transformacgao de Mdobius e
que os coeficientes da composta correspondem as entradas de matriz do produto das matrizes em GL(2,C),
que deram origem as duas transformacoes de Mobius originais.

Exercicio 58. Mostre que as transformacoes de Mobius

aC +b

¢ c +w

¢ ak¢ + bk
ck( + wk
com k # 0 sao, de fato idénticas. Conclua, com isto, que sempre podemos escolher os coeficientes a, b, ¢

e d de uma transformacgao de Mobius de forma que ad — bc = 1, o que nos dd o isomorfismo de grupos

PGL(2, mathbbC) = PSL(2,C).

Exercicio 59. Agora, especificando para as transformagoes do sub-grupo PSU(2), mostre que estas trans-
formacoes correspondem a rotacdes na esfera S?.

Exercicio 60. Determine as transformagoes de Mdbius associadas as rotagoes R, (0), R,(6) e R.(0).

A relagbes entre as tranformagoes projetivas e os grupos SU(2) e SO(3) sao a base para a teoria dos
spinores de Cartan [2, 6]. Os spinores sao objetos matematicos importantes na descri¢do das particulas
fisicas conhecidas como férmions, que sao os constituintes elementares da matéria conhecida. Para mais
detalhes sobre espagos projetivos e sua geometria, o leitor podera consultar a referéncia [8].

4.3. A Fibragao de Hopf. Como um tultimo aspecto, apresentaremos a estrutura topolégica do grupo
SU(2) como um om exemplo de um objeto matematico, conhecido como fibrado principal. Par aisto,
vamos introduzir um novo conceito, o de acao de grupo.

Definicao 17. Uma ac¢ao a esquerda de um grupo G sobre um conjunto X € uma aplica¢ao

a: GxX — X
(9,7) = ay(x)

satisfazendo as sequintes condigoes:
a) ag(an(r)) = ag(r)
b) a.(z) =z, Vo € X.
Podemos também definir uma agao a direita.

Definicao 18. Uma acdo a direita de um grupo G sobre um conjunto X € uma aplicagao

a: X xG — X
(a:,g) = O{g<l')

satisfazendo as sequintes condigoes:

a) ag(an(r)) = ang(7)
b) a.(z) =z, Vr € X.

Se um grupo for abeliano, as agoes a direita e a esquerda coincidem.
Existem diferentes tipos de agoes que recebem nomes especiais, e que valem a pena ser ressaltadas em
nossa discussao.

Defini¢ao 19. Uma agdo de um grupo G sobre um conjunto X (a esquerda ou a direita) € dita ser:
a) Fiel, se ay(z) =2, Vr e X = g=e.
b) Livre, se 3x € X, tal que ay(x) =z = g =e.
c) Transitiva, se Yo,y € X, 39 € G tal que y = ay(x).
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Pela definicao acima, fica claro que toda acgao livre ¢ fiel.
Como exemplos de agoes, podemos citar a acao do grupo aditivo dos reais sobre si mesmo através de
translagoes, como

a(s) =t+s.

E f4cil ver que esta acao é livre e transitiva. Uma generalizacao deste exemplo sao os espacos afins, que
consistem de um conjunto A com uma agao livre e transitiva do grupo aditivo de um espaco vetorial V,
com a acao dada também pela expressao a,(p) =p+v, parap e Aev € V.

Outro exemplo relevante é a agdo dos grupos lineares em espagos vetoriais; ar(v) = T(v), onde T €
GL(V) e v € V. Devemos também observar a agdo de um grupo sobre si mesmo pela multiplicacao a
esquerda ou a direita:

Ly(h) = gh, R,(h) = hg, Vg, h € G.

Temos ainda as acoes adjuntas de um grupo de Lie linear sobre si mesmo e sobre sua algebra de Lie, como
foi visto no capitulo anterior para o caso de SU(2):

Adg(h) = ghg™",  Ady(X)=gXg™', Vg,heG, VXeg

Exercicio 61. Analise cada uma destas agoes se € fiel, livre ou transitiva. Dé exeplos de uma agao que
seja fiel e nao seja livre, de uma acdo que seja livre e nao seja transitiva e de uma transitiva que nao seja

fiel.

Definigao 20. Dada uma a¢ao de um grupo G sobre um conjunto X (a esquerda ou a direita), a orbita
de um elemento r € X € o conjunto

O, = {ay(z)]g € G}

Desta definicao fica claro que o grupo age transitivamente na orbita de cada elemento e que uma agao
¢ transitiva se, e somente se o conjunto X consiste em uma Uunica érbita. Também uma acao de grupo
induz uma relagao de equivaléncia no conjunto X,

r~y <& dgeG talque y=q4(z),

e esta claro que as classes de equivaléncia coincidem com as orbitas determinadas pela acao de G em X.
Podemos, entao falar no quociente X/G = X/ ~, que é, simplesmente o conjunto de todas as drbitas
determinadas pela acao.

Vamos analisar agora o que ocorre com o grupo SU(2). Como foi visto no inicio deste capitulo, o grupo
SU(2) é isomorfo ao grupo dos quatérnions unitarios,

SU(2) = {2+ qw € H||z|* + |w]* = 1}.

Note que, se multiplicarmos um quatérnion unitario por um niimero complexo de moédulo unitario, portanto
um elemento do grupo U(1), obteremos um outro quatérnion unitdrio, isto é, se u = z+jw, com |z|?+|w|? =
le

ue'¥ = ze' 4+ jywe'’, v €R,
entao
lue||* = |ze"?* + lwe?|* = [2]” + [w]* = 1.

Temos assim uma acio a direita® do grupo U(1) sobre SU(2). As érbitas dos pontos de SU(2) por esta agio
sao homeomorfas a circunferéncia S', sendo este homeomorfismo dado de maneira natural pela aplicacao

w: 0,CSU>2) — StcCcC

ue'® — e

Proposicao 5. A agdo do grupo U(1) sobre o grupo SU(2), dada por u — ue'? € livre.

3Como o grupo é abeliano, na verdade ndo importa se é a esquerda ou a direita. Apenas adotaremos a direita pois em
um contexto mais geral as agoes consideradas serao sempre agoes a direita
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Demonstracao: Suponha
u = ue'?
como u € SU(2) e SU(2) é grupo, existe v~ € SU(2). Multiplicando-se & esquerda a igualdade acima
por u~! temos
I =1.¢e%,
onde I é a identidade em SU(2). De onde concluimos que €'¥ = 1 o que equivale dizer que a agao é livre.
|
Considerando que H 22 C? como espaco vetorial e retomando o homeomorfismo v existente entre CP* e
Co = S? dado pela expressao (16) podemos, finalmente definir uma projegao
m: SU(2) — C,ox=$?
z+gw —  Ylzw]
Esta aplicacao é claramente sobrejetiva.

Proposicao 6. As imagens por m de dois elementos de SU(2) coincidem se, e somente se, estes dois
elementos estiverem na mesma orbita pela agdo de U(1).

Demonstracao: Suponha que 7(z 4+ jw) = (2’ 4+ juw’). Se w = 0, entdo

7(z 4+ gw) = 72 + ju') = o0,

logo w’ = 0. E como |z|> + [w]* =1 e [Z/|> + [w'|? = 1, temos que |z]|*> = |2/|* = 1 e portanto a razao entre

z e 2/ é um elemento de U(1). Se w # 0, entdo, forgosamente w’ # 0, sendo terfamos 7(z' + ju') = cc e
7(z + Jw) # oo, assim, temos

/|2

!/
< / /

- — = w =2w.
woow
Multiplicando-se |z|? 4+ |w|? = 1 por |w'|? , teremos
|2')? + Jww > = )2
Utilizando a igualdade obtida acima, finalmente temos

2w + o' = W' = ([ Pl = = ] =

O que nos leva a concluir que |w| = |w’| e que, portanto a razao entre w e w’ é um elemento de U(1). Com
um raciocinio andlogo, chegamos a conclusao que |z| = |2/|. E como % = 2 verificamos que o elemento

de U(1) é o mesmo nos dois casos e portanto 2’ + juw’ = (z 4+ jw)e'”.
A reciproca é imediata, pois se 2z’ + juw’ = (z + jw)e'¥ temos que

z ze'¥ Z

w o owe¥ w'’
se w#0. E se w =0, entdo w’ = we"¥ =0 e portanto 7(z + jw) = 7(z’ + juw') = oc. |
Novamente, como 7 é uma aplicacao continua de um espaco compacto em um Haussdorff, entao ela
é aberta. E também, como 7 é constante nas orbitas pela agao de U(1) ent@o ela induz uma aplicacao
bijetiva, continua e aberta de SU(2)/U(1) em S? (levando-se em consideragao a topologia quociente em
SU(2)/U(1), isto é, a menor topologia que torna a projegao candnica continua). Logo, o espago das drbitas
e U(1) em SU(2) é homeomorfo a esfera bidimensional.

Exercicio 62. Mostre que m composto com a inversa da projecao estereografica produz a aplica¢ao
T SU(2) CH — S?

(1 4 129) + 7(x3 +124) —  (2(x123 + T214), 2(2273 — T124), 203 + 25 — T3 — 23)

A aplicacao m é denominada fibracao de Hopf e possui importantes aplicacoes na geometria diferencial
como um exemplo simples de um objeto matemético conhecido como fibrado principal [4, 13]. Para mais
detalhes sobre a geometria da fibragao de Hopf aconselhamos a leitura da referéncia [10]. Para aplicagoes da
fibragdo de Hopf a mecanica classica, o leitor poderd consultar as referéncias [1, 11]. Também a fibragao
de Hopf é util para a modelagem de monopolos magnéticos [4, 13| e, atualmente, até para modelar a
computagao quantica [12]. Esperamos que este pequeno texto possa servir de uma porta de entrada para
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este fascinante campo de estudos em matematica, que envolve diversas areas, como algebra, geometria,
topologia e andlise e também explicita relacoes inusitadas e interessantes.
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