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Introducdo

Uma algebra de Hopf, assim chamada em referéncia a Heinz Hopf, € uma estrutura que é
simultaneamente uma dlgebra e uma codlgebra em que estas estruturas satisfazem certa relacao
de compatibilidade, e tem um anti-homomorfismo satisfazendo algumas condi¢des que podem
ser expressas a partir das estruturas de dlgebra e coalgebra. O primeiro exemplo de tal estrutura
foi observado na topologia algébrica por Heinz Hopf em 1941, sendo que no final de 1960,
algebras de Hopf teornaram-se objetos de estudo em um ponto de vista estritamente algébrico e
por volta de 1980 pesquisas nesta drea encontraram uma forte conexao com a mecanica quantica
(os tao chamados Grupos Quanticos sdo exemplos de algebras de Hopf ndo comutativas e nao

cocomutativas).

A definicdo de extensoes de Hopf-Galois tem suas raizes com S. U. Chase, D. K. Harrison e
A. Rosenberg que queriam generalizar a teoria cldssica de Galois do grupo dos automorfismos
de corpos para grupos agindo em anéis comutativos. Em 1969 S. U. Chase e M. E. Sweedler
estenderam estas ideias para coagdes de Algebras de Hopf agindo em uma k-algebra comutativa,
para k um anel comutativo. A definicao geral é devido a H. F. Kreimer e M. Takeuchi dada
em 1980. Nosso objetivo principal neste trabalho € estudar algumas propriedades algébricas e
caracterizacOes equivalentes de extensoes de Hopf-Galois para dlgebras de Hopf de dimensao

finita.

Desenvolvemos neste trabalho alguns aspectos basicos da teoria de dlgebras de Hopf e
extensoes de Hopf-Galois. O contexto de nosso trabalho € mais restrito do que o necessdrio,
aqui todas as dlgebras, codlgebras e dlgebras de Hopf sdo tomadas sobre um corpo k, embora

possam ser tomadas sobre um anel comutativo com unidade.

No primeiro capitulo veremos que, no sentido categérico, codlgebra € uma noc¢ao dual do
conceito de dlgebra. Na realidade, dlgebras e codlgebras podem ser enxergados como objetos
duais, no sentido de que o dual algébrico C* de uma codlgebra C, tem uma estrutura natural de
algebra. No entanto, nem sempre o dual algébrico A* de uma dlgebra A tem uma estrutura de
codlgebra, a menos que A tenha dimensao finita. Se ndo nos importarmos com a dimensao de A,
veremos que podemos atribuir uma estrutura de codlgebra a um certo subespaco de Ax, a saber,

o dual finito A° C A*. Em seguida, veremos que existem certos espagos onde as estruturas de



algebra e codlgebra aparecem simultaneamente e satisfazem uma relacdo de compatibilidade, e
tais espacos chamaremos de bidlgebras. Finalizamos o capitulo apresentando a no¢do de algebra
de Hopf, que a grosso modo, é uma bidlgebra com um endomorfismo satisfazendo condigdes

que podem ser expressas em func¢do das estruturas de dlgebra e de codlgebra.

No segundo capitulo, veremos que assim como a no¢ao de dlgebra pdde ser dualizada, a
no¢ao de modulo sobre uma dlgebra sera dualizada e teremos o conceito de comddulo sobre
uma coalgebra. Como em algebras de Hopf temos as estruturas de dlgebra e coalgebra simul-
taneamente, em modulos de Hopf teremos as estruturas de médulos e comédulos simultane-
amente atuando e satisfazendo algumas relacdes de compatibilidade. Em seguida, motivados
pelas propriedades de um determinado elemento na algebra de grupo kG definimos o que se-
ria um elemento integral em uma bidlgebra e uma algebra de Hopf, bem como apresentamos

algumas propriedades e um Teorema de Maschke no contexto de dlgebras de Hopf.

No terceiro e tltimo capitulo, baseados nas ideias de a¢des de grupos por automorfismos
generalizamos tais acdes para acdes de dlgebras de Hopf H em uma élgebra A, e quando houver
tal acdo chamaremos A de um H-modulo dlgebra. Com esta estrutura, existe uma subalgebra de
A chamada de dlgebra dos invariantes de H em A, denotada por A Dualizando este conceito,
obtemos o conceito de coacdo de uma dlgebra de Hopf H em uma élgebra A, e quando houver
tal coacdo chamaremos A de um H-comddulo dlgebra. Em seguida apresentamos uma nova
algebra denotada por A#H e chamada de dlgebra Produto Smash entre A e H, que de certa
forma contém H e A como subdlgebras. Apresentaremos também um contexto de Morita entre
A#H e A", Finalmente, apresentamos a definicdo de Extensoes de Hopf-Galois, que tem seus
fundamentos baseados na coac¢do de uma &dlgebra de Hopf em uma dlgebra, em seguida nos
restringimos ao caso da dlgebra de Hopf ter dimensao finita e obtemos um resultado que de

certa forma caracteriza tais extensoes.

Neste trabalho, como ja foi mencionado, a teoria é toda desenvolvida tomando algebras,
codlgebras e algebras de Hopf sobre um corpo k. Assumimos conhecidos a teoria basica de

grupos, anéis, algebra linear e produto tensoriais sobre k.



1  Preliminares

Neste capitulo, investigamos algumas das propriedades elementares de dlgebras, codlgebras
e dlgebras de Hopf. Construimos a teoria sempre considerando dlgebras, codlgebras e dlgebras
de Hopf sobre um corpo k, embora esta teoria ja foi generalizada e desenvolvida sobre um anel

comutativo R.

1.1 Algebras e Coalgebras

1.1.1 Algebras

Seja k um corpo. Ao decorrer do trabalho, a menos que se diga o contrario, todos os produto
tensoriais serdo considerados sobre k. Iniciamos este capitulo lembrando a definicao cléssica

de 4lgebra e dando uma defini¢do equivalente.

Definicao 1. Uma k-dlgebra unital A é um anel com unidade que possui uma estrutura de

k-espago vetorial e Vo € k, Ya, b € A temos:
o-(ab) = (o-a)b=a(o-b)
em que ab representa a multiplica¢do no anel A dos elementos a e b.

Observacao 1. ¢ : k — A definida por ¢ () = & - 14 é um monomorfismo de anéis e é k-linear

Nosso objetivo € construir uma nova definicdo para dlgebra, equivalente a classica, a fim de

dualizarmos este conceito e obtermos a estrutura de codlgebra.

Definicao 2. Uma k-dlgebra é uma tripla (A, U, M), em que A é um k-espaco vetorial, U :
A®A — Aen:k— A sdo morfismos de k-espacos vetoriais tais que os seguintes diagramas

comutam:



1
A0ARA YK AnA A®A
Hely H k®A M AQk
PP \ /
A

em que lx ¢ a identidade em A e os isomorfismos do segundo diagrama sdo os isomorfismos

canodnicos dados por:

V:A— ARk 0:A—kRA

a—a® 1 ar— 1, ®a

Chamamos U de multiplicacdo e N de unidade. O primeiro diagrama representa a associativi-

dade da dlgebra e é a mesma coisa que:

po(la®u)=po(u®ly) (1.1)

Jd o segundo diagrama nos fornece

pHoMR)oy=Iy e po(I4®@MN)op=I. (1.2)
Afirmacao 1. As duas definicoes de k-dlgebras dadas acima sdo equivalentes, ou seja, Defini¢do

& Definigao 2}

Demonstracio: (=) Seja A uma algebra como na Definigdo 1| E ficil ver que M : A x A — A
dada por M(a,b) = ab é uma aplicag@o bilinear. Portanto, pela propriedade universal do produto
tensorial, existe uma dnica it : A®A — A k-linear tal que u(a ®b) = M(a,b) = ab. Defina
N = ¢, em que ¢ é aplicagdo k-linear dada na observagio[l] Resta verificarmos que os diagramas

da defini¢cdo [2| comutam, mas isto ocorre, pois para todos a,b,c € A temos:
(Ro(y®)(@@boc) = pla®u(boc)) = wla®be) = albe)
(Ho(L®y))(a®@b®c)=pu(ula®b)®c) = pu(ab®c) = (ab)c
Como a multiplica¢do no anel € associativa, segue que pLo (U ®1I4) = po (4 @ u), além disso,
(o (la@n)oy)(a) =p(a®n(1y)) =ap(lk) = aly =a,

analagomente mostra-se que (Lo (N ®1I4)o @) = I4. Logo, os diagramas comutam, donde segue

que (A, u,n) é uma dlgebra segundo a defini¢do



(<) Agora, seja (A, 1, ) uma dlgebra segundo a defini¢do |2l Temos que A é um k-espago
vetorial. Precisamos definir uma estrutura de anel em A, para tanto, sendo a,b € A defina
a multiplicacdo ab = u(a ®b). Como o primeiro diagrama da defini¢do [2| comuta, temos a

associatividade do produto, e, sendo u linear, para todo a,b,c € A temos:
(a+b)c=p((a+b)®c)=p(a®c+b®c)=p(a®c)+u(b®c)=ab+bc

Analogamente mostra-se que a(b+ c¢) = ab+ ac. Como u é k-linear e o produto tensorial é

sobre k, podemos verificar facilmente que para todo o € k,
o-(ab)=(a-a)b=a(a-b)

agora, como o segundo diagrama da defini¢do [2| comuta, pelas férmulas em segue que

n(1x) = 14 e portanto A é uma algebra segundo a defini¢do
[ |

Esta afirmacdo nos permite observar que € indiferente tratarmos uma dlgebra como na

defini¢do [T ou na definicdo

A partir daqui omitiremos o corpo k e as aplicacdes estruturais i e 1) de uma k-algebra
(A,u,m). Simplesmente diremos a dlgebra A. Observamos que u é sobrejetora, pois para todo

acA,a=aly=ula®l1y).
Exemplo 1. Todo corpo k é uma dlgebra sobre si mesmo.

Exemplo 2 (Algebra de Funcdes). Sejam k um corpo e X # 0 um conjunto. Defina F(X) =
{f:X — k: féfuncdo}. Entdo, é imediato verificar que F (X) € uma dlgebra com o produto,

multiplicacdo por escalar e soma, todas dadas ponto a ponto.

Exemplo 3 (Algebra Produto Tensorial). Sejam A e B k-dlgebras e T: AQB — B®A o iso-
morfismo denominado flip, definido por T(a ® b) = b ® a. Quando T possuir subindices, estes

denotam quais parcelas estdo sendo trocadas no produto tensorial, por exemplo,

T4 Al RAIRAIRA; — AT RALRA3RA,

aPQaryRazPRay — a1 RagsRazRay

em que A1, Ay, Az e A4 sdo espagos vetorias sobre k. Voltando para a nosso caso, sabemos que
A ® B tem uma estrutura de k - espago vetorial, sendo assim, defina lagp = (Ua @ Up) © T23
e unidade Na(1) @ Np(1) = 14 ® 1. As verificacdes sdo imediatas e esta dlgebra é chamada

dlgebra produto tensorial.



Exemplo 4 (Algebra de grupo). Seja G um grupo com operacdo *. A dlgebra de grupo kG é o
conjunto de todas as combinagoes lineares finitas de elementos de G com coeficientes em k, ou

seja, seus elementos sdo da forma
a1g1+ag2+ ...+ an&n,

emquea; €kegi € GVie{l,2, ..., n}. Em geral denotamos este elemento como

) ag

geG

onde assumimos que ag = 0 a menos de um niimero finito de g € G. Entdo é fdcil ver que kG é

uma dlgebra sobre k com respeito a operagdo + dada por
Y agg+ Y beg =) (ag+be)s,
geiG geiG geG

produto por escalar dado por

a Z ag8 = Z (aag)g,

geG geG

e multiplica¢do dada por
(agg) (bgh) = (aghy)g *h.

Segue desta definicao que a unidade da dlgebra kG é o elemento neutro do grupo.

Exemplo 5 (Algebra oposta A°P). Seja A uma dlgebra. Defina a fun¢do U°P = |Lo T, em que
1(a®b) = b®a. E fdcil ver que (A, °P,n) é uma dlgebra.

Definicao 3. Uma dlgebra (A,M,u) é dita comutativa se o diagrama

T

ARA A®A

1

é comutativo, em que T:A®A — A® A é fungdo flip definida no exemplo 3]

Definicao 4. Seja A uma dlgebra. Um subespaco vetorial B C A é dito uma subdlgebra se

u(B®B) C B.

Definicao 5. Seja A uma dlgebra. Um subespaco vetorial I C A é chamado:

i) Umideal a esquerda (a direita) se (A ®1) C I (respectivamente (I @A) C1I).

ii) Umideal se W(ART+1RA) C 1.
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Observacio 2. E interessante notar que todo ideal & esquerda ou a direita é uma subdlgebra.

Definicao 6. Sejam (A,ua,Ma) e (B, Up,Np) dlgebras.Dizemos que f : A — B é um morfismo
de dlgebras se f é um morfismo de anéis com unidade e um morfismo de espacos vetoriais. Ou
equivalentemente, em vista da afirmagdo |1} uma funcdo k-linear f : A — B é um morfismo de

dlgebras se os seguintes diagramas sdo comutativos

AoA L BoB

A—f>B
NA\L lﬂs Th A
k

A——B
Antes de proseguirmos, serd enunciado um lema a respeito de produto tensorial de espagos
vetoriais cuja demonstracdo pode ser encontrada em [1].
Lema 1. SejamV e W espagos vetoriais e T : V — W uma fungdo linear. Entédo ker(T @ T) =

ker(T)®@V +V @ker(T).

0

Observacao 3. Seja f : A — B um morfismo de dlgebras. Entdo Im(f) é uma subdlgebra de B

e ker(f) é um ideal de A. De fato, temos que fo us = ugo (f ® f). Logo,

u(Im(f)@Im(f)) = up(f(A)®f(A)) = (uso (f@[f))(ARA) =
= (fom)(A®A) = f(ua(A®A)) € f(A) =Im(f).

Isto mostra que Im(f) é uma subélgebra de B. Para mostrarmos que ker(f) ¢ um ideal de A,

note que (Upo (f® f))(ker(f® f)) = {0}, mas sendo f um morfismo de dlgebras, isto implica

que (foua)(ker(f® f)) = {0}. Logo, ua(ker(f ® f)) C ker(f) e portanto pelo lema 1] segue
que g (ker(f) @ A+A®ker(f)) C ker(f). Donde conluimos que ker(f) é um ideal de A.

Proposicao 1. Sejam A uma dlgebra, I um ideal de A e w: A — A/l a aplicacdo candnica de

espagos vetoriais. Entdo:

(i) Existe uma unica estrutura de dlgebra em A/I tal que T é um morfismo de dlgebras.

(ii) Se f:A — B é um morfismo de dlgebras tal que I C ker(f), entdo existe um tinico mor-

fismo de dlgebras f: A/l — B tal que fonw = f.
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Demonstragdo: (i) Basta notar que pelo lema|l|e pelo fato de I ser um ideal de A, temos que
Ulker(r@m)) = u(I®A+A®I) C 1. Logo, pelo Teorema do Homomorfismo para espagos
vetoriais (vide [2])), existe uma tnica aplicacdo linear 1 : A/I®A/I — A/I tal que o seguinte

diagrama comuta:
TR

ARA AJI®RA/I
u oA @ (1.3)
A - A/l

Dessa forma, I é tal que T(@®b) = n(u(a®b)) = ab, Va,b € A/IQRA/I, em que @ =
a+1=rn(a),Va € A. Logo,

(To(idem))(@a®b®c) = H(@® (be)) =a(bc) = (ab)c =u((ab) ®7)
= (fo(Awid))(@a®bxe), Va,b,ccAll

De maneira andloga, existe uma unica fung@o linear 7 : k — A/I tal que won = 1). Entdo, para

qualquer a € A/I temos que

(Ho(idemM)oy)(@ = m@en(l)=n@n(1y))
= m(u(a®n(ly)))=n(a) =a.

Analogamente, temos que (Lo (T ®id) o ¢)(a) = a. Logo, (A/I, 1, M) satisfaz a Defini¢ao [2[e

portanto € uma dlgebra. Que 7 é um morfismo de dlgebras segue direto do diagrama|l.3

(ii) Como I C ker(f), novamente pelo teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais
(vide [2]), existe uma tnica aplicagdo linear f: A/I — B tal que fom = f. Como f é morfismo

de 4lgebras, para quaisquer @,b € A/I, temos

(fem(a®b) = f(n(u(a®b))=f(ab) = f(uala®b))
= (fom)(a®b)=(upo(f®f))=(a®b)
= s(f(a)® f(b)) = up(f(@ @ f(b)) = (uso (f® f)(@®b)

e, para todo & € k temos

(fom)(a) = f(m(na(@))) = f(na(ex)) = ns(x).

Portanto, f é um morfismo de 4lgebras.
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Corolario 1. Sejam A e B dlgebras e f : A — B um morfismo de dlgebras. Entdo f : A /ker(f) —

Im(f) é um isomorfismo.

O

Definicao 7. Seja X um conjunto. Uma dlgebra livre é um par (£, k) em que £ é uma dlgebra
e K : X — £ uma fungdo tal que para qualquer dlgebra A e [ : X — A funcdo, existe uma vinico

morfismo de dlgebras f : £ — A tal que f o kK = f, ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

£

I
P
A

XT>A

Teorema 4. Para todo conjunto X, existe uma dlgebra livre como na Defini¢do|7|e ela é inica

a menos de isomorfismo.

Demonstracdo: Seja X um conjunto qualquer. Definimos uma palavra de tamanho n em X
como sendo uma n-upla (x1,x2,...,x,) € X". A fim de facilitar nossa escrita simplesmente
denotamos uma palavra (xj,x7,...,X,) COMO X1 X2X3...X,. Definimos agora o que chamamos
de concatena¢do (denotada por -) de duas palavras x;x>...x, € y1y2...y, como sendo a nova

palavra x1x3...x,y1y2 ...y de tamanho n + m, ou seja,

(X162 .. %) - (V1Y2 -+ - Ym) = X1X2 .. XpV1YV2 - - Y-

Também levamos em consideracdo n = 0 e neste caso a palavra serd a palavra vazia e a

denotamos por @, onde na concatenagio por uma palavra qualquer temos

(x1x2...%2) -0 =0- (x1x2...%,) = X1X2...Xp.

Denotemos por k{X } o espaco vetorial gerado por todas as palavras. Para cada palavra xj ...x,
podemos definir uma transformagao linear i, _, : kK{X} — k{X} que nos elementos da base é

dada exatamente pela concatenagao, ou seja,

Moy, V1 ym) = (X100 %0) - (V1. Ym) = X122 .. XnY1Y2 - - Vi

Seja il 1 k{X} — L (k{X},k{X}) dada por fi(x;...x,) = Uy, x,. emque £ (k{X },k{X}) =
{T : k{X} — k{X} : T é transformagio linear}.
Definimos a multiplica¢do em k{X } como sendo u : k{X} X k{X} — k{X} dada por p(x,y) =
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fi(x)(y) para cada x,y € k{X}. Notemos que a multiplicagdo € bilinear e associativa por
constru¢cdo, uma vez que a concatenacao € associativa, e além disso temos que a palavra vazia
representa a unidade relativa a esta multiplicacdo. Portanto, fica claro que temos i : X — k{X}

inclusdo canonica.
- (k{X},i) satisfaz a defini¢do[7|e € tinica a menos de isomorfismo.

De fato, sejam A uma dlgebra e f : X — A uma fungdo. Definimos f : k{X} — A sobre
as palavras por f(xi...x,) = f(x1)...f(xs), onde no lado direito da igualdade estamos con-
siderando o produto na dlgebra A e definimos ainda f(0) = 14. Para finalizarmos, estendemos
linearmente f a k{X} e fica claro que foi = f. Logo (k{X},i) é uma élgebra livre. Vamos
mostrar que f € dUnica. Suponhamos que exista g : k{X} — A morfismo de algebras tal que

goi= f,entdo

g(xr...xy) =g(x1)...g(xn) = (goi)(x1)...(goi)(xn) = f(x1) ... f(xn) = Fx1...2%).

Logo, f = g.

Para mostrarmos a unicidade da dlgebra livre, seja (.# ,h) como na defini¢do (7| Entdo por

um lado temos ioh =i, ou seja, o seguinte diagrama comuta

Notemos que hoi=h e ioh =i implicam em (hoi)oh = h, ou seja, temos o seguinte

% o
I hoi
\

diagrama comutando

Mas este diagrama também comuta com a funcao identidade / 5. Logo pela unicidade das

fungdes, h circi = I 5. Analogamente mostra-se que ioh = Ifx.
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Teorema 5. Seja A uma dlgebra. Entdo A é o quociente de uma dlgebra livre.

Demonstracao:

Consideramos a dlgebra livre k{A} e a fun¢do identidade id : A — A. Usando a propriedade
universal da dlgebra livre, obtemos um morfismo de dlgebras id : k{A} — A. De modo que
I = Ker(id) é um ideal de k{A}. Pelo Coroldrio1{obtemos que A =2 k{A}/I.

Exemplo 6 (Algebra Tensorial). Seja V um espaco vetorial, definimos a dlgebra tensorial

T(V)=&" oV emque VO =k V"=V ®..QV,Vn>1esex=v®...Qv, € V"
—_—

nvezes
ey=V|®...QV. € V¥ entdo definimos o produto xy por:

=M ®...0v) (V| ®...0V)=1®..0,V|®...QV. c VT

sendo 1y € k a unidade da dlgebra T (V).

Observe que pela maneira como definimos 7'(V'), ndo € dificil ver que 7(V) é a dlgebra livre
gerada por todas as palavras construidas com os elementos da base de V. Com isso, notemos
que a dlgebra tensorial T(V) possui carater universal, isto é, para toda f : V — A, em que A
é uma dlgebra, existe um tnico morfismo de algebras f : T(V) — A tal que f = foi, sendo

i:V — T(V) ainclusdo candnica.

Exemplo 7 (Algebra Simétrica). Seja V um espago vetorial e defina S(V) = T(V)/I, em que
I=<x®y—y®x>.

S(V) é uma dlgebra comutativa. De fato, o quociente indica que x @y =y Q x, segue disto
que

XI® ..y QXp11 Q.. .QXptm = Xngm @ ... QXp1 X & ... QX
em que as trocas sdo feitas entre vizinhangas sucessivas vezes.
Definicao 8. Um par (g,|,]), em que g é um espaco vetorial e |,] : g X g — g é uma aplicagdo
bilinear chamada comutador ou colchete de Lie, é dito uma dlgebra de Lie se [,] satisfaz:
(i) [x,x] =0, Vx € g (anti-simetria);
(ii) [x, [y, 2]+ [, [z, x]] + [z, [x,y]] = O, Vx,y,z € g (identidade de Jacobi).

Além do mais, se g e § sdo dlgebras de Lie, entdo uma aplicacdo linear f : g — b é dita ser um

homomorfismo de dlgebras de Lie se [f(x), f(y)] = f([x,y]) Vx,y € g.
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Exemplo 8. Se A é uma dlgebra entdo é fdcil ver que o comutador dado por [x,y] = xy — yx dd

uma estrutura de dlgebra de Lie para A.

Exemplo 9 (Algebra envolvente universal). Seja g uma dlgebra de Lie, iremos construir uma
dlgebra na qual g estd imersa e cujo comutador de g é dado pelo comutador da dlgebra. Seja
T(g) a dlgebra tensorial relativa ao espago vetorial g e considere o ideal 1(g) C T(g) gerado
por expressdes do tipo xRy —y®&x — [x,y]| para x,y € g. A dlgebra quociente U(g) =T(g)/1(g)

(vide Proposi¢do3), denominada dlgebra envolvente de g, é a nossa dlgebra procurada.

Para ver que existe uma injegcdo de g em U(g) basta notar que a intersecg¢do do niicleo
da projecio de T(g) em U(g), que coincide com 1(g), com a dlgebra de Lie g = g®' é apenas
o zero. De fato, seja {e;}icq uma base de g em que Q é um conjunto de indices totalmente
ordenados. Note que um elemento ¢ € 1(g) pode ser escrito como uma soma finita da forma

c= Z a;j®(ejQei—e;@ej—[ej,ei]) ®b;j, em que a;j,b;j € g. Como {e;}icq é uma base
i<jeQ
para g, temos que ¢ = Z a;j®(ejRej—e;Rej)Rb;j =0 se, e somente se, a;j =0 ou b;j =0
i<jeQ
para todo par (i, ), mas neste caso temos que ¢ = 0. Portanto, supondo ¢ # 0, temos que ¢
sempre possui um somando da forma x;; ® (e; @ e; —e;Qe) ou da forma (ej R e;—e; @ e;) Qyjj,

portanto ¢ & g.

Além do mais, é conhecido que a dlgebra envolvente universal tem a propriedade universal
de que se K : g — A é uma aplicacdo linear numa dlgebra A tal que x([x,y]) = k(x)k(y) —
k(y)k(x) = entdo existe um tinico morfismo de dlgebras K : U(g) — A tal que K|g = K. Isto é

verificado utilizando-se a propriedade universal da dlgebra livre.

1.1.2 Coalgebras

Uma das importéncias da Defini¢do[2]é que em sua natureza categorica, esta defini¢do pode

ser dualizada, que serd o nosso proximo campo de estudos, as Coalgebras.

Definicao 9. Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A,€), em que C é um k-espaco vetorial, A :

C—C®Cee:C— ksdomorfismos de k-espacos vetoriais tais que os diagramas abaixo sdo

comutativos
c—2 >cecC C
0! y!
A A k@C A Cok
e®I I®e
C®C*>A®I CRCRC Cad
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As aplicagdes A e € sdo chamadas comultiplicagdo e counidade da coalgebra C, respectiva-
mente. Os isomorfismos canonicos ¢~ e w~! sdo dados por ¢~ (a®c) =acey ! (c@a) =

co.. A comutatividade do diagrama do lado esquerdo é chamada coassociatividade e nos fornece
(ARI)oA=(I®A)oA. (1.4)
Ja a comutatividade do segundo diagrama é chamada axioma da counidade e nos fornece

o lo(e@NoA=I=y lo(I®e)oA (1.5)

A partir deste ponto, sempre que nos referirmos a uma k-codlgebra (C, A, €) omitiremos o

corpo k e as aplicagdes estruturais A e €. Simplesmente diremos a coélgebra C.

Vale observar que A é injetora, pois se ¢ € Ker(A), temos que A(c) =0. Masa =¥ ((I®

€)(A(a))) = 0.

Exemplo 10. Sejam X um conjunto ndo-vazio e kX o k-espago vetorial com base X. Entdo kX
é uma codlgebra com comultiplicacdo A e counidade € dadas por A(x) =x®x e €(x) = 1, para

qualquer x € X e estendidas por linearidade.

Exemplo 11 (Codlgebra da poténcia dividida). Seja C um k-espago vetorial com base {c,, :
m € N}. Entdo C é uma codlgebra com comultiplica¢do A e counidade € dadas por A(c,,) =
Y oCi®cm—i e E(cm) = 8om, em que &; j € o delta de Kronecker. Vamos mostrar que C é uma

codlgebra.

Notemos que

m m
A(Cm) = Zci®cm—i = Zcm—i ® cj, para todom € N,
i=0 i=0

ou ainda que A(cy,) = Z ci®cj.
i+j=m



Vamos verificar a coassociatividade

(AR A(cn)

(A®1)(éci®cmi)

iA(Ci) ® Cm—i

i=0

Y (Y a®a)oc
i+j=m k+l=i

Z ke
k+1+j=m

Y, a®( ), a®c)

k+i=m I+j=i
Y, a®A)
k+i=m
(I@A)( Z Ck®Ci>
k+i=m
(T ®A)(A(cm)).
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Portanto, (A®I)oA = (I®A)oA. Mostremos a comutatividade do segundo diagrama.

Para m € N, temos

¢ (@ NA(ew) = ¢ (eRN(Y ci®emi) =9 (

m

i=0

m

i=0 i

m
= Y elci)emi= Y, B0icmi=Cm.
i=0

=

g(ci) @ cm—i)
0

Analogamente mostra-se a outra igualdade. Logo, C é uma codlgebra. Esta codlgebra é

chamada codlgebra da poténcia dividida.

Exemplo 12. No exemplo 4| vimos que kG é uma dlgebra, daremos agora uma estrutura de

codlgebra em kG. E facil ver que {g} e C kG é uma base para kG. Definimos entdo

A: kG — kGRKG

§ > 818

e
e kG — k
g — 1

E ficil ver que (kG,A, €) é uma codlgebra.

Exemplo 13. Sejam n > 1 inteiro e M(n, k) um k-espago vetorial de dimensdo n*. Denotamos
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por {eij}1<i j<n uma base de M (n,k) e definimos em M°(n,k) uma comultiplicagdo A(e;;) =

Z eip®epj e uma counidade €(e;;) = &; j. Desta maneira, M (n, k) é uma codlgebra, chamada
pi
codlgebra de matrizes. De fato, temos que

(I&A)oA)(e) = <I®A><ile,.,,®e,,,->:ile,.pwe,,,.)
p= p=

n
= Y ep®Y epg®egi= ), ep®epg@eq;.
p=1 q=1 1<p.g<n

Por outro lado,

n

n
A@DA(e;) = (ARD(Y ep@ep)) = Z (eip) @ ey,
p=1 p=1

= ) eiqg®epR@epi= ), eip@epDeg).
1<p.q=n 1<p,g=n

Portanto, o primeiro diagrama comuta. Mostremos que (p_1 o(e®l)oA= Iye(n 1)+ De fato,

n

o (e®@DAei;) = ¢ '(eRI)( Ze,p®ep] Z (eip) ®epj)
p= 1 p:
n n
= Z (eip)epj = Z i,p €pj
= ¢

Analogamente mostra-se a outra igualdade e portanto M€(n,k) é uma codlgebra.

Seja (C, A, €) uma codlgebra. Definimos a sequéncia de transformagdes (A, ),>1, da seguinte

maneira
A=A A C—CR...0C
————
n+1vezes
onde

Ap= (A" Y oA, , para qualquer n > 2.

Aqui, I" denota a fun¢do identidadeem C® ... ®C.
—_———
nvezes

Definicao 10. Seja C uma codlgebra. A codlgebra co-oposta é definida por C*°P = C a mesma

counidade de C e a comultiplicagdo dada por N = toA.

Observacao 6 (Notacdo de Sweedler). Sejam C uma codlgebra e ¢ € C. Na notagdo de Sweedler

para A denotamos o elemento A(c) por ch ® ¢, evitando assim a notacdo usual, onde de-

c
n

veriamos ter escrito A(c) = Zci ®d;. A notacdo de Sweedler omite o indice i, facilitando
i=1
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assim muitas manipulagdes algébricas envolvendo a expansdo no A.

Notemos que na nota¢ao de Sweedler temos

(A®1)oA)c) = (Aw ) (zcl ®Cz) Y Yo, sa, 00

Cc (]

((1®A)OA) I®A (ZC]@Cz) :ZZC1®C21®C22

c C

Usando [1.4] temos

Y)Y e, @c,©=)Y ci1®c, ®c, (1.6)

c C c

Este elemento é denotado por
:ch®6‘2®63. (L.7)
c

E, usando|[1.5] obtemos

Ze(cl)czzc:che(cz) (1.8)

c c

Em um caminho similar, para qualquer n > 1, escrevemos A, ( ch ®...QCn+1-
Para maiores detalhes sobre a notacdo de sweedler ver [[1].

Exemplo 14. Seja G um grupo. Considere % (G) a dlgebra das fungcdes como no Exemplo
Vamos mostrar que existe uma aplicacdo injetiva de .7 (G) ® #(G) em . (G x G) (como
espagos vetoriais). Para isso, defina ¢ : F(G) x F(G) — Z (G x G) dada por ¢ (f,g)(x,y) =
f(x)f(y) para todos x,y € G. E ficil ver que ¢ é bilinear e portanto pela propriedade universal

do produto tensorial existe uma vinica fungdo linear
0: 7(G)F(G)— F(GxG)
tal que ¢(f ® g)(x,y) = f(x)g(y). Agora, para cada x € G construimos a fungdo
Evy: Z(GxG)— Z(G)

dada por Ev.(F)(y) = F(x,y) para todo y € G e para toda F € % (G x G). Logo, para Zfi ®
i

gi € Ker(¢), com {g;} L.I, temos que

0=Evi(9()_fi®gi)) =) fi(x)s
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Como {g;} é L.L, segue que f;(x) =0, Vi e para todo x € G. Assim, Zf, ®gi =0, e portanto
i

¢ é injetora.

Observe que no caso de G ser finito, entdo é facilmente verificado que {Py}ycc dada por

(y) = 8,y é uma base de F (G) e portanto dim(.# (G)) = |G|. Consequentemente dim(.F (G)®

o

Z(G)) = |G|*. Uma vez que {Pyy}ryec dados por Py y(v,w) = 8,8, é uma base para
Z (G x G), segue que dim(.F (G x G)) = |G|>. Portanto dim(F (G x G)) = dim(F(G) ®
F(G)), e como ¢ é linear e injetiva segue que .7 (G) ® % (G) = .7 (G x G).
Com isso, podemos dar uma estrutura de codlgebra para % (G) identificando o coproduto
).

A(f) € Z(G) ® Z(G) como sendo um elemento de 7 (G x G). Ou seja, definimos

A: F(G) = F(G)®F(G) dadapor A(f)(x,y) = f(xy)

€:7(G)—k dadapor e(f)=f(e),

em que e é a unidade do grupo G. Entdo, facilmente verifica-se que (% (G),A,€) é uma

codlgebra.

Exemplo 15. Seja g uma dlgebra de Lie, construimos no Exemplo [9 uma dlgebra envolvente

universal U(g). Defina
K:g—>U(g)®U(g) dada por K(x) —x@1+1®x,

que, por propriedades do produto tensorial é claramente linear. Agora, para x,y € g temos que

Aley]) = Aly—yx)
= Alxy) —A(w)
= QI +1R@xy—yx®@1-1Qyx
= (y—y)@1+1® (xy—yx)
= xyQ1+x@y+y@x+1®xy+
xR —yRx—xRy—1®@yx
= AXAQ) - AY)A®X)

~

= [A).AQ)]

Dessa forma, pela universalidade de U (g), existe um tinico homomorfismo de dlgebras A :
U(g) > U(g)®@U(g) tal que A(x) =x® 1+ 1®x, para todo x € g. Definimos € : U(g) — k dado
por £(x) = 0 para todo x € g e £(1) = 1;. E fdcil verificar que (U(g),A, €) é uma codlgebra.
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Exemplo 16. Dadas duas codlgebras C e D, a codlgebra produto tensorial C ® D tem como
comultiplicacdo Acgp = (IR TR ) o (Ac ® Ap) e counidade ecsp = €c @ €p. As verificacdes

sdo pura manipulcdo algébricas e sdo desenvolvidas facilmente.(vide [1])

Proposicao 2. Seja C uma codlgebra, suponha que €| : C — k é uma counidade para C e que

& : C — k também é uma counidade para C. Entdo € = &.

Demonstracdo: Sejac € C. Como g e & sdo counidades para a codgebra C, usando a equagdo

temos que ¢ = chsl (c2) e também ¢ = Zeg(cl)cz. Aplicando € em c, sendo € € &
c C

lineares, obtemos

€l (C) =& (282(C1)02) = 282(6'1)81 (Cz) =& (chgl (CQ)) = 82(6‘) =& =8&.

Definicao 11. Uma codlgebra (C, A, €) é dita cocomutativa se o diagrama

/ \
CwC P cCxC
é comutativo. Isto significa que, para todo ¢ € C, Ac ch ®cp = (ToA)( Zcz ®cq.

Definicao 12. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap, €p) duas codlgebras. Uma fun¢do k-linear f : C — D

é um morfismo de codlgebras se os seguintes diagramas sdo comutativos

c—' .p c— 71 .p
Acl lAD A A

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser reescrita como
=) fleh@fle)a=} fle)@f(c2) = (f@f)(Ac)),YeeC.  (1.9)
C Cc
Jad a comutatividade do segundo diagrama pode ser reescrita como

(epo f)(c) = ec(c). (1.10)

Definicao 13. Seja C uma codlgebra. Um k-subespagco D C C é dito uma subcodlgebra se
A(D) CD®D.
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E claro que se D é uma subcodlgebra, entdo (D, A|p,€|p) é uma coalgebra.

Exemplo 17. Seja {C;}ic; uma familia de subcodlgebras de uma codlgebra C, entdo ZCi é
icl
uma subcodlgebra de C.

De fato, pois

A (Zc,) =Y AC)C ) ([Gee)=) Go) C.

icl icl icl icl icl
Definicao 14. Seja (C,A, €) uma codlgebra e I um K-subespago vetorial de C. Dizemos 1
i) é um coideal a esquerda (a direita) se A(I) C C®1 (respectivamente A(I) C1&C);
ii) é um coideal se A(I) CI®C+C®I1eeg(l)={0}.
Diferentemente do que ocorre com ideais em uma &lgebra, se I for um coideal de uma

codlgebra C, entdo ndo necessariamente / serd um coideal a esquerda e a direita. O préximo

exemplo ilustra esta situacao.

Exemplo 18. Considerando o anel de polinomios k|X| que é uma codlgebra com comultiplicacdo

e counidade dadas por

AX") =(X®1+1®X)", &X")=0paran>1
A =101 e e(l)=1.

Seja I = kX o k-subespago de k[X| gerado por X. Temos que A(I) =11+ 11 ee(l)=0

e isto nos diz que I é um coideal, mas I ndo é coideal a direita e nem a esquerda.

Sendo V e W dois k-espagos vetoriais, e X C V, Y C W subespagos vetoriais. Entdo (V ®
Y)N(X@W) =X ®Y.(vide [1] pg. 24).

Observacao 7. Seja C uma codlgebra. Entdo todo coideal a esquerda e a direita é uma
subcodlgebra. De fato, seja I um coideal a esquerda e a direita de C. Entdo A(I) C (C®
NNI®C)=IRXI.

Proposicao 3. Seja f: C — D um morfismo de codlgebras. Entdo:

i) Im(f) é uma subcodlgebra de D;

ii) Ker(f) é um coideal de C.

Demonstracao:
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i) Como f é morfismo de codlgebras, entdo (f ® f)oAc = Apo f, ou seja, temos a comuta-

tividade do diagrama

C ! D
g
CRQC——D®D.

fef

Logo, Ap(Imf) = Ap(f(C)) = (Apo f)(C) = ((f ® f) o Ac)(C) € (f@ ) CRC) =
FO)@ f(C)=ImfRImf,ouseja, Ap(Imf) CImf@Imf. Assim, Imf é uma subcodlgebra
de D.

ii) Mostremos agora que Kerf é um coideal de C. E claro que (Ap o f)(Kerf) = 0. Como f
¢ morfismo de codlgebras, ((f ® f)oAc¢)(Kerf) = 0. Logo,

Ac(Kerf) CKer(f® f) =Kerf @C+C®Kerf.

A tltima igualdade segue do Lema([I] Como &c = €po f, pois f € morfismo de codlgebras,

segue que £c(Kerf) = (epo f)(Kerf) = 0. Portanto, Kerf é um coideal de C.

Teorema 8. Sejam C uma codlgebra, I um coideal e w : C — C/I a aplicacdo canédnica de

espacos vetoriais. Entdo

i) Existe uma unica estrutura de codlgebra em C/I tal que T é um morfismo de codlgebras;
ii) Se f:C — D é um morfismo de codlgebras com I C Ker(f) entdo existe um vinico mor-
fismo de codlgebras f : C/I — D tal que f = for.

Demonstracao:

i) Como I é um coideal, (r®m)oA)(I) C (@ 7m)(I®C+C®I)=0. Logo, pelo Teorema
do Homomorfismo para espagos vetorias, existe uma tnica fungio k-linear A : C/I —

C/I®C/Italque Aot = (T®T) oA, ou seja,

C z C/I
|
|
A A
|
N
C®C C/I&C)I

TRT
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¢ um diagrama comutativo. Temos que A(¢ ch ® ¢3, em que ¢ = 7(c). E ficil ver
que

(A®I)oA) (&) = (I®A)0A)(E) =) 1 ®E® 3.

Portanto, A é coassociativa. Além disso, como g(I) = 0, pelo teorema do homomorfismo
para espacos vetoriais, existe uma unica fungio k-linear € : C/I — k tal que Eo 1 = €, isto

é, o diagrama

comuta. Temos que £(¢) = €(c), para qualquer ¢ € C. Logo,

ZE‘(C_] ZS Cl 02—28 C] 6‘2 = E(ZS Cq 62) —71'( ) C.

c

Analogamente, ¥ ¢1&(¢3) = ¢. Portanto, (C/I,A, &) é uma codlgebra. A comutatividade

dos diagramas acima mostram também que 7 : C — C/I é um morfismo de coalgebras.

ii) Se f:C — D é um morfismo de codlgebras tal que I C Kerf, pelo teorema do homorfismo
para espagos vetoriais, existe uma unica fungdo k-linear f : C/I — D tal que fom = f,

ou seja, f(¢) = f(c), para qualquer ¢ € C. Assim,

(Apof)@) = Ap(F(@) =Ap(£(c)) = (Apof)(c) 2 (f® £)oAc)(c)
_ f®f( 61®62>=Zf(61)®f(62)
X

= Zf( DO f(@)=(faf (ch®02)

epf(e) = ep(f(c)) = &c(c) =£(c),

as igualdades (*) e (xx) seguem do fato de que f é morfismo de codlgebras. Logo, f é

morfismo de codlgebras.

1.2 A algebra e a coalgebra dual

Para esta secdo as principais referéncias foram [1] e [3].
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A construcao do espago dual de um espago vetorial nos permite construir dlgebras induzidas
por codlgebras e vice-versa.

Sejam C uma codlgebra e A uma dlgebra, considere o k-espago vetorial Homy(C,A) de
todas as transformacdes lineares de C para A. Nosso objetivo agora € fornecer uma estrutura de

algebra para Homy(C,A).

Proposicao 4. Sendo C e A como acima, Homy (C,A) é uma dlgebra com o produto de convolu¢do

definido por

(f*g)(c)=(uo(f@g)oA)(c)=) f(c1)glca) Vf,g€Hom(C,A)eceC  (1.11)

Cc

e com unidade dada 1 o €.

Demonstracdo: E claro que fxg € H omi(C,A), pois é composi¢ido de fungdes lineares com
contradominio em A. Mostremos que o produto de convolugdo € associativo, sejam ¢ € C e
f,g,h € Hom(C,A), entdo

((fxg)xh)(c) = Y (f*8)(ct)h(ca)

c

=) <Zf(611)8(012)> h(c2)

= Y (f(c1)g(c2))h(cs)
=Y fle1)(g(c2)h(c3))

= Zf(cl) (Zg(czl)h((f%))

= Zf(ﬁ)(g*h)((fz)
= (fx(gxh))(c).

Também temos que
(fxmoe)(e) = Y flenn(e(e))
= Y Y flen)e(ea)la
= Zf(ﬁe(Cz))lA

= f(;cle(cz)> 14
~ fleo).
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Analogamente temos que ((noé&)* f)(c) = f(c). Com isso, Hom(C,A) se torna um anel
com unidade que possui uma estrutura de k-espaco vetorial. A relacdo de compatibilidade
entre a estrutura de espaco vetorial e o produto de convolucdo € facilmente verificada. Logo,

Homy(C,A) satisfaz a Defini¢do|1|e portanto é uma algebra.
[ |

Quando A = k, obtemos o espaco dual de C que serd denotado por C* = Homy(C, k). Sendo

k uma 4lgebra, temos o seguinte corolario.

Corolario 2. O espago dual C* de uma codlgebra C é uma dlgebra com a multiplica¢do dada

por[L.11}

O

Dado um k-espago vetorial V, seja V* = Hom(V, k) o espago dual de V. E conhecido que os

espacos V e V* determinam uma aplicagdo bilinear ndo degenerada ( , ) : V* x V — k dada por
(fv) =fO).

Sejam V, W k-espagos vetoriais e ¢ : V — W uma aplicagado k-linear. Entdo a transposta de

¢ ou a transformagdo dual induzida € a aplicagdo linear ¢* : W* — V* definida por (¢*(f),v) =

(£,0(0) = F(o(v)),VfEW e EV.

Sabemos que como k-espagos vetoriais, k = k* via o isomorfismo & : k — k* dado por
(E(a),B) = aB, paratodo «, B € k. Suainversa &' : k* — k é dada por £ (f) = (f,1).

Em tempo, podemos ainda considerar V* ® V* como um subespago de (V @ V)* via o
seguinte lema que serd apenas enunciado, e que se encontra demonstrado em ([1/], pgs. 16 e
17).

Lema 2. Seja V um k-espago vetorial. Entdo 1:V*@V* — (V®V)* dada por (1(f®g))(v®
w) = f(v)g(w) para quaisquer f,g € V* e vyw € V é uma aplicagdo injetora. Além do mais, 1

é um isomorfismo se V possuir dimensdo finita.

E como corolario, que também encontra-se em ([[1], pg. 16 e 17), temos:

Corolario 3. Sejam My, ..., M, k-espagos vetoriais. Entdo a aplicagdo 0 : M{ @ --- @M, —
(M ®---®@M,)* definida por (0(f1 -+ @ fu))(m1 @---@my) = fi(m1)... fu(my) € injetora.

Além disso, se todos os espacos M; sdo de dimensdo finita, entdo 6 é um isomorfismo.
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O

Portanto, com estas nota¢des, a multiplicagdo na codlgebra dual C* torna-se A*o1 e a

unidade torna-se €* o &.

Exemplo 19. Consideremos C a codlgebra vista no Exemplo A algebra dual C* tem

multiplicag@o definida por (f*g)(c,) = ¥ f(ci)g(cn—i) e aunidade N : k — C*,n(a)(c,) =
i=0

0.0y, para quaisquer f,g € C*, o0 cken c N.

Vamos mostrar que

¢ :C" =KX, 0(f) = }_ flen)X"

neN
¢ um isomorfismo de dlgebras, em que k[[X]] € a dlgebra das séries de poténcia formais.

Claramente, ¢ € bijetora e k-linear. Além disso,

0(f+8) = X (f+8)(e)X"= X (¥ fci)gleai)X")

neN neN i=0
= (nng(cn)X”)(ngNg(cn)X”)=¢(f)¢(g) e
¢(u(l)) = ngNu(l)(cn)X”zngNéo,nX":1.

Logo, ¢ é um isomorfismo de k-dlgebras.

Pelo que fizemos acima, a toda codlgebra podemos associar uma algebra dual. Surge,
naturalmente, uma pergunta inversa: dada uma 4lgebra A podemos associar uma estrutra de

codlgebra a A* usando as transformagdes duais u* e n*?

No caso anterior, a defini¢do da multiplicacdo vinha de A e a funcao t:

= (A01):CoC S (Coe) At

Poderiamos tentar definir uma comultiplicacdo de forma andloga:

*

-1
A=(""op") A" 5 (ApA) Lo A* @ A*

A dificuldade em fazer isto € que 1 ndo é necessariamente invertivel, apenas se A possuir

dimensao finita.

*

Tou*e

Seja A uma algebra de dimensao finita. Definimos A : A* - A* @ A* por A=1"

£:A* = kpore =&~ on*. Com isso, temos o seguinte resultado:



29

Lema 3. Se f € A" e A(f) = Zgi ® hi, para algum i € N e para alguns g;,h; € A*, entdo

Zg, ) para quazsquer a,b € A. Além disso, se f(ab) Zgj i ), entdo

Zgi®hi :Zgj@)h/j.
i J

Demonstragdo: Temos que 1(A(f))(a®b) Z gila ). Mas A=1"lou*. Logo, f(ab) =
fu(a®b)) = p*(f)la®b) = Zgi(a)hi(b)-

Agora, se Zglj(a)h;(b) = f(ab), entdo 1 (Zgg ®h’]> (a®b) =1 (Zg]@)hi) (a®D).
J J i
Pela injetividade de 1 segue que Zg’] ® h’J = Zg,- & h;.
J 1

Proposicao 5. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo A* é uma codlgebra com comultiplicagcdo

A=1"You* e counidade € = E~' on*.

Demonstragdo: Seja f € A*. Entdo podemos escrever A(f) = Zh ®gi, para alguns h;, g; € A*,
Zg,] ® gi; para alguns g};,¢7; € A* e A(h thk® " para alguns hl, ) € A*.

Entao,

(A®I)oA)(f) = (A®I) (Zh ®g,) thk® k8

(I®A)oA)(f) = (I®A) (Zh ®g,> Zh ®8i; 8l

iJ

Seja b :A*RA*RA* — (ARAR®A)* definido por (B (uR@vew))(a®@b®c) =u(a)v(b)w(c).
Pelo Lema[3] 6 ¢ injetora. Portanto, pelo Lema 3|

(6o (ARI)oA)(f))(a®bc) = ( <thk® k®gi>>(a®b®c)
= Zk‘,hik ik gi(c)
= ) hi(ab)gi(c)

i

= f((ab)e)
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(Bo(IRA)oA)(f))(a®b®c) = (9 (Zh@g@@gﬁ})) (a®b®c)

i,j

= Y hi(a)g};(b)g}i(c)

i7j

= ) hi(a)gi(bc)

i

= fla(bc))

Como a,b,c € Ae f € A* sdo arbitrdrios e A € uma algebra associativa, pela injetividade de

0, temos a coassociatividade.

Além disso, como £(f) = (§ 1 on*)(f) = f(14), pelo Lematemos que

— f(alA):f(a)e
Fetis )@ = Ehtasio
= f(lA(l) = f((l)

(Zhig(gi)> (a) = Zhi(a)gi(lA)

Logo, Zhis(g,-) =f= Ze(h,-)gi. Portanto A* é uma codlgebra.
i

i

Proposicao 6. Sejam C e D codlgebras e sejam A e B dlgebras de dimensdo finita. Entdo

i) Se f:C— D éum morfismo de codlgebras entdo f*: D* — C* é um morfismo de dlgebras.

ii) Se f:A — B éum morfismo de dlgebras entdo f* : B* — A* é um morfismo de codlgebras.
Demonstracao:

i) Sejam g,h € D* e c € C. Como f é morfismo de coalgebras, temos

(Fol(gxh))(c) = (g*h)(f(c))
= Y s(f(e))h(f(c))

= Y g(flen)h(f(c2))

c

= L @) en)(f"(h))(c2)

C

= ((F (&) (f*(h))(c).
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Logo, f*(g+h) = (f*(g)) = (f*(h)). Alémdisso, f*(ep) = €po f = &¢, pois f é morfismo

de codlgebras. Logo, f* € morfismo de dlgebras.

Conforme a Defini¢dao precisamos mostrar que os seguintes diagramas sao comuta-

tivos
f*

Bf —A*

o] » B*\ /

Seja u € B*. Entdo (Ag+ o f*)(u) = Ap(uo f) = Zgi ® h;, para alguns g;,h; € A*. Seja
também Ap-(u Zp] ®qj, para alguns p;,q; € B € seja 1 como no Lema Sejam

acAebeB. Pelo Lema@temos que

(1((Aas o f*)(u)))(a®b) Zgz = (uo f)(ab).
Por outro lado,

(((ff@f7)ohp)())(a@b) = (l <Z(pj°f)®(qj'0f)>>(a®b)
= Z(Pjif)(a)(qj'c’f)(b)
= ipj(f(a))qj'(f(b))
= u](f(a)f(b))
— (uof)(ab).

A tltima igualdade segue do fato de f ser morfismo de algebras. Como 1 € injetiva, o

primeiro diagrama comuta.

Além disso, como f € morfismo de dlgebras, temos
(&= 0 f*)(u) = &x+(uo f) = u(f(14)) = u(1p) = €5(u).

Portanto, o segundo diagrama comuta, donde segue que f* € morfismo de coalgebras.
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1.3 O Dual Finito de uma algebra

Na se¢fo anterior construimos um algebra dual C* a partir de uma codlgebra C e obtivemos a
dualizacdo de uma algebra A para uma codlgebra dual A* no caso em que A tem dimens3o finita.
Vamos mostrar que podemos associar uma estrutura de coalgebra a um subespago A° C A* tal

que Agr = U A" — (A* ® A*) define uma comultiplicagdo, que é chamado dual finito de A.

Definicao 15. Sejam A uma dlgebra e I C A um ideal de A, dizemos que I tem codimensdo finita
se dim(A/I) < +oo

Lema 4. Sejam V um espaco vetorial e X,Y CV subespacos. Se X e Y possuem codimensdo

finita, entdo X NY também possui codimensdo finita.

Demonstragdo: Sejay:V —V /X xV /Y atransformagdo linear dada por y(v) = (v+X,v+7Y).
E facil ver que ker(y) = X NY. Entéo, pelo teorema do homomorfismo para espagos vetoriais,
V /ker(y) =Im(y) CV/X xV /Y. Como dim(V/X) < e edim(V/Y) < e. Logo, dim(V /(X N
Y)) =dim(V [ker(y)) < oo.

|

Observacao 9. E conhecido da dlgebra linear que se um conjunto de funcionais lineares

{fi}l, de um espago vetorial V é linearmente independente entdo existem {v;}?_, CV tais

que fi(vj) = &;jparai,je{l,...,n}.(vide [])

O préximo resultado nos fornece uma caracterizagao para os elementos do subespaco ao

qual estamos querendo construir.

Teorema 10. Sejam A uma dlgebra, f € A* e 1 como no Lemal[2} Entdo sdo equivalentes:
1) Existem f;,gi € A* parai € {1,...,n} tais que f(ab) = Zfi(a)gi(b) Va,b € A;
i

2) A(f) € 1(A* ®A*), em que A(f) = p*(f);
3) Existe I C Ker(f) um ideal a esquerda de A com codimensdo finita;
4) Existe J C Ker(f) um ideal a direita de A com codimensdo finita;

5) Existe K C Ker(f) um ideal de A com codimensdo finita.
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Demonstracdo:

A sequéncia l6gica de nossa demonstragio serd (1 < 2), (2=3), (2=-4), (3=5), (4=5)
e (5=2).

(1<2)

Sejam a,b € A, entdo A(f)(a®b) = f(u(a® b)) = f(ab). Logo, se existirem f;,g; € A*
tais que f(ab) Z fi(a)gi(b) entdo A(f)(a®@b) = ( (Z fi ®g,>> (a®b), que implica em
A(f) € 1(A* ®A*).

Reciprocamente, se f € A* é tal que A(f) € 1(A* ® A*) entdo existem f;,g; € A* tais
que A(f) =1(Y; fi®gi). Logo, para quaisquer a,b € A temos que f(ab) = A(f)(a®b) =

Zfi(a)gz(b)

(2=3)

Escreva A(f Z gi ®h; |. Por propriedades do produto tensorial podemos supor sem

perda de generalidade que {gi}?_, sdo linearmente independentes e os {/;}7_; ndo nulos.

Seja I = ﬂker(hi). Entdo / € um ideal a esquerda de A com codimensao finita e contido

em ker(f).
I é um ideal a esquerda de A.

E obvio que 7 é um subespaco de A. Sejam b € A e ¢ € I, entdo

0= Zg,-(ab)h,-( f(abc) Zgl hi(bc) paratodoa €A,
i

pela independéncia linear dos g; temos que h;(bc) = 0, para todo i € {1,...,n}. Logo bc € I. H
I I tem codimensao finita.

De fato, pois dim(A/ker(h;)) = 1 paratodo i € {1,...,n}. Portanto, pelo Lemafd|segue que

ﬂker(hi) = [ tem codimensdo finita.

1 Cker(f).

De fato, pois dado a € I temos que f(a) = f(laa) = Z gi(la)h = 0. Portanto, I C
ker(f). -

2=4)

A demonstracdo é andloga a demonstragdo feita em (2 = 3).
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(3=5)

Seja I C A um ideal a esquerda de codimensio finita que estd contido em ker(f). Defina

m:A— Hom(A/I) dada por (a)(b+1) =ab+1Va,b € A.
F 7 € um homomorfismo de dlgebras.

Para quaisquer a, b, ¢ € A temos que 7 estd bem definida, pois se a = b entdo 7w(a)(c+1) =
ac+1=bc+1=rn(b)(c+I)Va,b,c €. Etambém, n(ab)(c+1) = (ab)c+1 = a(bc) +1 =
n(a)(m(b)(c+1)), isto implica que m(ab) = m(a)m(b). E ficil ver que 7t(a+b) = n(a) + 7(b)

e m(oa) = am(a)Vo € k. Donde concluimos que 7 é homomorfismo de dlgebras.

Seja K = ker (7). Pela afirmac@o acima temos que K é um ideal de A. Como dim(Homy(A/I)) =

(dim(A/I))? < o e m é um homomorfismo de 4lgebras, pelo Coroldrio|l, A/K = A /ker(m) =

Im(m) C Homy(A/I). Portanto K é um ideal de A com codimensio finita.

Resta mostrarmos que K C ker(f). Para tanto, seja x € K. Entdo 041 = n(x)(a+1) =
xa+1, ou seja, xa € I para qualquer a € A, em particular para a = 14. Logo, x € I C ker(f),
donde segue que K C ker(f).

(4=15)

Novamente, a demonstragdo é andloga a demonstracao feita em (3 = 5).

(5=2)

Seja K um ideal de A como no item 5). Seja p : A — A/K a projegdo candnica e p* :

(A/K)* — A* a transformagdo dual induzida. Considere também

p*@p*: (A/K) @ (A/K)* — A* @ A"

Vamos mostrar que A(f) € Im(1o(p*®p*)). A priori, sabemos que A(f) € (A®A)*. Note
que A(f)|agk+kea = 0, pois como K é um ideal de A, temos que H(AQK+K®A) CK e

portanto

A(f)ARK+K®A) = A(f)(A®K)+A(f)(K®A)
= f(AK)+ f(KA) = 0.

Logo, pelo Teorema do homomorfismo para espacgos vetoriais, existe uma unica transformagao

— ARA
linear A(f) : Iﬁ — k tal que o seguinte diagrama comuta
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A
A®A ) k
P _
A7)
A®A
AGK+KOA

em que P é a projecdo candnica. Notemos que p®p :A®RA — A/K @ A/K é sobrejetora
(pois p é sobrejetora) e que pelo Lema[l|ker(p ® p) =A@ ker(p)+ker(p) ®A=AQK + K QA,
donde segue pelo teorema do homomorfismo para espacgos vetoriais que

A®A

_ ARA =] A/KQA/K.
ToKk1ikoa A4 ker(pop)=Im(p®p)=A/K®A/

A®A
Chamemos de @ : A/K ® A/K — __292 __ <ste dltimo isomorfismo. Entdo P = @o
ARK+K®A
(p@p).

Not A _——
otemos que A(f) € Y EN Y

A/K tem dimensao finita. Consequentemente,

— ARA : o
e como K tem codimensao finita segue que A/ K ®

( ARA

———— ) ~(A/K®A/K)".
A®K+K®A) (A/K©A/K)

Sejam a,b € A, entdo

(A())(a®b) = A(f)(P(a®b))
— Af)(@(p@p(ab)))

= (@ 0A(N)((pep)a®b)),

agora, notemos que (a)*oA/(?)) €(A/K®A/K)*=(A/K)*®(A/K)*,umavez que dim(A/K) <

oo, Portanto (@* o A( f) Zg,@h,, em que g;,h; € (A/K)*. Logo,
i=1

1=
x
—
i)
—
S
N—
SN—
=
—
i)
—~
S
N—
~—

(A(f)(a®b) =

~
—_

I
=

(p*ogi)(a)(p™ o hi)(b)

rorgons) o

1
= (1p*@p*(A(f)))(a@Db).

~.
—_

I
—— 1
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E portanto, A(f) € Im(10(p* ®p*)) como queriamos.

Definicao 16. Seja A uma dlgebra. Definimos o dual finito de A como sendo o conjunto A° das

fungoes f € A* tal que f satisfaz qualquer um dos itens do teorema

Lema 5. A° é um subespago vetorial de A*.

Demonstracd@o: +0 € A°.

Claramente 0 € A° pois ker(0) = A, donde segue que dim(A/ker(0)) < oo, ou seja, ker(0)

tem codimensao finita.
F f+ g € A° para quaisquer f,g € A°.

Sejam f,g € A°. Entdo existem ideais I,J de A, I C ker(f) e J C ker(g) tais que dim(A/I) <
oo e dim(A/J) < oo. E claro que INJ é um ideal de A e INJ C ker(f) Nker(g) C ker(f+g).
Pelo Lemald] dim(A/(INJ)) < oo e portanto f+ g € A°. -

Fof € A° para quaisquer f € A° e o € k.

Como f € A° existe K C ker(f) ideal de A tal que dim(A/K) < o. Mas como ker(f) C
ker(af), temos que af € A°. -

Para finalizarmos esta secdo vamos mostrar que A° € de fato uma codlgebra.
Proposicao 7. (A° A, €) é uma codlgebra. Em que A(f) = u*(f) e e(f) = f(14).

Demonstragdo: Primeiramente, vamos mostrar que A(A°) C A°®A°. Seja f € A°, entdo pode-

mos escrever A(f) = Zg,- ®h; com g;,h; € A* e {h;}_, um conjunto linearmente independente.

l
Entéo, pela Observagdo[9] existem a; € A, para j € {1,...,n} tais que hi(a;) = §;;. Segue-se
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que para cadai € {1,...,n} temos

1=
oQ
~.
—~

N

S
—
o)
<

gilab) =

\H-.
—

I
1=
%
~.
—
Q
S
—
=
~
—
8
—

—_

I Il
. ~.
M= =21
Q
S
8
SN—

gj(a)hj(ba;)

~
Il
_

I
=

8j(a)(hjoRq;)(b)

.
Il
_

em que R, € a multiplicacdo a direita por a;. Portanto pelo item 1 do Teorema [10| segue que
gi € A° para qualquer i € {1,...,n}. Com isso, concluimos que A(f) € A° ®A*. Com raciocinio

andlogo mostra-se que A(f) € A* ®A°. Como A° é subespago de A* temos que A(f) € A° ®A°.

A demonstracdo da propriedade coassociativa e da propriedade da counidade € anédloga a

demonstracdo feita na Proposic¢do 3| Portanto A° € uma codlgebra.

Para finalizarmos esta sec@o, daremos um exemplo que se encontra em [3].

Exemplo 20. Sejam G um grupo e V um espaco vetorial. Uma representacdo do grupo G
em 'V é um homomorfismo de grupos m : G — End(V). Se dim(V) < oo dizemos que 7 é uma

representagdo de dimensdo finita de G.

Seja f: G — k uma funcdo. Dizemos que [ é uma funcdo representativa se existe uma
representagdo T de dimensdo finita de G e se existemv €V e ¢ € V* tais que f(g) = @(n(g)(v))
para todo g € G. Denotamos o conjunto das fungdes representativas de G por Rep(G). Vimos

no Exemplo 2| que F (G) é uma dlgebra com o produto ponto a ponto.
F Rep(G) é uma subdlgebra de 7 (G).

Sejam f,g € Rep(G), existem my : G — End(Vy) e 7y : G — End(Vy) representagées de
dimensdo finita e existem v € Vi, w € Vg, @ € Vi € @g € V' tais que f(x) = @p(ms(x)(v))
e g(x) = @u(mg(x)(w)) para todo g € G. Se definirmos a representagdo produto tensorial
T @M : G — End(Vy®@Vy) por (Tt @ T)(x) = 7y(x) @ my(x) que é de dimensdo finita e
escolhermos v@w € Vy ® Vg e o funcional 1(9r ® @g) € (V@ V,)* obtemos facilmente que
1@ ® @g)((mr @ 7e) (x)v@w) = f(x)g(x) = fg(x) para todo xainG. Portanto fg € Rep(G).
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Notemos que 1 z(G) € Re p(G), pois basta tomarmos a representagdo

n:G— Endk) dadapor m(g)=id,
tomarv =1, €ke ¢ =1 € k*. A soma, tomando a representacdo soma direta, e o produto por
escalar sdo facilmente verificados. (vide [3]) -

Pelo Exemplo 14| % (G) é uma codlgebra e Rep(G) C F (G). Vamos mostrar que Rep(G)
€ uma codlgebra com comultiplicacdo e counidade sendo a comultiplicacdo e a counidade de
F(G) restrita a Rep(G). Seja f € Rep(G). Entdo existem ©t : G — End (V) uma representagdo
de dimensdo finita, p € V* e v €V tais que f(x) = ¢ (n(x)(v)) para todo xinG. Seja {e;}; CV
uma base de V e seja {y;}; CV* a base dual associada. Entdo para todo w € V temos que

w= Z y;(w)e;, portanto, para todo x,y € G temos
i

A(f)(x,y) = flxy)

Logo, A(f) =} f1i® foi em que fi;i = ¢(x(-)(e:)) € Rep(G) e fo; = Wi(m(")(v)) €
Rep(G) para todo i. l

Portanto A(f) € Rep(G) ® Rep(G), donde concluimos que (Rep(G),Algep(c)s €|rep(c)) €

uma codlgebra.

1.4 Bidlgebras e Algebras de Hopf

1.4.1 Bialgebras

Nesta se¢do, estamos interessados em espacos que tém estruturas de algebras e de codlgebras
simultaneamente e de modo a haver uma compatibilidade entre tais estruturas. Tais espacos

serdo denominados bidlgebras.

Observacao 11. Se C e D sdo codlgebras, o espaco vetorial C ® D tem estrutura de codlgebra,
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onde Acgp = (IQTRI) 0o (Ac®Ap) e Ecgp(c®d) = €(c)e(d). Na notagdo de Sweedler temos

AC®D(C®d) = ZCI RdiRcrRds.
c,d

O corpo k tem uma estrutura natural de codlgebra com comultiplicacdo dada pelo isomor-
Jfismo canonico k = k ® k e counidade dada pela aplicacdo identidade. Lembremos também que

se A e B sdo dlgebras entdo A Q B tem estrutura de dlgebra como no Exemplo
Proposicao 8. Considere (H,A,e,1,Mn), em que (H,|t,n) é uma dlgebra e (H,A,€) é uma
codlgebra. Entdo sdo equivalentes:

i) Wemn sdo morfismos de codlgebras;

ii) A e € sdo morfismos de dlgebras.

Demonstracdo: Temos que A é um morfismo de algebras se, e somente se, os dois seguintes

diagramas forem comutativos

HoH—*—~H—% ~HeH H--~HwoH
A®Al Tﬂ@)ﬂ TIT Tn@m
HOHOHOH ————HOHOHQH  k——kok

e a comutatividade dos diagramas abaixo

HoH 5 kok H
S S N
H € k k id

€ equivalente ao fato de € ser morfismo de dlgebras. Observe que t € morfismo de coalgebras se,
e somente se, 0 primeiro e o terceiro diagrama comutam, enquanto 1 é morfismo de codlgebras
se, e somente se, o segundo e o quarto diagramas comutam. Temos, portanto, a equivaléncia

entre i) e ii).

Definicao 17. Uma bidlgebra é um sistema (H,A, €, L, M) que satisfaz as condi¢bes da proposi¢cdo
K

A partir daqui omitiremos as fungdes estruturais A, €, i, 1] de uma bidlgebra (H,A, €, 1u,1M),

ficando subentendidas quando nos referirmos a bidlgebra H apenas.
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Proposicao 9. Seja (H,A, €, L, n) uma bidlgebra com dim(H) < oo. Entdo H* é uma bidlgebra.

Demonstragdo: Pelo Coroldrio[2]e pela Proposi¢do[5|temos que H* é uma dlgebras e codlgebra
respectivamente. Denotemos por A e por € a comultiplicagdo e a counidade de H epor d e E a

comultiplicagdo e a counidade de H*. Vamos mostrar que 6 e E sdo morfismos de algebras.
Lembramos que para qualquer 2* € H* temos que E(h*) = hx (1) e 6(h*) ZhT ® h3,
em que h*(hg) Zh* ). Sejam h*,g* € H* e §(h™) Zh ®h5, & —Zg1®g2,

g*
entao para qualquer g,h € H, usando o fato de A € morfismo de algebras, temos

(h*xg")(hg) = Zh (hg1)g" (h2g2)

= Z Y mi(h)i5(g1)g1 (h2)g5(82)

h.g h*.g*

= Y (W xg})(h)(h5 g5)(g)

h*7g*

0 que nos mostra que

5(h*®g*)=h2( 1%81)® (hy+g3) = 8(h")8(87).
el

Temos também que €(hg) = €(h)e(g) para quaiquer h,g € H, pois € é um morfismo de
dlgebras, assim 8(€) = e ® ¢, e portanto § é morfismo de dlgebras. E claro que E é um morfismo

de algebras, pois sendo H uma biélgebra temos que

E(h"xg") = (h"xg")(ln) = " (1u)g" (1) = E(h")E(g")

Logo, H* é uma bidlgebra.

Observacao 12. Diremos que uma bidlgebra H tem a pripriedade P, se a dlgebra e a codlgebra

subjacentes possuem a propriedade P.

Uma aplicagdo f : Hy — H, de bidlgebras é chamada morfismo de bidlgebras se f for
morfismo de dlgebras e de codlgebras. Um subespaco I C H| € um bi — ideal se I for um ideal e
um coideal. Notemos que o quociente H; /I é uma bidlgebra se, e somente se, I for um bi-ideal

de H, e que, neste caso, a aplicagdo candnica H; — H; /I é um morfismo de bidlgebras.
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Exemplo 21. Seja G um grupo. Vimos nos exemplos | e |12| que KG é uma dlgebra e uma
codlgebra. E como em sua estrutura de codlgebra A(g) = g® g e €(g) = 1, fica claro que A e

€ sdo morfismos de dlgebras e portanto KG é uma bidlgebra.

Exemplo 22. Seja G um grupo. No Exemplo |l4|demos uma estrutura de codlgebra a dlgebra
F (G). Verifiquemos que .7 (G) é uma bidlgebra. De fato,

A(fg)(x,y) = (fg)(xy)

= flxy)glxy)
= A(f)(x,5)A(8)(x,)
= (A(N)A(g)(x,y),

e(f8) = (f8)(e) = fle)g(e) = &(f)e(s).

Consequentemente, concluimos que Rep(G) é uma bidlgebra.

Exemplo 23. No Exemplo|I5|demos uma estrutura de codlgebra a dlgebra envolvente universal
U(g) de uma dlgebra de Lie g. Com a estrutura de dlgebra dada no Exemplo @ Na construgdo

de A e € concluimos que ambos sdo morfismos de dlgebras e, portanto, U(g) é uma bidlgebra.

1.4.2 Algebras de Hopf

Algebras de Hopf essencialmente sdo bidlgebras com uma funcio adicional, chamada antipoda.

Antes de iniciarmos de fato, lembremos que se (C,A,€) é uma codlgebra e (A,u,n) é
uma algebra entdo Homy(C,A) é uma dlgebra com o produto de convolug@o *, como visto na

proposicao 4, e counidade 1 o €.

Seja H uma bidlgebra. Se denotarmos por H = (H,A, &) e H* = (H, i, n) entdo Hom (H¢,H*)

€ uma algebra com o produto de convolugao .

Definicao 18. Seja H uma bidlgebra. Uma transformacdo linear S : H — H é chamada uma
antipoda em H se S é a inversa da transformagdo identidade I : H — H com respeito ao produto
de convolugcdo em Homy(H¢,H*). Ou seja,

e(c)lg = (S*1)(c) =Y S(c1)eq) (1.12)

c

g(c)ly = (IxS)( chs ) (1.13)
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ou ainda,

Y ci1S(e2) =e(e)lu =Y S(cr)e (1.14)

Cc

Definicao 19. Uma bidlgebra H que possui uma antipoda é chamada uma Algebra de Hopf.

Exemplo 24. Jd vimos que kG possui uma estrutura de bidlgebra. Mostremos que a aplicagcdo
S : kG — kG definida por S(g) = g~ para todo g € G satisfaz De fato, pois como A(g) =
g ® g o resultado procede. Logo kG é uma dlgebra de Hopf.

Exemplo 25. Seja G um grupo finito e seja {ps/g € G} a base de (kG)*, isto é, (pg,h) =
Ogh, para todos g,h € G. O espago H = (kG)* tem uma estrutura de dlgebra de Hopf com

multiplicacdo satisfazendo

<nghyl> = <Pgal><Phal> = 5g15hl

para todos g,h,l € G e 1y = € a fungdo aumento de kG. A comultiplica¢do de H é tal que
Alpg) =Y, Por-1®pn
heG

e €n(pg) = Oge para todos g,h € G. A antipoda S é dada por S(pg) = p,-1, para todo g € G.

Exemplo 26. Seja G um grupo. Conforme Exemplo temos que ¥ (G) é uma bidlgebra.
Defina
S:.Z(G) = Z(G) dadapor S(f)(g)=f(g").

Verifica-se facilmente que S é uma antipoda para % (G) (vide [4)]). Agora, dada f €
Rep(G), vamos mostrar que S(f) € Rep(G). Seja f € Rep(G), entdo existem w: G — End(V)
representacdo de dimensdo finita e € V*, v €V tais que f(g) = ¢(m(g)(v)) para todo g € G.
Defina ev, : V* — k dada por ev,(y) = y(v).

Defina também a representagdo transposta n* : G — End(V*) dada por n*(g)(T)(w) =
T(n(x~')(w)) para todo T € V* e w € V. Entdo,

S(N) = flg

= o(n(g "))
= (7"()(9))(v)
= en(77(8)(9))

<

Portanto, S(f) € Rep(G), donde conluimos que .7 (G) e Rep(G) sdo dlgebras de Hopf.
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Exemplo 27. Seja g uma dlgebra de Lie. Vimos no Exemplo 23| que U(g) é uma bidlgebra.
U(g) € uma dlgebra de Hopf com antipoda S tal que S(x) = —x e S(1) = 1, para todo x € g.

Notemos que

(S*D)(x) = u((S®id)(Ax)))
= uS®id)(x®1+1®x)
= S(x)1+S(1)x
= —X+x

= 0=(noeg)(x),

analogamente mostra-se que (IxS) = (no¢g), logo S é uma antipoda para U(g), donde, U(g)
é uma dlgebra de Hopf.

Como na Observagdo diremos que uma dlgebra de Hopf possui a propriedade P se a

algebra e a codlgebra subjacentes possuirem a propriedade P.

Definicao 20. Sejam H| e H, dlgebras de Hopf. Dizemos que uma aplicacdo f : Hy — H é um

morfismo de dlgebras de Hopf se f for um morfismo de bidlgebras.
Proposicao 10. Sejam H| e H, dlgebras de Hopf com antipodas S| e Sy respectivamente. Se

f : Hy — Hyp é um morfismo de dlgebras de Hopf entdo Sro f = foS;.

Demonstragd@o: Sabemos que Homy(H,H,) é uma dlgebra com produto de convolug@o x.

Seja h € Hy, entdo

((S2of)xf)(h) = Y. S2(f(h))f(h2) =Y Sa(f(m)1)f (h)2
h f(h)

= &un,)(f(h) 1, = €n, () 1p,
= (U, o&m,)(h)

por outro lado,

(f*(foS))(h) = Y f(h1)f(Si(h)) :f(zhlsl(h2)>
T h

= f(SHl (h) 1H1) <8H1 (h)nbh( ))
= (fonHl)(8H1< )) nHz(SHI( ))
= &g, (h) le (.qu © ng)(h)

logo, pela unicidade do inverso por convolugdo, foS; = S,0 f.
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Proposicao 11. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo

i) S(hg) = S(g)S(h) para todo g,h € H;
ii) S(IH) == 11-1,'

iii) A(S(h)) = ZS(hz) ® S(hy) para todo h € H;
h

iv) €(S(h)) = €(h) para todo h € H.
Demonstragdo:

i) Consideremos as seguintes fungdes lineares M,N,P : H® H — H, definidas por M (g ®
h) = gh, N(g®@h) = S(h)S(g) e P(g®h) = S(gh). Observe que M,N,P € Hom;(H ®
H,H). Olhemos H ® H com a estrutura de codlgebra dada na Observagio H com
estrutura de algebra e Homy(H ® H,H) como uma dlgebra com o produto de convolugio
*. Seja € = eyey. Entdo o€ é a unidade de Homy(H @ H,H). E suficiente mostrarmos
que PxM =1n o€ =MxN, pois, nesse caso, P=Px(M*N) = (PxM)*N = N. Temos,
para quaisquer g,h € H,

(M%N)(g®h) = Y M(g1®@hi)N(g2®hy)
g,h

= ) g1lS(h2)S(g2)
&h

= Y &15(g2)e(h)
8

= &(g)e(h)ln = u(E(gh))

(PxM)(g@h) = Y P(g1®@h)M(g2@hy)
g,h

= Y S(g1h1)hag
g,h
= Y S((gh)1)(gh)2
gh
= (S*1I)(gh) =€(gh)ln
= ¢e(g)e(h)ly = u((g@h)).

Portanto, PxM =N o€ =M*N e, assim, S(gh) = S(h)S(g).
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ii) Observe que como €(ly)=1;eA(ly)=1gR1y,temos 1y =€(1y)ly=(noe)(ly) =
(id*S)(1g) = 1uS(1x) = S(1n).

ii1) Consideremos H como codlgebra, H ® H com estrutura de algebra como no Exemplo
sendo N = Nyey ¢ Hom(H,H ® H) uma dlgebra com produto de convolugdo .
Definindo N,P: H — H ® H por N(h) = ZS(hz) ®S(h1) e P(h) = A(S(h)), temos que

h

A,N,P € Hom;(H,H® H). E suficiente mostrarmos que P+A =o€ = Ax N, pois,
nesse caso, P = Px(AxN) = (PxA)xN = N. Seja h € H, entdo

(PxA)(h) = Y P(h1)A(h
h
= ZA(S(M»A(’Q)
= ZA (h)h2)

= (h)(lH ®1y) =7(e(h))

(AxN)(h) = ) A(h1)N(h
h

= Y ) (h1, ®h1,)N(hy) = Y (h1 ® hy)N(h3)
h hy

h

— ZZ(hl ®hp)(S(h3,) @S(h3,)) =) (h1 @ ha)(S(ha) © S(h3))

h
= ZhlS h4 ®/’l25 h3 Z/’l]S h3 ®8(/’12)
= ZhlS h38(h2))®1H:ZhlS hz ® 1y
h h

= e(h)(lp®1y) =n(e(h)).

Portanto, PxA =T og = AxN e, assim, A(S(h)) = ZS(hz) ®S(hy).
h

iv) Sejah € H. Entao e(n(e(h))) =¢e(h)e(n(1x)) =€(h)e(1y)=€(h)en(e(h)) = ZS(hl)hz.
h
Logo,

e(h) =e(n(e(h) =} &(S(h)h) Ze
Por outro lado, como H € codlgebra, temos que

h=Y hie(h).
h



Assim,
Portanto, £(S(h)) = &(h).

Proposicao 12. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Sdo equivalentes:
i) ZS (ho)h h)1y para todo h € H;
ii) Y hyS(h1) = €(h)1y para todo h € H;
h
iii) SoS=1.

Demonstragdo: i) = iii)

Observe que para qualquer h € H

(S*(SoS)(h) = Y S(h1)(S(S(h2)))

Assim, So S € uma inversa a direita de S no produto de convolucdo e portanto So S = 1.

Analogamente mostra-se que ii) = iii).
iii) = ii)

Temos que

= (I*S)(h) =) mS(hy)
T

=) S(S(h))S(h2)
h

=Y S(haS(m)).
h

Aplicando S na igualdade acima obtemos

e(h)1y =e(h)S(1g) = S(n(e(h))) = Y (SoS)(haS(hy)) ths hy).
h

46
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Analogamente mostra-se que iii) = i).

Corolario 4. Se H é comutativo ou cocomutativo entdo S* = Iy.

Demonstragdo: Se H é comutativa, entdo como ZS(hl)hz = g(h) 1y segue que thS(hl) =
h h
€(h)1y e pela Proposigio[12]segue que So S = 1.

Se H é cocomutativa entio Zhl Rhy = th ® hy. Como ZS(hl)hg = g(h)1y segue que
h h h

ZS(hz)hl =¢€(h)ly e pela Proposigﬁo segue que SoS =1.
h

Observacao 13. [/5)], pg. 80] Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S bijetiva. Usando

as propriedades listadas acima para S, é ficil ver que S~ satisfaz, para todo h € H:

i) S~1 é um antihomomorfismo de dlgebras;
i) ZS_I(hz)hl = Zh25_1<h1) =¢e(h)ly;
h h
iii) €(S7'(h)) = &(h);

iv) AS) =Y s (ho) @S (hy).
h

Proposicao 13. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita entdo H* também é dlgebra de
Hopf.

Demonstracdo: Sabemos da Proposi¢do[9que H* é uma bidlgebra. Para mostrarmos que H* é

uma algebra de Hopf, seja $* : H* — H* dada por S*(¢@)(h) = ¢(S(h)) para quaisquer ¢ € H*

eh€H. Sejam ¢ € H e 8(@) = Z’h]k ® h3, em que O é a comultiplicagdo em H*. Entdo para
¢

qualquer 4 € H temos:
Y (S (1) x @) (h) = %S*(wl)(hl)hi(hz)
¢ ®,
= Y o1(S(h)) @2(h2)
Q,h

= Y o(S(h)h2) = @(e(h)1x)
h

= e(h)o(ly) = E(p)e(h)
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em que E é a counidade em H*. Provamos entdo que ZS*((pl)(p2 = E(¢@)e = E(h)ly-.
¢
Analagomente mostra-se que Z 015" (@) = E(¢)1y-.
¢

Terminamos esta se¢do observando que dada uma algebra de Hopf H com antipoda S, um
bi-ideal 7 de H é chamado um ideal de Hopf se S(I) C 1. Se I é um ideal de Hopf entdo a
bidlgebra quociente H /I tem uma estrutura natural de dlgebra de Hopf com a qual a aplicagdo

candnica H — H /I é um morfismo de dlgebras de Hopf. Para maiores informagdes cunsulte
([, pg. 157).
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2  Modulos, Comodulos e integrais

2.1 Modulos e Comodulos

Nesta se¢do, veremos que o conceito de moédulo sobre uma dlgebra pode ser dualizado,

dando origem a no¢ao de comddulo sobre uma codalgebra.

Definicao 21. Seja A uma dlgebra. Um A-mddulo a esquerda é um par (X,y), em que X é
um espago vetorial e Y: A QX — X é um morfismo de espacos vetoriais tal que os diagramas

abaixo comutam

1
A9A®X 2L Ao x A®X
Hely Y kX Y
. o
X.

A definicao de A-modulo a direita € andloga, exceto que agora y: X ® A — X.

Em geral, escrevemos a - m ao invés de y(a ® m). O primeiro diagrama significa que a - (b-

m) = (ab) - m, e o segundo pode ser lido como 14 - m = m, para quaisquer a,b € Aem € M.

Na defini¢dao de A-mddulo, partimos de um espago vetorial e de uma dlgebra dados e, essen-
cialmente, definimos uma operacao que relaciona as duas estruturas. Para a dualizacao, também

partimos de um espago vetorial, mas agora usando uma coélgebra no lugar de uma algebra.

Definicao 22. Seja C uma codlgebra. Um C-comddulo a direita (ou um comodulo a direita

sobre C) é um par (M, p), em que M é um espago vetorial e p : M — M @ C é um morfismo de
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espagos vetoriais tal que os seguintes diagramas comutam

M p M®C M\
%
M®C*>p®lc MRKCRC MoC

A comutatividade dos diagramas acima nos diz que (Iyy @ A)op = (p®1Ic)op e que (I ®
€)op é aidentidade em M.

Analogamente, definimos um C-comddulo a esquerda (ou um comddulo a esquerda sobre

(), considerando o morfismo de k-espagos vetoriais A : M — C QM.

Assim como no caso das codlgebras, também temos uma notacao de Sweedler para comédulos.

Dado m € M, escrevemos p(m) = Zm0®m1, em que mo € M emy €C.
m

Utilizando a notacao de Sweedler, a comutatividade dos diagramas acima nos diz que

Zm0®m11®m1222moo®mol®m1:Zmo®m1®m2 2.1)
m m m

e que
Zmos(ml) =m. (2.2)

Para comddulos a esquerda, a notagdo é A (m) = Zm_l ® my.
m

Dada uma codlgebra C, a partir deste ponto sempre que nos referirmos a um C-comdédulo a
direita (M, p) a menos que se diga o contrario omitiremos a fun¢io p, que ficard subjacente a
M.

Exemplo 28. Toda codlgebra (C,A,¢€) é um C-comddulo a direita e a esquerda, com p = A.

Exemplo 29. Sejam C uma codlgebra e X um espaco vetorial. Entdo X @ C é um C-comodulo
a direita, com a aplicagido p : X @C = X @ C®C dada por p =1 & A. Verifiquemos que o

seguinte diagrama comuta

A
X@C— X% X®C®C

Ix®A Ixoc®A

Iy QAR
X®CoC X% yocoCcaC.
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De fato, sejam x € X e ¢ € C. Entdo

(Ix@ARI)o(Ix ®A))(x®c) = (Ix®ARI) (xR A(c))
= (x®ARI)(x® () c1®c2))

= Zx@A(cl) ® o
C

= Y x®c, ®c1,®0

Cc,C1

= Zx@cl Xy R 3.
C

Por outro lado,

(Ixec®A) o (Ix ®A))(x®c) = (Ixac®A)(x@A(c))
= (Ixac®M)(x2 () c1®c))

= Y Ixec®A) (x@c1 ®c2)

C

= Zx@ c1 @A(c2)
C

= Y x®c1®c, @c,

c,Cp

= ZX®CI Xy R 3.
=

Logo, o primeiro diagrama é comutativo. Resta mostrarmos a comutatividade do segundo
diagrama

X®C

v
Ix Q@A XQRCRk

XRC®C.
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Temos que

((Ixec®€)o(I®A))(x®c) = (IX®c®8)(x®(Z_C1®cz))
= (xac®e)(}x®@c1®c)

= Y (Ixec®€)(x®c1 ®c))

c

= Zx@ c1®&(er)
c
= ZX®C18(02) ® 1y
=
= x®2c18(02) ® 1y
= x® cc® 1
= y(rx®c).
Exemplo 30. Dado um grupo G, dizemos que uma dlgebra A é G-graduada se existir uma
familia de subespagos de A, {A, : g € G}, indexada por G tais que A = ©gcGAg, AgAp C Agp,

para todos g,h € G, e 14 € A,, sendo e o elemento neutro do grupo G. Dizemos que a dlgebra

é G-graduada como k-espago vetorial se apenas A = @qocGA,.

Sejam G um grupo, H = kG como dlgebra de Hopf e A uma dlgebra. Entdo A é H-comodulo

a direita se, e somente se, A for uma dlgebra G-graduada como k-espaco vetorial.

Demonstracao: (<) Seja A uma dlgebra G-graduada. Da graduagdo de A, temos que para

acA a= Z ag. Entdo definimos
geG

p:A—A®kG dadapor p(a)= Zag@)g.
geG

E fdcil ver que p é uma aplicagdo linear. Além disso, para todo a € A temos que

(p@id)(p(a) =) a,®g®g=(id®A) <Zag®g) (id @ A)(p(a)),

8eG gcG
((idog)p(a)) = (idoe) (Zag@)g):Zag@lH.
geG geG
Portanto, (A,p) é um H-comddulo a direita.
(=) Seja A um H-comddulo a direita e seja a € A. Podemos escrever p(a Z mg® g.

geG
Como (id@A)op = (p®id)op, temos que
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Y ag0g0g=Y ) (a)h®h®g.

¢€G gEGheG

Da expressdo acima, obtemos que (ag), = Og pag € portanto p(ag) = ag ® g, para todo
g € G. Definimos A; ={ay :a € A} para g € G. E fdcil ver que Ag € um subespago de A.
Pelo segundo diagrama da definicdo de comodulo, obtemos que Z ag = aparatodo a € A.
geG
Assim, Z Ag = A. Para vermos que a soma é direta, observamos que a € A, se, e somente se,

geG
p(a) =a®g. De fato, se a € Ag, entdo a = by, para algum b € A, portanto p(a) = p(b,) =

b ®g=a®g. A reciproca é imediata. Logo, a soma dos Ag é direta e A é uma dlgebra

G-graduada como espago vetorial.
|

Lembramos a defini¢do de morfismos entre dois A-mddulos via diagramas e abaixo apre-

sentamos a versao dual, ou seja, morfismos entre dois C-comddulos.

Definicao 23. Sejam A uma dlgebra, (X,7) e (Y, k) dois A-mddulos a esquerda. Uma transformagdo

linear f : X —Y é dita um morfismo de A-modulos se o seguinte diagrama é comutativo:

1
AgX — 1T Agy
Y K
X - Y.

Definicao 24. Sejam C uma codlgebra, (M,p) e (N,9) dois C-comddulos a direita. Uma

transformagado linear g : M — N é dita um morfismo de C-comddulos se o seguinte diagrama

comuta.
M g N
p 0
M&C———>N&C.

Em notacdo de Swedler temos

¢(g(m)) =) g(mo) @my, paratodo me M.

m
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Nesta se¢do estamos considerando C-comoddulos a direita, mas todas as defini¢oes e resul-

tados valem para C-comddulos a esquerda.

Definicao 25. Seja M um C-comddulo a direita. Um subespago vetorial N de M é dito um
C-subcomddulo a direita se p(N) C N®C.

Seja C uma codlgebra. Notemos que I C C € um C-subcomddulo a direita de C se, e somente
se, I é um coideal a direita da codlgebra C. De fato, como (C,A) é a estrutura de C-comédulo
da codlgebra C e sendo I um C-subcomddulo a direita de C, entdo A(I) CI®C. Logo, I é
coideal a direita da codlgebra C. Obviamente, se € um coideal a direita de C, entdo (/,A) é um

C-subcomodulo a direita de C.

Teorema 14 (Teorema fundamental de comédulos). Sejam C uma codlgebra e seja (M,p) um
C-comddulo a direita. Entdo todo elemento de M pertence a um subcomodulo de M de dimensdo

finita.

Demonstragdo: Seja {c;}ic; uma base para C. Para m € M escrevemos
p(m) = Zm,-@c,-.
i

Como o nimero de m’s ndo nulos é finito, o subespaco W de M gerado por esses elementos tem
l

dimensao finita. Agora, para cada c;, A(c;) = Zai kCj R Cp, €
Jk

Y p(mi)®ci =Y mi®ajc;@cy.

Logo, p(my) = Y m; ® a; jkCj €, portanto, W € um subcomoédulo de dimens@o finita. Observe,

ainda, que m® 1 = ((I®¢€)op)(m). Assim,m =Y €(c;)m; € W.

Corolario 5 (Teorema fundamental das Codlgebras). Todo elemento de uma codlgebra C per-

tence a uma subcodlgebra de dimensdo finita.

Demonstragdo: Sabemos que (C,A) é um C-comddulo a direita. Portanto, dado ¢ € C, existe,
pelo teorema anterior, um subcomddulo a direita (isto €, um coideal a direita) de dimensao finita
V de C contendo c¢. Assim, se {v;} parai € {l,...,r} é uma base de V, temos, que para todo
ie{l,...,r}
r
Ai) =) vi®cji,
j=1
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com cj; € C. Aplicando A® I na expressdo acima e usando a coassociatividade da codlgebra,

obtemos

Y w®crj@cji=Y v;i@A(cj).
o 7

Assim, A(cyi) = ch j®cji, 0 que mostra que o subespago gerado por V e pelos cj;’s € uma
J
subcodlgebra de dimensao finita contendo c.

Sejam (M,p) um C-comddulo a direita e N um C-subcomddulo de M. Entdo M/N é o
espaco vetorial quociente e T : M — M /N, a aplicagdo candnica, m(m) = m para todo m € M, é

obviamente linear.

Proposicao 14. Sejam (M, p) um C-comddulo a direita e N um C-subcomddulo. Entdo existe
uma nica estrutura de C-comddulo a direita em M /N tal que w: M — M /N é um morfismo de

comodulos.

Demonstragdo: Temos que (T®1Ic)op(N) C (n®1Ic)(N®C) C n(N)®C =0, pois t(N) =0.
Logo, N C Ker((mr ®Ic) o p). Portanto, existe um tnico morfismo p de k-espacos vetoriais tal

que o diagrama abaixo

M z M/N
|
|
| -
p |
|
T®Ic M
MRC——— (M/N)®C

é comutativo, isto é, p o = (T ® I¢) o p. Entdo, para qualquer m € M, segue que

p(m) = (pom)(m)=((m®Ic)op)(m) = (w@Ic) (Y mo@m)

= Zﬂ'(mo)@)m] :Zm()@ml.
m m

Portanto, p(m) = Zmo ®mj. Afirmamos que (M/N,p) é um C-comddulo a direita.
m
Mostremos que (Iy;/y ®A)op = (p ®Ic) o p. De fato, sejam € M /N. Entdo
(@A) op)(m) = (I @A) (Y 7o @mi)
= Y my@m, @m,
m

= Zm0®m1®m2 e
m
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(p®Ic)op)(m) = (p&I)(Y o@m)

= Y p(mo) @my

m

=Y (m0)o® (mg)1 @my

m

= Zn_1() XKm Qmy.
m
Logo, (I IN® A)op = (p®Ic)op. O fato de que o diagrama acima é comutativo nos diz

que w: M — M /N é um morfismo de comédulos.

O comédulo M /N com a estrutura dada acima é chamado comddulo quociente de M com

respeito ao subcomdédulo N.

Proposicao 15. Sejam M e N dois C-comédulos a direita e f : M — N um morfismo de comodulos.
Entdo Im(f) é um C-subcomddulo de N e Ker(f) é um C-subcomédulo de M.

Demonstracdo: Sejam pyy:M — M Q@ C e py: N — N ®C as respectivas aplicacdes de es-
trutura dos dois C-comddulos. Como f é um morfismo de comddulos, temos que ((f® 7)o
pum)(Kerf) = pn(f(Kerf))=0. Logo, py(Kerf) C Ker(f ®1I) = Kerf ®C, esta tltima igual-

dade decorre do Lema[l] Assim, Kerf é um subcomddulo de M.

Por outro lado, py(Imf) = px(f(M)) = (py o )(M) = ((f 1) 0 pu)(M) € Imf &C ¢

portanto, Imf € um subcomddulo de V.

Teorema 15 (Teorema do isomorfismo para comddulos). Sejam f: M — N um morfismo de
C-comddulos a direita, #: M — M /Ker(f) e i: Imf — N, a projecdo e a inclusdo candnicas,
respectivamente. Entdo existe um tinico isomorfismo de C-comddulos f : M /Ker(f) — Im(f)

tal que o diagrama abaixo comuta
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Demonstracdo: Pelo teorema do isomorfismo de espacos vetoriais, existe uma unica fungdo
k-linear f : M/Ker(f) — Im(f) tal que f(m) = f(m), isto é, (io form)(m) = f(m),Ym € M.
Claramente, f é um isomorfismo de k-espacos vetoriais. Para provarmos o teorema, precisamos

verificar que f € um morfismo de comddulos.

Sejam @ : M /Ker(f) — (M/Ker(f))®Ce ¥ : Im(f) — Im(f) ®C as aplicagdes de estru-
tura dos respectivos comodulos. Mostremos que o diagrama abaixo comuta

M/Ker(f) ! Im(f)
[0} O
(M/Ker(f))®C—2L2%__ im(f)eC.

Temos que

(felc)ow)(m) = (f®1c)(2mo®m1 =) f(mo) ©m

m

= Z ®ml Zf 0 ®my
= B(f(m) = D) = (0 1) ()

aigualdade () segue do fato de que f € um morfismo de comédulos. Logo, (f®@I)o® = Yo f,

ou seja, f é um morfismo de comédulos a direita.

Lema 6. Sejam C uma codlgebra e A uma dlgebra. Se (M, p) é um C-comddulo a direita entdo

M é um C*-modulo a esquerda.

Demonstragdo: Sejam m € M e f € C*. Escreva p(m) = Zmo ®m;. Entdo M se torna um
m
C*-modulo a esquerda via a acao dada por

fom=Y f(mi)mg

Denotemos y: C* @ M — M a a¢do de C* em M, ou seja, y(f®@m) = f-m. Como € é a

unidade de C*, temos que

lc*-m:ZE(ml)mozm V meM.
m
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Sejam f, g € C*, entdo para qualquer m € M temos:
f-(g-m) = ZY(f®g(m1)mo
= Zg my)y(f ®@mp)

= ngl m01 moo

m,m

e por outro lado, temos

(fxg)-m = Z(f*g)(ml) mg
mell g(my,)m

m,m|

mas como M é um C-comédulo a direita, temos que (p @1)op = (I®A) o p. Logo, as dltimas

expressoes do lado direito das duas relagdes acima coincidem. E portanto

(f*xg)-m=f-(g-m)),

ou seja, (M,y) é um C*-mddulo a esquerda.

Exemplo 31. Seja C uma codlgebra. Pelo Lema 6| a estrutura de comddulo de C induz uma

acdo a esquerda de C* em C dada por
f=c=) fler)e (2.3)
c
para f € C* e ¢ € C. Do mesmo modo, existe uma a¢do natural a direita de C* em C, dada por
c—f=Y flcr)ea. (2.4)
c

Exemplo 32. Seja A uma dlgebra. De modo andlogo, podemos definir uma acdo a esquerda de

AemA*. Paratodoac Ae f € A%, a— f é o elemento de A* tal que, para todo b € A,
(a— f)(b) = f(ba). 25)

Do mesmo modo, definimos uma acdo a direita f — a de A em A*, em que

(f = a)(b) = f(ab). (2.6)

Definicao 26. Seja M um H-modulo a esquerda. Os invariantes de H em M é o subespaco de
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M ={meM:h-m=eh)m, VheH)}.

Definicao 27. Seja M um H-comodulo a direita. Os coinvariantes de H em M é o subespago
de M

M —{meM:p(m)=m®ly}.
O proximo Lema, segue da construgdo feita no Lema[6]e encontra-se em [6]].

Lema 7. Seja M um H-comddulo a direita, e considere sua H*-modulo estrutura a esquerda

dada no Lema Bl Entdo M" = Me°H

O

Exemplo 33. Seja H uma dlgebra de Hopf e considere H como um H-mddulo a esquerda via

multiplicacdo a esquerda. Entdo
HY ={tcH:ht =¢(h)t, VYheH}.

Exemplo 34. Seja H uma dlgebra de Hopf e considere H como um H-comodulo a direita com
p = A. Entdo HH = k1.

Demonstracio: (C) Seja h € HH, entdo A(h) = h® 1y e portanto h = €(h)1y € klg. Logo,
HH C k1y.

(D) Seja B €k, entdo p(Bly) = Bp(1y) = BA(lg) = Bly ® 1y, portanto kly C HH,

2.2 Moédulos de Hopf

Como em dlgebras de Hopf as estruturas de dlgebra e de codlgebra estdo na dlgebra de
Hopf conjuntamente, em médulos de Hopf também estardo conjuntas as estruturas de médulo e

como&dulos.

Seja H uma élgebra de Hopf com antipoda S e seja M um H-mddulo a direita e um H-

comodulo a direita com estruturap : M - M Q H.
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Definicao 28. Dizemos que M é um modulo de Hopf a direita se o seguinte diagrama comutar

M@H——M—" ~MoH

PRA “QUH

MoHRHOH —M"M o HoH®H

ou seja, se

p(m-h)= Z(mo'hl)® (m1hy),

h,m

para todom € M e todo h € H.

Sejam V um espaco vetorial e H uma dlgebra de Hopf. Considere V ® H. Entdo, V ® H com
aacdo (v®h) g =v® hg para quaisquer ve Ve h,g € H e acoagdo p(vh) = Zv@hl ®hy
h

para quaisquer v € V e h € H, ¢ um mdédulo de Hopf a direita.

Seja H uma algebra de Hopf e seja M um H-médulo a direita. Temos em M ® H uma
estrutura natural de H ® H-mddulo a direita, onde a a¢do é dada por (m®h) - (a®b) =m-a® hb,
para todo m € M e todos a,b,h € H. Como A : H — H ® H € um morfismo de algebras, temos
induzida uma estrutura de H-mdédulo a direita em M ® H, dada por (m®h)-g = Zm g1 ®hg,

8

para todo m € M e para todos g,h € H. Com essa estrutura, demonstra-se que M é um médulo
de Hopf a direita se, e somente se, p : M — M ® H for um morfismo de H-mdédulos a direita.

Ou seja, o seguinte diagrama € comutativo

M®H

ool M®®HRQH

M P MoH

se, e somente se, p(m-h) = Zmo ~hy @myhy.
m,h

De modo anélogo, pode-se reinterpretar a definicdo de H-mddulo a direita em termos das
estruturas de comddulo de M e de M @ H. Em M ® H temos uma estrutura natural de H ® H-
comodulo a direita induzida pela estrutura de comdédulo a direita de M e a comultiplicagdo de H,

dadapord :m®@h+— Zmo ®hy®@m; @hy, param € M e h € H. O fato de a multiplicacdo em
m,h
H ser um morfismo de codlgebras faz com que M ® H tenha estrutura de H-comddulo a direita.

Com essa estrutura, verifica-se que M ¢ um modulo de Hopf se, e somente se, a estrutura de
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modulo de M, - : M ® H — M, for um morfismo de H-comoddulos a direita. Ou seja, o seguinte

diagrama é comutativo

M&H : M
(IM®@Ig@u)od p
MoHoH —"  MoH

se, e somente se, p(m-h) = Zmo ~hy @mihy.
m,h

Notemos que, com as estruturas de H-modulo a direita e H-comddulo a direita definidas
acima para M ® H, foi provado que p : M — M ® H € um morfismo de médulos se, e somente

se, - : M ® H— M for um morfismo de comodulos.

Definicao 29. Seja H uma dlgebra de Hopf e sejam M e N dois modulos de Hopf a direita.
Dizemos que a aplicacdo linear f : M — N é um morfismo de modulos de Hopf se f for um

morfismo de modulos a direita e um morfismo de comddulos a direita.

Exemplo 35. Sejam H uma dlgebra de Hopf e V um espaco vetorial. Definimos emV @ H uma
estrutura de H-mdédulo a direita por (v h)-g =v®hg, paratodov €V etodos h,g € H, e uma
estrutura de H-comddulo a direita p :VQH —V QHQH por p =IR®A, isto é, p(vR h) =
Zv ®hy ® hy, para todov €V e todo h € H. Com essas estruturas, V @ H é um modulo de
h

Hopf a direita. De fato, para todo v €V e todos h,g € H, temos

p((veh)-g) = p(v@hg)

= Y v (hg)1©(hg):
gh
= Y v®hig ®hg
&h
= Y (v®mh)-g1®hg
&h
= ) Y(v®ho g1®(veh)g.
(voh) 8

Veremos a seguir que todo H-moédulo de Hopf € isomorfo a um médulo do Exemplo
isto €, para todo médulo de Hopf M, existe um espaco V tal que M € isomorfo ao mddulo de

Hopf V ® H com a estrutura dada no exemplo acima.

Teorema 16 (Teorema Fundamental dos médulos de Hopf). Sejam H uma dlgebra de Hopf

e M um H-médulo de Hopf a direita. Entdo a aplicacdo o : M @ H — M definida por
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a(m®@h) =m-h, para m € MY e h € H, é um isomorfismo de médulos de Hopf. onde a
estrutura de M @ H é a dada no Exemplo 35| para o espaco M°H.

Demonstracdo: Seja S a antipoda de H e seja p : M — M ® H a estrutura de H-comddulo a

direita de M. Defina P : M — M como sendo a composta

M2 MoH Y MoH S M,

isto €,
= Zmo . S(ml),
m

para todo m € M. Usando a definicdo de m6dulo de Hopf e o fato que a antipoda é um antiho-

momorfismo de codlgebras (Proposi¢do|l 1|item c), obtemos, para todo m € M,

p(P(m)) = Y p(mo-S(m))

m

= ZmO-S(m3)®mlS(m2)

= Y mo-S(my) @ e(mi)1y
m

= ZmO'S(m1)®1H

= P(m)@lH.

Logo, P(M) C M e, assim, podemos definir uma aplicacdo linear B : M — M°" @ H
por B = (P®id)op, isto é,

:Zmo-S(ml)@)mz,

m

para todo m € M. Mostremos que f3 é a inversa de a. Para m € M, temos

a(Bn)) = aLmo-Sm)em)
= Z(mo S(my)) -ma
_ Zmo () )
_ Zmo (m1) 1)

= ZS m1 m()-lH

= m-lH:m.
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Como H é médulo de Hopf, temos param € M°H e h € H,

p(m-h)=Y m-hy @h.
h

Portanto, se m € M°H e h € H,

Bla(m@h)) = B(m-h)
= (P®id) (Zm-m@hz)
h
= Y .(m-hy)-S(hy)®h3
h

= Y m-(hiS(hy))@h3
h

= Zm (S(hl)ly) ® h3
h

= mQh.

Assim, f € a inversa de o. Além disso, @ é morfismo de mddulos, pois a((m®h)-g) =
a(m@hg) =m-(hg) = (m-h)-g = (a(m®h))-g, paratodo m € M e todos h,g € H. Resta

apenas verificar que o € morfismo de comodulos. Para isso, basta observar que
pla(mah) = pm-h)
= Zm i @hy
h
= Y (a®id)(m@h @hy)
h

= ((a®id)o(id®A))(m®h),

para todo m € M e todo h € H.

2.3 Integrais

Em uma élgebra de Hopf H um elemento t € H com a propriedade de que At = €(h)t para
todo h € H é um elemento de certa relevancia, tal elemento serd chamado elemento integral na

algebra de Hopf.

Neste capitulo veremos um teorema de Maschke para dlgebras de Hopf que relaciona a

existéncia de elementos integrais de counidade ndo nula com a semi-simplicidade da dlgebra.
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2.3.1 Integrais sobre uma Bialgebra

Nosso estudo de integrais inicia pelo espaco dual H* de uma bidlgebra H. Lembramos que
a estrutura de codlgebra em H induz uma estrutura de dlgebra em H* cujo produto € o produto

de convolucao.

Defini¢ao 30. Dizemos que T € H* é uma integral a esquerda de H se h* xT = h*(1y)T para

todo h* € H*. Integrais a direita sdao definidos simetricamente.

O conjunto dos integrais a esquerda de H sera denotado por le , enquanto |, rH representara

os integrais a direita de H.

Observacao 17. Claramente le € um subespaco vetorial de H*. Mais ainda, le é um ideal
na dlgebra H*. Que ele é um ideal a direita é claro, uma vez que se g* € H*, e T € le , entdo

para qualquer h* € H* temos
W« (Txg*)= (W *T)xg"=(h"(1g)T)xg" =h"(1g)T x g*

* *
eentdoTxg* € le . Para mostrarmos que le é também um ideal a esquerda, com as mesmas

notagoes temos
W x(g"+«T)=(h"*g")«T=h"«g")1g)T=h"(1g)g"(1g)T =hx(1g)g"«T
o que prova que g* xT € le*

Exemplo 36. Seja G um grupo e seja H = kG a dlgebra do grupo G. Entdo o elemento p, € H,
definido por p.(g) = 8¢, para todo g € G, é um integral a esquerda de H. De fato, para todo
h* € H* e todo g € G, temos

h*(e), seg=e

h* % e =h" e =
("% pe)(g) = h"(g)pe(g) {0, segte

portanto, h* x p, = h*(e) pe.

2.3.2 Integrais em algebras de Hopf

A patir daqui H sempre denotard uma algebra de Hopf de dimensao finita. Anteriormente
definimos o que seria uma integral de uma bidlgebra, partimos agora para uma defini¢cao de

integral em uma algebra de Hopf.



65

Defini¢ao 31. Uma integral a esquerda (a direita) em H é um elementot € H tal que ht = €(h)t
(th = g(h)t), para todo h € H. Denotamos f,{, como o espago das integrais a esquerda e [y,

como o espago das integrais a direita.

Exemplo 37. Seja H = KG dlgebra de Hopf. Entdo t = Z g gera o espaco das integrais a
geG
esquerda e a direita de H.

Exemplo 38. Seja H = (KG)* dlgebra de Hopf. Entdo t = p, gera o espaco das integrais a

esquerda e a direita de H.

O seguinte resultado serd util na demonstracao do nosso préximo resultado e encontra-se

demonstrado em ([6], pg 18).

Lema 8 (Larson - Sweedler). Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entdo

i) Se {hi,...,h;} é uma base de H* e f € H*, entdo existem f,...,f, € H tal que para
todoge H" g« f =Y g(fi)h!;

ii) H* é um H-modulo de Hopf a direita com acdo ~— e coacdo p em que ~—: H*QH — H* é
tal que ~— (h*®@h)=h* ~—h=S(h) —~h*ep :H* — H*®H é dada por p(f) :Zh;-k@fi,
i

sendo h} e f; sdo como no item i).

Teorema 18. As seguintes afirmacées sdo vdlidas:

1) |, 1{1 e [; s@o unidimensionais.

2) A antipoda S de H ¢ bijetiva, e S <f15> = [y
Demonstracdo:

i) Pelo Lema [§| H* ¢ um H-médulo de Hopf a direita e pelo Teorema Fundamental de
moédulos de Hopf (Teorema , H* = H*°" @ H e isto implica que dim(H*°") = 1
pois dim(H*) = dim(H).

Mas, pelo LemaH*COH =H*" = {feH* g«f=¢ey(g)f, Vg€ H*}. Assim, dlm(fjfl*) =
1. Trocando H** = H por H* provamos que dim( f[l{) = 1, consequentemente dim( [;;) =
1.



66
ii) Sejam 0+ f € [1;. e h € ker(S). Entdo
a(f®@h)=f~—h=58h)— f=f(S(h)=0=a(0),

em que o € o isomorfismo dado pelo Teorema Fundamental de médulos de Hopf. Logo,

f®h=0e portanto h = 0.

Logo, S é injetiva e como dim(H) < oo temos que S é bijetiva.

Observacio 19. Notemos, que na demonstragdo do item i) acima, mostramos que H*° = |, 111*

Definicao 32. Uma dlgebra A é dita semissimples se ela é um A-modulo a direita semissimples,

ou seja, se A = @Ni, em que J é um conjunto de indices e para todo i € J N; é um A-médulo a
ieJ
direita simples.

Proposicao 16 ([7]). Uma dlgebra A é semissimples se, e somente se, para qualquer A-médulo

a esquerda M e qualquer submédulo N C M existe um submddulo N' tal que M = N ®N'.

O

Teorema 20 (Teorema de Maschke). Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entdo
H é uma dlgebra semissimples < €(t) # 0 para algum t € fI{I

Demonstragdo: (=)

Sabemos que Ker(€) é um ideal de codimensao 1 em H. Como ker(€) é um submdédulo a
esquerda de H e H é semissimples, ker(€) é um somando direto em H. Entdo existe / C H um

ideal a esquerda tal que H = ker(g) ®1.

Seja 1y = z+h com z € ker(g) e h € I. E claro que h # 0 pois 1y # ker(g). Como ker(¢)

tem codimenséo 1, segue que dim(I) = 1.

Seja [ € H, entdo [h € I e portanto [h = 0+ [h. Por outro lado | = (I — &(I)1y) +€(l)1n

que implica em

(l—e(D)lg)h+e(l)h=1h emque (l—¢€(l)lg)h€ker(e)ee(l)hel.

Logo, (I —€(l)1z)h =0, pois Ih = 0+ [h e a representacdo € tnica. Portanto, [h = €(I)h
para qualquer / € H, ou seja, h € f1£1 e como I Nker(g) =0e h # 0, segue que £(h) # 0.
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(<)

Assuma agora que £(t) # 0 para algum ¢ € |, ;1 Suponha sem perda de generalidade que
t

Eol

Precisamos mostrar que para qualquer H-moédulo M e para qualquer H-submoédulo N de M,

€(t) = 1 (caso contrario tome [ =

N é somando direto de M.

Seja m : M — N uma projecdo qualquer tal que 7(n) =n Vn € N (N é somando direto de

M como espago vetorial).

Defina P: M — N por P(m) = Ztl -mt(S(ty) -m) VYm e M. Sejan € N, entdo
t

P(n) =Y t1-7(S(t2)-n) =Y t1-(S(r2) -n) = <2¢15(z2)> n=ge(t)ly-n=n.

Mostremos que P é um morfismo de H-mddulos a esquerda. Sejam m € M e h € H, entdo:

h-P(m) = Y h-(t1-7(S(r2)-m))
= Y (mn)-w(S(r2)e(h2) - m)

t,h

= Y (mn)-7(S(12)S(h2)h3 - m)

_ g(mtl) - (S(hata) b3 - m)
- g(hlz)l-n(S((hlt)z)hz-m)
— gg(hl)(tl -(S(t2) 2 - m))
— gtl-n(S(tz)h-m)

= Ztln(S(tz)(hm))
= P(h-m).

Portanto, existe um morfismo de H-médulos P : M — N tal que P(n) =n Vn € N. Logo
M = N @ ker(P) e o resultado procede.
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3  Produto Smash e Extensoes de
Hopf-Galois

Neste capitulo estudaremos acdes de uma algebra de Hopf H em uma algebra A com o
objetivo de estender resultados conhecidos de a¢des de grupos finitos para agdes de algebras de

Hopf.

A maioria dos resultados aqui presentes dependem do conceito de produto smash, que €

uma generalizacao do skew anel de grupo no contexto de algebras de Hopf.

3.1 Acoes e coacoes de algebras de Hopf e Produto Smash

Iniciamos esta se¢do definindo o conceito de acdo de uma &dlgebra de Hopf H em uma

algebra A.

Definicao 33. Dizemos que A é uma H-modulo dlgebra a esquerda ou que H age em A a

esquerda se, para todo h € H e a,b € A, valem

1) A é um H-médulo a esquerda, via h®a — h-a;

2) h-(ab) =Y (hi-a)(ha-b);

h
3) h-14=g(h)1g.

O conceito de acdo de uma dlgebra de Hopf H sobre uma dlgebra A surge no sentido de

generalizar agoes de grupos sobre dlgebras por automorfismos.

Exemplo 39. Dizemos que um grupo G age em uma dlgebra A por automorfismos se existir
um homomorfismo de grupos G — Aut(A), onde Aut(A) denota o grupo de automorfismos da
dlgebra A. Seja, agora, H = kG a dlgebra de grupo do grupo G sobre k com a estrutura usual
de dlgebra de Hopf dada no Exemplo Entdo uma dlgebra A é uma H-mddulo dlgebra se,

e somente se, G agir em A por automorfismos. De fato, suponha que ¢ : G — Aut(A) seja um
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homomorfismo de grupos. Defina uma estrutura de H-médulo em A tal que g-a = ¢(g)(a), para
todo g € G e todo a € A. Como todo g de G é tal que A(g) = g® g e ¢(g) é um homomorfismo
de dlgebras, segue que A é, de fato, uma H-mddulo dlgebra. Reciprocamente, suponha que A
seja uma H-mddulo dlgebra e defina ¢ : G — Aut(A) por ¢(g)(a) = g-a, para todos g € G e
todos a € A. E claro que ¢(gl) = ¢(g)¢ (1), para todos g,1 € G, pois A é um médulo sobre H.
Como A(g) = g ® g, segue que, para todos a,b € A, temos ¢(g)(ab) =g-(ab) = (g-a)(g-b) =
(0(g)(a))(d(g)(b)). Além disso, p(g)(14) = g- 14 = €(g)14 = 14. Portanto ¢ define uma agdo

de G em A por automorfismos.

Seja H uma 4dlgebra de Hopf que age em uma algebra A. Sejam ainda h € H e a € A.
Dizemos que h age trivialmente em a se h-a = €(h)a. E facil ver que o conjunto A¥ formado
pelos elementos de A nos quais todos elementos de H agem trivialmente forma uma subalgebra

de A, chamada subdlgebra dos invariantes de A sob a agcao de H, isto &,

Al —lacA:h-a=e(h)a, YheH}.

De fato, sejam a,b € AH e h € H, entéo

h-(ab) = Y (hi-a)(hy-b)

h

= Y e(h)ag(hy)b

h

= ZE(/’Z])S(/’lz)ab

h
= S(Zhlep(hz))ab
h

= ¢&(h)ab,
logo ab € AH.

Exemplo 40. Toda dlgebra de Hopf H age sobre si mesma via a ac¢do adjunta a esquerda,
definida por
h-g =Y mhgS(hy), 3.1)
h

para todos g,h € H. Além disso, se Z(H) denota o centro de H, isto é, Z(H) = {z € H :

th=hz, Yh € H}, entdo, é claro que Z(H) C H". E, reciprocamente, se g € H, entdo,

para todo h € H, hg = Zhls(hz)g = ZhlgS(hz)h3 = Z(hl -g)hy = Zs(hl)ghz = gh. Logo,
h h h h

H" =7(H).

Exemplo 41. Seja A uma dlgebra. Uma derivagcdo em A é uma transformagdo linear D : A — A

tal que D(ab) = aD(b) + D(a)b. E conhecido que o conjunto de todas as derivacées de uma
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dlgebra A, denotado por Der(A), com comutador definido por [D,D'] = DoD' — D' oD, é uma
dlgebra de Lie.

Dizemos que uma dlgebra de Lie g age por derivacoes em uma dlgebra A se exister um

homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — Der(A).

Considere H = U (g) com estrutura de dlgebra de Hopf dada no Exemplo Entdo A é um

H-mdodulo dlgebra se, e somente se, g agir em A por derivacoes.

Demonstracao: (=) Suponha que A seja um H-mddulo dlgebra e defina  : g — End(A) por
o(x)(a) = x-a, para todos x € g e todos a € A. Como A(x) =x® 1+ 1®x para todo x € g,
segue que o(x) € Der(A), para todo x € g. Assim, o define uma agdo de g em A por derivagaes,

uma vez que A é um H-modulo.

(«<)Suponha que o : g — Der(A) C (End(A))~ é um homomorfismo de dlgebras de Lie,
entdo existe @ : H — End(A) homomorfismo de dlgebras e, portanto, A tem uma estrutura de
H-mddulo dada por h-a = &(h)(a), para todos h € H e todo a € A. Agora, como g gera H
como dlgebra, basta, verificar as condigdes (ii) e (iii) na defini¢do de a¢do para os elementos
de g. Seja, entdo, x € g e lembremos que A(x) =x® 1 +1®x. Temos que x - (ab) = a(x)(ab) =
o(x)(a)b+aa(x)(b) = (x-a)b+a(x-b) = Z(xl -a)(xy - b), pois a(x) é uma derivacdo em A.
Finalmente, x- 14 = a(x)(14) = 0= ¢€(x)14, ;ois toda derivagdo se anula no elemento unidade

de uma dlgebra.
|

Associado ao par (A, H) construimos uma dlgebra que generaliza a construcéo do skew anel

de grupo, da seguinte maneira:

Definicao 34. Seja A uma H-mddulo dlgebra a esquerda. Entdo a dlgebra produto smash A#H

é definida como

1) A#H = A® H como k-espago vetorial. Escrevemos a#h para denotar o elemento a @ h

2) e multiplica¢do dada por

(ath)(b#g) =Y a(hy - b)#hyg (3.2)
h

para quaisquer a,b € Ae g he H

Observacao 21. Com o produto definido acima, A#H d uma dlgebra de fato. A relacdo de

compatibilidade com o produto escalar e a linearidade é claramente satisfeita. Mostremos que
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o produto é associativo, sejam a,b,c € A e g,h,l € H, entdo

((ath) (b#])) (chg) = (Z(a(hl'b))#hzl> (c#g)

h
= Z a(hy -b)((hil) - c)#(hl)2g
hy(hl)
= Za /’1211 )#h3k2g
= Za hi-b)(hy - (11 - c)#h3kag

= Za hl ll - C ))#/’lzkzg

= (a#th) (Zb I - c#lzg>

= (ath)((b#l)(c#g)),

e portanto o produto é associativo. Além do mais, utilizando as mesmas notagées, mostremos

que 14#1y é a unidade desta dlgebra,

(a#h)(lA#lH) = a h1~1A)#h21H

; (
Y a(e(h)14)#h;
h

= at#h,

e, como A(1g) = 1y ® 1y, temos

(lA#lH)(a#h) = 1A(1H-a)#1Hh
= ath.

Exemplo 42. Seja H uma dlgebra de Hopf e A uma dlgebra qualquer. Entdo sempre é possivel
definir uma agdo trivial de H em A da seguinte maneira, h-a = €(h)a, para todos h € H e a € A.

E claro que, neste caso, A#H é isomorfo, como dlgebra, ao produto tensorial AR H.

Exemplo 43. Se H age sobre si mesma pela agdo adjunta, entdo H#H é isomorfa, como

dlgebra, a dlgebra H ® H. De fato, defina
¢ :H#H - H®H dadapor ¢ (h#g) = sumghg) ® g2,

é fdcil ver que ¢ € linear, pois ¢ = (L Q1) o (I®A). Vamos verificar que ¢ é homomorfismo de
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dlgebras, de fato, pois

O((hitg)(t#m)) = ¢(Y h(g1-1)#gam)

= 0() hg1lS(g2)#g3m)
8

- Z hg11S(g2)g3m1 ® gamy

g7m

= ) hgilm; ® gomy

8,m

=Y (hg1 ®g2)(Im @ my)

&m

= O(hHg)o(l#m),

e d(1g#ly) = lyly® 1y = 1y ® ly. Podemos mostrar também que a aplicacdo ¥ : H @ H —

H#H dada por ¥(h® g) = ZhS(gl) ® g2 € a inversa de ¢, de fato,
g

(Woo)(httg) = W() hg1®g)
8

= ) hgiS(g2)#g3
8
= h#g,

(po¥)(hog) = ¢(§,h5(g1)#gz)
= Y hS(g1)g2®¢s
= hg® 8
provando, assim, o isomorfismo.

Exemplo 44. Nas condicoes do Exemplo observe que, neste caso, A" coincide com a

subdlgebra dos invariantes da acdo de G em A por automorfismos, ou seja,

A=A ={acA:¢(g)(a)=a, VgeG}.

O Produto smash A#H nada mais é do que o Skew anel de grupo A x G, uma vez que o

produto em A#H satisfaz (a#g)(b#l) = a@(g)(b)#gl, para todos a,b € A e g,l € G.

Exemplo 45. Neste exemplo, veremos que graduagdes por grupos finitos podem ser realizadas
como agoes de dlgebras de Hopf. Seja G um grupo finito, seja H = (kG)* a dlgebra de dual da
dlgebra de Hopf kG (como no Exemplo e seja A uma dlgebra. Entdo A é uma H-modulo
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dlgebra se, e somente se, A for G-graduada. De fato, se A é G-graduada, digamos A = ©gecGAg,

todo elemento a € A se escreve de maneira vinica na forma a = Z ag, com ag € Ag, para todo
geG
g €G. Seja {p,: g € G} abase dual de G, isto é, a base de H tal que pg(h) = 84y, para todos

g,h € G. Entdo A é um H-mddulo a esquerda via p, -a = a,, para todos g € G e a € A. Além
disso, como €(pg) = Oge, para todo g € G e 14 € A, segue pg- 14 = Oge14 = €(pg)14. Portanto
a condigdo (iii) na definicdo de H-modulo dlgebra estd satisfeita. Finalmente, a condi¢cdo
(ii) também estd satisfeita, uma vez que dados a,b € A e g € G, temos pg - (ab) = (ab)s =

Y ag1bn =Y, (Pg1.0)(Pn D).

heG heG

Reciprocamente, suponha que A seja uma H-mddulo dlgebra e, para cada g € G, seja
Ag ={pg-a:acA}. Entdo A, é um subespago de A e, como {p, : g € G} é um conjunto de
idempotentes ortogonais cuja soma € 1, segue A = @gccAg. Alémdisso, se a,b € A, entdo, para
quaisquer g,h € G, temos (pg-a)(pn-b) = pan((pg-a)(pn- b)), como é ficil de verificar, uma
vez que A é uma H-mddulo dlgebra. Logo AgAj, C Agy,. Finalmente, 14 = €(pe)la=pe-14 €A,.
Assim, A é G-graduada.

Neste caso, como ¢é fdcil ver, AH = A,.
Exemplo 46. Jd sabemos que H age em H* via:
—~H®QH"— H",
em que (h — f)(l) := f(lh). Vejamos que H* é um H-mddulo dlgebra. De fato, sejam h € H e
g,f € H*, entdo, para todo | € H, temos:
(h—(f*g)() = (fg)(lh)
= Y f(lim)g(lhy)
Lh
= Y (= f)l)(h = g)(l2)
Lh

= Y — ) x(ha = g)(0),

[

(h— 1)(1) = e(ih) = e(1)e(h) = e(h) 1z (1),

o que implica em (h — € = €(h)1g.). Assim, H* possui estrutura de H-mddulo dlgebra e
podemos definir H*#H.

para todos f,g € H" e a,b € H.

O préximo resultado nos permite enxergar A#H como uma dlgebra contendo A e H e que
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de certa forma codifica suas estruturas.

Proposicao 17. Seja H uma dlgebra de Hopf e seja A uma H-mddulo dlgebra. Entdo as fungoes

A — A#H H — A#H

a— a#tly h—— 15#h

sdo homomorfismos injetores de dlgebras.

Demonstracd@o: Que as funcdes sdo k-lineares e injetoras € imediato. Mostremos que sdo
homomorfismo de dlgebras. Sejam a,b € A, entdo:

(a#lH)(b#lH) = a(lH-b)#lH
= ab#lH,

e para todos h, g € H, temos:

(1a#h)(1attg) = Y 1a(hi-1a)#hog
7

=Y (e(h1)1a)#hag
h

= Z IA#E(hl)hzg
h

=1 A#hg .
Portanto o resultado procede.
|

Em vista da proposi¢do acima, passaremos, quando for conveniente, a olhar A e H como
subdlgebras de A#H via a identificacdo de A e H com suas imagens nos homomorfismos in-
jetores dados na proposi¢ao. Dessa maneira, A#H tem uma estrutura natural de A-mo6dulo a
esquerda e a direita induzidas pela multiplicacdo de A#H. Mais detalhadamente, A#H é um

A-médulo a esquerda via

Ax (A#H) —s A#H
(a,b#th) — (a#ly)(b#1y) = ab#h,
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e € um A-modulo a direita via

(A#H) x A —s A#H

(b#h,a) — (b#1y)(a#ly) =Y b(h - a)#h;.
h

A nocdo dual de acdo de uma dlgebra de Hopf em uma élgebra € chamada coacdo. Mais

exatamente, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 35. Seja A uma dlgebra, A é dito um H-comodulo dlgebra a direita se:

i) A é um H-comddulo a direita via, digamos, p : A —-AQH;
ii) p(ab) =Y., paobo ® a1by, para todos a,b € A;

iii) p(lA) =14®1g.
Dizemos, também, que p é uma coagdo a direita de H em A.

Notemos que o item ii) da defini¢do acima nos exepressa que p(ab) = p(a)p (D).

Exemplo 47. Sejam G um grupo, A uma dlgebra G-graduada e H = kG. Entdo A é um H-
comédulo dlgebra a direita e A°! = A,, em que e é o elemento neutro de G.

Demonstracao: Do Exemplo 30, temos que A é um H-comédulo a direita. Sejam a = Z ag e
geG

b= Z b, em A. Entdo
heG

pla)p(b) = () ag@g)( ) by@h) =Y () asbp)@v=p(} () asby)) = p(ab),

geG heG veG gh=v veG gh=v
g,heG g,heG

ep(ly) =14®e, pois e € A,.

Portanto, A é um H-comédulo dlgebra a direita. Claramente AcoH — A,.
[ |

Reciprocamente, se A é um H-comddulo dlgebra, entdo jd sabemos do Exemplo [30] que
A é G-graduada como k-espago vetorial e que para cada ay € Ag, p(ag) = ag, ® g. Assim,
p(agan) = p(ag)p(an) = agay @ gh, isto é, agay, € Agy, e portanto AgAy, C Ay, para quaisquer

g,h € G, e também temos que 14 € A,. Logo A é uma dlgebra G-graduada.

Neste contexto podemos falar na subalgebra de coinvariantes de A, definida como:
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Definicao 36. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A um H-comodulo dlgebra via coagdo p : A —
A®H. A subdlgebra de coinvariantes de A sob a coagdo de H é definida por

A —facA:p(a)=a®1g}.

A seguinte proposicao que serd apenas enunciada e cuja demonstracado se encontra em ([[1],
pgs. 244 e 245) nos diz que no caso de uma dlgebra de Hopf H de dimensao finita, temos uma

conexao natural entre acdes e coagoes.

Proposicao 18. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita e seja A uma dlgebra. Entdo A
€ um H-comddulo dlgebra a direita se, e somente se, A for um H*-modulo dlgebra a esquerda.

.
Neste caso, A" = Ac°H

O

Observacao 22. A acdo a esquerda de H* ¢ dada a partir da coacdo a direita da seguinte
maneira f-h = Zhof(hl).
h

3.2 Conexoes entre a algebra dos invariantes e o produto smash
via um contexto de Morita

Est4 claro a partir das secdes anteriores que existe uma relagiio intrinseca entre A#H e A

Aqui n6s formalizamos esta relagcdo via um Contexto de Morita.

A ideia bésica € encontrar uma relacao entre os dois anéis via os seus modulos. Primeira-
mente, relembramos o que significa dois anéis R e S estarem conectados via um Contexto de

Morita.

Sejam H uma &lgebra de Hopf e A um H-modulo algebra. Considerando A#H, com a

finalidade de simplificarmos nossa notagdo, escrevemos para quaisquer a € A e h,g € H, a#h =
ah, (1p#h)(a#1y) = ha e (14#h)(a#tg) = hag.

3.2.1 Funcao Traco

Vamos generalizar a no¢do de funcdo trago existente na teoria de agdes de grupo em um

contexto de acOes de dlgebras de Hopf. Seja G um grupo finito que age sobre uma dlgebra A,
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definimos a fung¢do traco como:

tr: A — ACG

a — Y g-a.
geG

Lema 9. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, A um H-mddulo dlgebra e 0 #1t €
f Ifl Entdo a aplicagéo:
A > A
a +— tla):=t-a

é um morfismo de A -bimédulos com valores em AH.

Demonstracdo: E 6bvio que 7 é k-linear. Portanto, temos de mostrar que para todos a € A e

x € A 1(xa) = x(t(a)) e 1(ax) =1(a)x. Sejam a € A e x € A", Entio

txa) = t-(xa)

Para finalizar, seja h € H. Entao

h-t(a

N—
I
=
—
~
Q
~—

Portanto, ¢ -a € A” e o resultado procede.

Definicdo 37. Sendo H e A como no lema acima. Uma aplicagdot : A — A como no Lema |§I

é chamada uma fungdo traco de H em A.
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A relacdo com a definicdo de traco para acdo de grupo reside no fato de que em kG o

elemento ¢ = Z g € um elemento integral a esquerda.
geG

Sejam H uma algebra de Hopf de dimensao finita e A um H-mddulo dlgebra. Com a finali-
dade de simplificarmos nossa notacao, para o proximo lema, escrevemos para quaisquer a € A

e h,g € H, at#th = ah e (14#h)(a#g) = hag.
Lema 10. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita e A um H-modulo dlgebra. Sejam

hEH,aGAetefé,, entdo hat = (h-a)t.

Demonstracdo: De fato, pois
hat = (1s#h)(a#t)
= Y 1a(h - a)#hot
h
= Z(hy(l)#S(hz)t

h
= (h-a)#t = (h-a)t.

Lema 11. Sejam H e A como acima, t € H uma integral tal que t : A — A" sobrejetora. Entdo

existe um elemento idempotente ndo nulo e € A#H tal que e(A#H e = A e =2 AH como dlgebras.

Demonstracdo: Como 1, € A e 1 é sobrejetora, existe ¢ € A tal que 7(c) = 14, ou seja,
t-¢ = 14. Portanto, definimos e := rc = (14#¢)(c#1py). Claramente e é idempotente, pois pelo
Lematemos que e* = (tc)(tc) = (t-¢)(tc) = (14)tc = tc = e. Vejamos que vale a igualdade
e(A#H)e = Afe. Sejam a € A e h € H, entio, usando o Lema

e(at#th)e = tc(a#h)tc

uma vez que, como 7 € [1y, €(h)(t - (ca)) € A",

Por outro lado, para todo a € A” et € [}, temos que 7(ca) =t - (ca) = (t - ¢)a = a, e entdo,

ae = atc = (t-c)atc = tcatc € e(A#H)e. Portanto, e(A#H )e = Afle.
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Resta mostrarmos que A”e = A como dlgebras. Defina ¢ : A7 — Afe, tal que ¢(a) = ae,
para qualquer a € A”. Claramente ¢ é um isomorfismo de k-espacos vetoriais, e ¢ é morfismo

de algebras pois

(ae)(be) = (atc)(btc)
= a(tebt)c
= a(r-(ch))tc
= Y a(n-c)(t-b)ic
= al(t-c)btc

= abtc = abe.

Observacao 23. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Notemos que para qualquer
0#¢1e€ | IS e para qualquer h € H temos th € |, [g E como | IS é unidimensional, segue que
th= a(h)t para algum a(h) € k. Note que para quaisquer g,h € H temos t(hg) = o(hg)t, mas
também temos que t(hg) = (th)g = a(h)tg = a(h)o(g)t. Assim o : H — k é um homomorfismo
de dlgebras. Por outro lado A(a)(h®g)=o(h®g)=oa(h)a(g)=(u(axa))(h®g), portanto

Alo) = a® o em H*. Isto nos motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 38. Seja 0 # 1 € fé Um elemento o« € H* é chamado um elemento group like
distinto se o.(h)t =th para todo h € H.

Sendo o € H* um elemento group like distinto e h € H, escrevemos h* = Zoc (ha)hy € H.
h

Lema 12. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensado finita. Sejam A um H-mddulo dlgebra e
0#t€ | I{I Entdo para todo a € A, h € H, as seguintes identidades sdo verificadas em A#H.

i) ah =Y hoy (S~ (b)) -a).
h
ii) tah =t(S~Y(h*) -a), em que o é um elemento group like distinto.

iii) (t) = AtA é um ideal de A#H.

Demonstracao:
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1) De fato,

th(S—l(hl)-a) = Z<1A#h2)(5_1(h1)'a#111)
7
- ZlA(hZ'(S_l(h1)~a))#h3
7
= Y (haS™'(h) - atths
7

= Y atte(hi)hy
h

= a#th = ah.

ii) Pela Observagao t € | [l{ determina um elemento group like distinto ¢ tal que th =

o(h)t, assim, usando também o item i), temos
tah LY thy(5(hy)-a)
7

= Za(hz)z(s*(hl) -a)

iii) E facil ver que u((r) @ A#H +A#H ® (1)) = (t) uma vez que ii) foi provada. Assim, (¢) é
ideal de A#H.

3.2.2 Um Contexto de Morita relacionando A#H e A7

Sejam H uma dlgebra de Hopf e A um H-médulo dlgebra. E claro que A é um A”-médulo
a esquerda (2 direita) com a a¢do sendo simplesmente a multiplicagc@o a esquerda (a direita) em
A.

Lema 13. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S bijetora. Seja A um H-mddulo dlgebra,

entdo A é um A#H modulo a esquerda e a direita via:

i) aht>b=a(h-b)

ii) b<tah = S~'(h) - (ba), para quaisquer a,b €A e h € H.
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Demonstracdo: E 6bvio que i) determina uma acdo a esquerda, uma vez que A é um H-modulo
algebra. Para provarmos ii) mostraremos apenas a associatividade, pois o resto das propriedades
sdo Gbvias. Sejam a,b,c € A e h,g € H, vamos mostrar que b < (ahcg) = (b <ah) <icg. Como
ahcg = Za(hl -¢)hyg, temos que

h

h

b<i(ahcg) =S~ (hag) - (ba(h1-c)) = S~ (g)- <Zsl(h2) - (ba(hy ‘C))) -

Agora, como pela Observagio (13} A(S~!(hy)) = ZS_I (h3) @S~ (hy), temos que:
h

b<i(ahcg) = S'(g)-Y.(S7(h3)- (ba))(S™"(h2)- (hy-c))
h

Sejam H uma algebra de Hopf de dimensao finita e A um H-mddulo dlgebra. Pelo Lema
A € um A#H-modulo a direita e a esquerda. Certamente, como ja foi comentado, A também
é um A" -médulo a direita e 4 esquerda via multiplicagio a direita e a esquerda. Podemos entio
considerar os dois bimédulos ,#Aa#x € asrAan. Para enxergarmos que eles sdo bimodulos basta
utilizarmos os fatos de que se a € A¥, b € A e h € H entdo h- (ab) = a(h-b) e h- (ba) = (h-b)a

e portanto para quaisquer ¢ € A7, a,b € A e h € H temos

((ah)<b)e = a(h-b)c
= Y a(hi-b)e(hy)c

h

= Y a(hi-b)(ha-c)
h
= a(h-(bc))

= ah<(bc),

o outro caso € andlogo.

Definicao 39. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda S. Dizemos que H
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tem um elemento integral S-fixo se existe t € |, 1{1 tal que S(t) =t.

Sendo H de dimensio finita, e ¢ € |, 1£1 como na definicdo acima, temos imediatamente que
l r [ r
Ju =[5> uma vez que S([) = [5.

Apresentaremos nosso contexto de Morita baseados nas ideias apresentadas em [8] que
envolvem a defini¢do dada acima, embora em [6] € apresentado um contexto de Morita entre os

mesmos modulos envolvendo o conceito da Defini¢ao

Antes de prosseguirmos, lembremos o que é um contexto de Morita.

Definicao 40. Um contexto de Morita entre dois anéis R e S é uma séxtupla (R,S,M,N,[, ],(, )),
em que M é um (R,S)-bimédulo, N é um (S,R)-bimddulo e |, |,(, ) sdo duas aplicagées lin-
eares

[,]:N@rM —=Se(,):M®sN —R

tais que

1) [, ] € um homomorfismo de S-bimédulos
2) (, ) é um homomorfismo de R-bimédulos

3) Paratodo m,m' € M e n,n’ € N, temos m'[n,m] = (m',n)m e [n,m|n’ = n(m,n’).

H «

Observacio 24. E ficil ver que A “centraliza” H em A#H. No sentido de que para quaisquer

ac A, h € H temos que

ha=Y (h-a)hy =Y e(hi)ahy = a)) &(hi)hy = ah.
h h h

Para exibirmos o nosso contexto de Morita, escolhemos R = Af, § = A#H, e usamos
M=N=A. Aéum A”-médulo a esquerda (a direita) com a acfio sendo simplesmente a
multiplicacdo a esquerda (a direita) em A. E A € um A#H-mddulo a esquerda via as agdes
apresentadas no Lema

Teorema 25. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda S e com um
elemento integral S-fixa t € f,ﬁ, Considere A como um A" -médulo a esquerda (direita) via
multiplicacdo a esquerda (direita), como um A#H-modulo a esquerda e a direita com as agoes

dadas no Lema @ Entdo M = ,n Aasr e N =a4m Ayn, unidos com as aplicagoes
[,]:A®uuA — A#H dada por [a,b] = atbh

(,):A®usn A — A" dada por (a,b) = f(ab) =t - (ab)



83

nos fornece um contexto de Morita para A" e A#H.

Demonstragdo: Vamos mostrar que [,] ¢ um homomorfismo de A#H-bimédulos. Pela Observagao

para quaisquer b,c € A e a € A" temos que
[b,ac] = btac= bZtl (ac)tp
1
= ;b(tl -a)(ty - o)tz
= ;e(tl)a(tz -o)t3
= Zba(tl )ty
= b[atc = [ba,c],

e portanto [,] estd bem definida. Agora, sejam ch € A#H e a,b € A. Entdo

chla,b] = ch(atb)
= c(h-a)tb (Lema [10)
= (ch>a)th
= [ch>>a,b).

Agora, notemos que para quaisquer m € A e h € H, temos que tmh = t(S~'(h) -m). De fato,
pois pelo Lemamh =Y (S~ (hy)-m), e entdo,
h

tmh=Y" thy(S™ (h1)-m) = Y 1e(ha) (S~ (hy)-m) =1 (Sl (Ze(hz>h.) m) =1(S7(h)m).
h h

h

Em que a segunda igualdade advém do fato de ¢ ser integral S-fixa e portanto € integral a
esquerda e a direita. Assim, [a,b]ch = atbch = at(S~'(h) - (bc)) = at(b<ich) = |a,b < ch].
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Agora, sejam a,b € A e ch € A#H. Entao,

(a<ich,b) = t-((S™'(h)-( Y=t Z Ye(hy)b
= 1) (S” ) (S~ (hz)hl'b)
h

t- ZS Yhy) - (ac(hy - b ZIS (ac(hy - b))
; (ac(h - b))z (e(h2)) - (ac(hy - b))

h
t- <ac (Ze(hz)h1> -b) =t-(ac(h-b))
>b

h
= (a,chr>b).

Isto mostra que (,) estd bem definida. Além do mais, (,) é um homomorfismo de Af-

bimddulos uma vez que mostramos no Lema@ que 7 é um homomorfismo de A" -bimédulos.

Resta mostrarmos a condicao iii) da definicdo de contexto de morita. Para isso, sejam

a,b,c € A entdo

<lb,e] = a<(btc)=(a<bt)<c
= (S7Y)-(ab))c = (t- (ab))c uma vez que S~ (1) =1
= (a,b)c
la,b]>c = (ath)>c¢
= (ar) > (bc)
= a(t-(bc))
= a(b,c).

Portanto, o resultado procede.
[ |

Maiores informacodes a cerca de contexto de Morita podem ser encontradas em [7]] e informagdes
adicionais sobre um contexto de Morita entre A#H e A", como ja foi citado, podem ser encon-

tradas em [6]].
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3.3 Extensoes de Hopf-Galois

Nesta secdo, primeiramente damos alguns exemplos de extensdes de Hopf-Galois e depois
estudamos extensdes de Hopf-Galois no caso da dlgebra de Hopf ter dimensao finita e entdo

apresentamos algumas caracteriza¢do dessas extensoes.

Neste capitulo, H sempre denotard uma algebra de Hopf.

Definicao 41. Sejam A e B k-dlgebras, com B C A, e H uma dlgebra de Hopf. Dizemos que

B C A é uma H-extensdo a direita se A é um H-comddulo dlgebra com A = B.

Definicao 42. Dizemos que uma H-extensdo B C A é H-fendida se existe um morfismo de H-

comodulos a direita Yy : H — A que é invertivel por convolugdo.

A defini¢do de extensdao de Hopf-Galois € dada em termos da coagdo, da seguinte maneira.

Definicao 43. Seja A um H-comddulo dlgebra a direita com aplicag¢do estrutural p :A — AR H.

Dizemos que a H-extensdo A C A é H-Galois a direita se a transformagcdo
can: A®yeon A — ARy H dada pora®@b — (a® 1y)p (D)
é bijetiva.

Observacao 26. Parece haver uma assimetria na definicdo de can, por que ndo definimos
can’(a®b) = p(a)(14 @ b)? Na verdade, se a antipoda, S, é bijetiva, entdo can é sobrejetiva,

injetiva ou bijetiva respectivamente se, e somente se, can' é sobrejetiva, injetiva ou bijetiva.

Isto pode ser visto da seguinte forma: seja ¢ € End(A®iH) dada por ¢(a®h) =p(a)(l4®
S(h)). Entdo ¢ é invertivel com inversa dada por ¢ ' (a®@h) = (1, @S~ (h))p(a). De fato,

pois
(909 Na®h) = ¢((1a®S ' (h)p(a))
= ¢(Y a®S (ha))
— Z;(ao)(1A®S(S_1(h)al))
- ia()@alS(S_](h)aZ)
_ Z::a0®a15(az)h

= Zaoé‘(aﬂ@h

= a®h.
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(¢~ o9)axh) = ¢ ' (p(a)(1a®S(h)))
= (])_1 (Zao@dls(h))

= Y(1a@S Y (a1S(h)))p(ao)

a

= Zao ®hS_l(a2)a1
a

= Zao ®he(ap)

= a®h.

Assim, vemos que ¢ o can = can'. E portanto, can é sobrejetiva, injetiva ou bijetiva respec-

tivamente se, e somente se, can’' é sobrejetiva, injetiva ou bijetiva.

Nos agora daremos alguns exemplos para ilustrarmos esta definicao.

Exemplo 48. Primeiramente, como deveria ser, a definicdo cldssica de extensdo de Galois para

corpos deve ser englobada por esta generalizacdo.

Relembramos alguns fatos da Teoria de Corpos. Seja L um corpo e seja f(x) € L|x| um
polinémio ménico e irredutivel, seja L C N a extensdo que contém todas as raizes de f(x).
Dizemos que f(x) é separdvel sobre L se f(x) ndo possui raizes miiltiplas em N. Sejam F C
E (E/F) uma extensdo algébrica e x € E, dizemos que x é separdvel sobre F se o polindomio
minimal Irr(x,F) é separdvel sobre F. Dizemos que a extensdo algébrica E /F é uma extensdo
separdvel se todo elemento de E é separdvel sobre F. No mesmo contexto, dizemos que E/F
é uma extensdo normal se para todo o € E, o polinémio minimal Irr(a,F) tem todas as suas
raizes em E. Por fim, dizemos que E /F é uma extensdo galoisiana (extensdo de Galois) se E | F
é uma extensdo normal e separdvel. O grau de uma extensdo algébrica E/F, denotado por

[E : F|, é a dimensdo do espago vetorial E sobre F.

E conhecido que E |F é galoisiana com grupo de Galois G = Gal(E /F) = Autr (E) se, e
somente se, [E : F| = |G| (veja [9] pg. 236).

Outro resultado importante e conhecido é o Lema de Dedekind que diz que se E é um

corpo e Oy,...,0, € Aut(E) sdo distintos entdo eles sdo linearmente independentes (veja [[9]
pg. 292).

Seja G um grupo finito agindo por automorfismos em um corpo E Dk, e seja F = E¢ = {e€
E:g-e=e Vg€ G}. Pelo Exemplo sabemos que E é um kG-modulo dlgebra e portanto

um (kG)*-comddulo dlgebra. Pelo Lema @ concluimos que F = EX0 = EcolkG)", Suponha que
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E/F é galoisiana. Sejam n = |G|, G = {x1,...,x,} e {by,...,b,} uma base de E/F. Seja
{p1,...,pn} C (kG)* a base dual para {x,...,x,} C kG.

Sabemos que E é um (kG)*-comddulo dlgebra a direita via coagdo

p:E—E®(kG)" dadapor p(a)= Z(xi-a)®pi.
=1

~

n
Logo, can : E ®p E — E ® (kG)* € dada por can(a ® b) = Za(xi -b) ® pi. Seja w =
i=1

Za i®bj € Ker(can), entdo, pela independéncia linear dos pls, temos que
J

Zaj(xj-bj) ZO, Vi,
7

o Lema de Dedekind nos fornece que a matriz n x n C = [x; - bj| € invertivel ([9] pg. 292).
Assim, aj =0 Vj, e portanto w = 0. Concluimos que can é injetiva. Mas can é F-linear e
ambos, E Qp E e E ® (kG)* sdo F-espacos vetoriais de dimensdo n?, portanto can é bijetiva.

Logo, F C E é (kG)*-Galois a direita.

Reciprocamente, temos que dimp(E @ E) = [E : F)* e dimp(E ® (kG)) = [E : F]|G|. Se

can é um isomorfismo segue que [E : F|] = |G|, e entdo E /F é uma extensdo galoisiana.

Exemplo 49. Jd vimos que H é um H-comddulo a direita com p = A. Seja B = kly. Entdo a

H-extensdo B C H é H-Galois a direita.

De fato, pelo Exemplo 34| temos que H®®" = B. Da estrutura de comédulo dada por p,
temos que can: H QpH — H @ H é dada por can(h® g) = thl ®ky. Definimos y: HQH —
k

H®H por y(h@m) = ZhS(ml) ® my, entdo
m

(yocan)(h@m) = y(;hm@mz)
= Y hmiS(my) ©@my
= ihs(ml)@@mz
— :@;S(ml)mz

= h®m,
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(canoy)(h@m) = can <;h5(m1)®m2>
=Y 1S(my)my @m3
= ihg(ml)@@m
_ :®;e(m1)m2

= h®m.
Portanto, can é bijetora e entdo B C H é uma extensdo H-Galois a direita.

No nosso proximo exemplo, consideramos extensoes kG-Galois.

Exemplo 50. Sejam G um grupo e A uma dlgebra G-graduada. Dizemos que A é fortemente

graduada se AgA, = Agp, para quaisquer g, h € G.

Sendo A uma dlgebra G-graduada sdo equivalentes

i) A é fortemente graduada.
ii) AgAg-1 = A, paratodo g € G.

-1 —1
iii) Para cada g € G, existem af €Age bf € Ag-1 tais que Za‘fbf =1y
1

Demonstracio: i) = ii) é 6bvio. Como 14 € A,, entdo ii) = iii) ¢ claro. E suficiente mostrar-
mos que iii) = i). Sejam g,h € G. Sabemos que AgA, € Agy, entdo é suficiente mostrarmos
a inclusdo contrdria. Seja a € Agy. Assumindo iii), existem a‘l-g €Ag e b‘l-g € A, tais que
-1
Zalgbf = 14. Entdo
i
-1
_ _ 8 (18
a=lpa= Zai (b7 a),
i
—1
mas af €Age b‘f ac Ag—lAgh C Ay. Portanto a € AgA,.
|

Seja A um kG-comodulo dlgebra. Entdo A, C A é kG-Galois a direita se, e somente se, A é

fortemente graduada.
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Demonstracio: (=) Assuma que A, C A é kG-Galois a direita. Entdo para cada g € G
existem a;,b; € A tais que can(Zai ®b;) = 14 ®g. Pelo Exemplo A é uma dlgebra G-

l
graduada, entdo podemos escrever a; = Z ai eb; = Z b} tais que a! € A, e b} € A,. Assim,

ueG veG
temos que

1A®g:can(2ai®bi): Z Za“bv
i

uyveG i

Mas isto implica que Z Za“ b)) = 14 € A.. Mas também temos que Za”b € Ayg, como
ueG i
u percorre G, entdo ug também percorre. Uma vez que a soma dos A’ s é dlreta concluimos

que Za“bg 0 para todo u # g~'. Portanto Zag bg 14, donde segue que A é fortemente

graduada.

-1
(<) Agora, suponha que A é fortemente graduada. Entdo para cada g € G, existem a‘f €

A1 e bg € Ag tais que displaystyley ; a; as bg 14. Vamos mostrar que can é bijetora. Defina

Y:AQrkG — A®ap,A por Y(a®g) Zaa ®b§. Temos que

(canoy)(a®g) = can Zaa ®bg

Finalmente, precisamos mostrar que para quaisquer a,b € A temos (yYocan)(a®b) =a®b.

Como A = Z Ay, entdo é suficiente mostrarmos isto para b € Ag para cada g € G. Temos
geG

(yocan)(a®b) = 7y(ab®g)
= Zabaf_l@)bf

-1
= Zabaf’ ®b‘ig
i
—1 —1
= Za@baf b} , pois bat € A,

= a®b.

Como queriamos demonstrar.



90
3.3.1 Extensoes de Galois para algebras de Hopf de dimensao finita

Assumimos agora que H é uma élgebra de Hopf de dimensao finita e A é um H-mddulo

algebra (e pela Proposicdo|18[um H*-comddulo algebra).

O seguinte lema nos serd util na demonstra¢do do préximo resultado.

Lema 14. Seja 0 #1t € ffll Entdo 6 : H* — H dado por 0(f) = Zf(tl)tz é um isomorfismo de
t
H*-mdodulos a direita.

Demonstracd@o: Lembramos que H* ¢ um H*-mddulo a direita via multiplica¢do a direita e

que H é um H*-modulo a direita via acdo h — f = Zf(hl)hz para quaisquer f € H* e h € H.
h

E 6bvio que 0 € k-linear. Vamos mostrar que 8 € um morfismo de H*-mddulos a direita,

para isso, temos que mostrar que 6(f xg) = 6(f) < g. Por um lado temos que

6(fxg) = Y.(f+g)(n)n

Por outro lado,
0(f) —g = u((g®id)(A(6(f))))

K f(t1>t2 ®l‘3)
= Y s(f(r)n)s. (1)

N——

Da igualdade entre (1) e (1I), obtemos que 0(f*g) = 0(f) — g.

Resta mostrarmos que 6 € injetiva e sobrejetiva.

- 6 é injetiva.

Pelo Lema (8 H é um H*-médulo de Hopf e portanto pelo Teorema 16| H®H™ @ H* =~ H
via a(h® f) = h — f. Mas pela ObservagéonH* = f;, Notemos que H* — f1£1 ®RH* e
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0(f) = a(t® f). Sendo o um isomorfismo e a inclusdo injetora, segue que 6 € injetiva.
Como H tem dimensao finita, segue que 6 é uma bijecdo. Portanto o resultado procede.
|

Teorema 27. Seja can : A@,u A — A® H* a transformagdo de Galois como na Defini¢do

sobrejetiva. Entdo

i) Existe uma base dual de A como A _médulo a direita;

ii) can é injetiva e portanto sobrejetiva.
Demonstragdo:

i) Pelo Lema[l4]temos que 6 : H* — H é um isomorfismo de H*-mddulos a direita. Esco-
lhemos T € H* tal que 6(T) = 1g.

Suponha que can € sobrejetora. Entdo existem a;,b; € A tais que

n n
14T = can (Zai@)bi) :Zaizbio®bi1- 3.3)
i=1 b;

i=1

Para cada i € {1,...,n} seja, para todo a € A, ¢;(a) =1 - (bja) € A¥, pois t € [};. Entio,

1=
s
=
S
s

iaima) - )

~.
—_

I
™ Ir-
= -1

ai(tl -b,')(l‘z -a)

~.

A
(:) Z aizbiobil(tl)(t2'a)
t i=1 b;
= Y T(n)(2-a)  (porB3)
t
= 0(T)-a=a, Va € A.
E assim, ay,...,a, € @1,...,¢, sdo bases duais de A sobre Af

A igualdade em (A) € vilida, pois A é um H*-comdédulo a direita e portanto é H-mdédulo
aesquerda viah-b = Zbobl (h).
b

i1) Este item ndo serd demonstrado aqui, sua demonstracao encontra-se em ([6], pg. 132).
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Antes de apresentarmos o ultimo resultado do trabalho, vamos mostrar o seguinte lema que

serd util no Teorema em que caracterizamos extensdes de Hopf-Galois.

Lema 15. Sejam A um H-mddulo dlgebra a esquerda, M um A#H-mddulo a esquerda. Entdo
A ®@un MH é um A#H-médulo & esquerda via agdo (a#h) > (b®@m) = a(h-b) @ m, para todos
abcA hc Hemec M, emque M = {mc M : (1,#h)-m=€e(h)m, VheH}.

Demonstracdo: A k-linearidade da acdo é obvia. Sejam a,b,c € A, h,g € H e m € M" Por um

lado temos que

(a#th) > ((b#g) > (c@m)) = (a#th)> (b(g-c) @m)
= Za(hl -b)(hyg-c) @m. (1)
h

Por outro lado,

(ath) (b)) - (com) = (Za(hl'b)#hzg)>(6®m)
h
= Za(hl-b)(hzg-c)®m. (II)
h

A igualdade entre (I) e (II) nos garante que ((a#h)(b#g)) - (c@m) = (a#th) > ((b#g) > (c®
m)). E ainda,

(IA#IH)D(C(X)m) = 1A(1H~C)®m
= lsc®@m

= c®m.

Portanto o resultado procede.

Observacao 28. Considere A um H-modulo dlgebra a esquerda e seja M = A#H um A#H-
médulo & esquerda via multiplicacdo a esquerda. Entdo M™ = (1,#t)(A#1y) = tA para 0 #
te | 151 Este resultado encontra-se demonstrado em ([6|], pg. 134) e serd iitil na demonstracdo

do nosso ultimo resultado.
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Agora, apresentaremos o principal resultado do nosso trabalho, onde caracterizamos ex-

tensoes de Hopf-Galois.

Teorema 29. Seja A uma H-modulo dlgebra a esquerda. Entdo sdo equivalentes:

i) A" C A é H*-Galois a direita;

ii) Se0+#t € [} entdo a aplicacio |,]: A®4u A — A#H dada por [a,b] = atb = (a#1y) (14#1) (b#1)

€ sobrejetora;

iii) Para qualquer A#H-médulo & esquerda M, considere A @4u MY como A#H-médulo a
esquerda com a¢do dada pelo Lema Entéo a aplica¢do ¢ : A®,4u MY — M dada por
a®@mq — (a#ly) >mgy é um isomorfismo de A#H-mddulos a esquerda. Aqui (>>) denota

a agdo de A#H em M e (-) denota a agdo de H em A.

Demonstragdo: i) < ii)

Seja0 #£1 € fé Vimos, pelo Lemaque 0 : H* — H dada por 6(f) = Zf(n)tz é um
t
isomorfismo de H*-mddulos a direita.

F[,]=(id®6)ocan,em que can: AQ,u A — AQH*.

De fato, sejam a,b € A. Entao

((id®0)ocan)(a®b) = Zabo ® (Zb1 (t1)t2)
b 7

= Zzabobl (l‘l) (39 )
b t

= Za(tl b)) Rt ( mesmo argumento utilizado em (A))
t

= (a#ht)(b#ly) = atb
= |a,b].

Portanto, uma vez que 0 é uma bijecdo, segue que |,]| é sobrejetora < can é sobrejetora.
Logo i) = ii). Também segue que ii) = i), uma vez que dim(H) < oo e, portanto, pelo Teorema
item ii), o resultado procede.

iii) = ii)
Assumindo iii), escolhemos M = A#H, pela Observaco 28, M7 =tA, para0 #1 € f,{l As-
sim, iii) implica que ¢ : A ®4u tA — A#H, dada por a ®tb — atb é um isomorfismo. E também

temos que A Q@ ntA = A®yn A viaa®th — a®b. Combinando estes dois isomorfismos, obte-

mos if).
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ii) = iii)
Assumindo que [,] é sobrejetora, temos que, para 0 # 7 € |, Ifl, (t) = AtA = A#H. Portanto
n

existem {b;},{c;} C Atais que 14#1y =) bjtc;. Sejad; =tc;,comot € fli,, temos que d;>M C

i=1
M*™ | para qualquer A#H-médulo 2 esquerda M. Entdo podemos definir y : M — A®,u M dada

por m Zb,- ® (d;>m). Afirmamos que ¢ dada no item iii) e ) sdo inversas uma da outra.

l
De fato, seja m € M, entao

(pox)(m) = ¢<Zbi®(d,~>m)>

= Zbl’D (dibm)

= (;b,d,) >m

= ]/n7

n
uma vez que la#ly = Z bid;. E, para quaisquer a € A e my € M, temos
i=1

(x09)a®my) = x((a#lm)>mp)
— Zbi®(d,->((a#1H)>mo)
— ib,-@(dia)Dmo
= ibi@)(lcia)Dmo
— ibi®((tl'cia)#t2)>m0

it

= Y bi®((t1-cia) > (121> mp))

it

= Zbi ® (1 - cia) > (€(t2)my) pois mg € M
it

= Y bi®(t-cia)>mg
i

= Zbi(t - cia) ® my pois 7 - cja € A
i

= Z(bitci) -a®my

l
= a®@my,

em que a pendltima igualdade segue do fato de que A#H age em A via (a#h)-b=a(h-D), e

portanto



Z(bitc,-)-a = Z(bi#t)(c,#ly)-a

= Y (bi#1)-((ci#ln)-a)

= Z(bi#t)-(cia)
= Zb,—(t-(c,a))

Sejam a,b € A, h € H e my e M entdo

(b#h)p(a®@mgy) = b(1a#h)(a#ly >mg)

= < (h] a)#h2> > mg

= b< (hy-a)#1y) > e(hy)m ) pois mg € M"
= (b(h a#lH Dmo
= 0 ((b#h)-(a®@my)).

Consequentemente, o resultado procede.

95
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