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Resumo

Este Trabalho é um estudo sobre o plano quantico e sua geometria. Iniciamos o
texto dando uma visao geral do que é uma algebra de Hopf e através de uma série de
exemplos, para em seguida introduzir os conceitos de a¢ao, coagao e estruturas quasi-
triangulares. Mais adiante construimos a algebra de Hopf U, (sl(2)) e estudamos como
ela age no plano quantico, primeiro usando uma realizacao matricial para os geradores
de U,(sl(2)) e depois usando operadores diferenciais. Posteriormente estuda-se o
calculo diferencial e o complexo de Wess-Zumino, para ¢ sendo raiz n-ésima da unidade
e finalmente exemplificamos para o caso ¢® = 1.
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Abstract

This work is a study on the quantum plane and its geometry. We begin the text
giving a general view of what is a Hopf algebra and many examples, in order to
introduce the concepts of action, coaction and quasitriangular estructures. After we
construct the Hopf algebra U,(sl(2)) and we study how it acts on the quantum plane,
first using a matricial realization for generators of U, (sl(2)) and after using differential
operators. Later the differential calculus and the Wess-Zumino complex is studied,
for ¢ being an n-th root of unity and finally we do as an example the case ¢® = 1.



Sumario

Introducao

1

Preliminares Algébricas

1.1 Algebras, Coédlgebras, Bidlgebras e Algebras de Hopf . . . .. ...
1.2 Acoes e Coagoes de Algebras de Hopf . . . . . . ... .. ... ...
1.3 Estruturas Quasi-Triangulares . . . . . . . . .. ... ... .. ...

O Plano Quantico e Suas Simetrias

2.1 O Plano Quantico . . . . . . . . . . ...
2.2 Geometria e Acao de Grupo . . . . . . ...
2.3 Mddulos sobre a Algebra Universal Envolvente U,(sl(2)) . . . . . .
2.4 A Agao de U,(sl(2)) sobre o Plano Quantico como Operadores Pseudo-

Diferenciais . . . . . . . ... Lo

Calculo Diferencial Nao Comutativo

3.1 Introducao . . . . . . . ..
32 A Algebra Diferencial Universal . . . . . .. ... ... ... ....
3.3 O Complexo de Wess-Zumino . . . . ... ... .. ... ......
3.4 Cohomologia . . . . . . . . ...

A Geometria do Plano Quantico para ¢° = 1

4.1 O Espaco M da Matrizes 3 x 3 como o Plano Quantico Reduzido . . . .
4.2 O Grupo Quantico Feoseudual H . .. ... ... ... .....
4.3 AsAgoesde H . . . . . . .
4.4 O Complexo de Wess-Zumino e Cohomologia . . . . . . . . ... ..

Conclusao
Moédulos e Produto Tensorial

Demonstragoes

B.1 Resultados de Estruturas Quasi-Triangulares . . . . . . . . . . . ..

C Moédulos sobre a Algebra Universal Envolvente U(sl(2))

A Construcao FRT (Faddeev - Reshetikhin - Takhtajan)

vi

33
33
35
36

92

59
29
60
67
70

75
75
76
83
89

91



E Calculo no Plano Quantico
E.1 Binomiode Newton . . . . . . . . . . . ... .. ... .. ... ...,
E.2 Operadores Diferenciais

Referéncias Bibliograficas

vil



Introducao

O objetivo deste trabalho, como diz o titulo, é apresentar a geometria nao comu-
tativa do plano quantico. Quem primeiro escreveu sobre geometria nao comutativa
foi Alain Connes [3], [4]. Como se sabe, para se ter uma geometria precisamos de um
espago e uma acao de grupos [10]. Quando dualizamos este conceito de agao, obte-
mos uma coagao de algebra de Hopf [15] sobre uma dlgebra de coordenadas. Se estas
algebras forem nao comutativas, obtemos entao uma geometria nao comutativa. As
algebras de Hopf, muitas vezes sao chamadas de grupos quanticos o que nao é verdade.
Um grupo quantico é uma algebra de Hopf, com uma estrutura quasi-triangular [15],
e aparece em uma série de idéias fisicas [19)].

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira:

e No capitulo primeiro fizemos uma revisao auto-contida sobre a teoria das algebras
de Hopf, e em seguida revisamos também a parte de agoes e coagoes entre
algebras de Hopf e damos uma série de exemplos. Finalmente sao discutidas as
estruturas quasi-triangulares.

e No capitulo segundo discutimos o plano quantico. Primeiramente definimos e o
relacionamos com a extensao de Ore, em seguida discutimos de forma sucinta o
que vem a ser uma geometria e quando dualizamos a ac¢ao e generalizamos para
algebras nao comutativas obtemos uma geometria nao comutativa. Posterior-
mente definimos a dlgebra de Hopf U,(sl(2)) e como ela age no plano quantico
ky[z,y] de duas maneiras, através de uma realizagdo matricial e por operadores
diferenciais, concluindo entao que elas coincidem quando aplicadas nos geradores
de ky[z,y]. Discutimos também as representacoes de U,(sl(2)) de maneira geral.

e No capitulo terceiro comecamos definindo o complexo de De Rham, ou algebra
de formas diferenciais. No momento seguinte define-se as n-formas e também
um operador diferencial d que junto com a algebra Q(A), com o produto ® 4 nos
faz ter em maos o que chamamos de algebra diferencial universal. Definimos
entao o complexo de Wess-Zumino e a cohomologia do plano quantico para ¢
genérico, e concluimos que topologicamente o plano quantico se comporta como
um plano.

e No capitulo quarto consideramos a algebra das matrizes 3 x 3 como o plano
quantico reduzido no qual o grupo quantico H de dimensao finita age, onde H é
o quociente de U,(sl(2)) pelo ideal gerado por ¢* = 1, X3 e K*—1. Introduzimos
também o calculo diferencial nesta algebra na qual é o quociente do complexo
de Wess-Zumino pelo ideal ¢ = 1. Finalmente estudamos a cohomologia do



plano quantico para ¢> = 1 e notamos que topologicamente o plano quantico
tem as caracteristicas do toro.

No apéndice A, realizamos uma breve revisao sobre médulos e produto tensorial.

No apéndice B, demonstramos alguns resultados relativos a estruturas quasi-
triangulares.

No apéndice C, fazemos uma exposi¢ao sobre a dlgebra de Hopf U(sl(2)), onde
estudamos a suas realizagoes e as agoes sobre o plano afim k[z, y].

No apéndice D fazemos a constru¢ao FRT (Faddeev - Reshetikhin - Takhtajan),
isto é dado um espaco vetorial V' de dimensao finitaec: V®V — V@V um
isomorfismo, entao existe uma bidlgebra A(c) e uma coagao d, : V. — A(c) @V
tal que V' é A(C)-comddulo a esquerda, ¢ é um isomorfismo de comddulo e A(c)
possui um carater universal.

No apéndice E, estudamos o céalculo no plano quantico, onde apresentamos uma
versao deformada do binomio de Newton e a derivada de uma funcao qualquer.



Capitulo 1

Preliminares Algébricas

Trataremos neste capitulo as nogoes bésicas relativas a algebras, co-algebras, bial-
gebras, dlgebras de Hopf, modulos e co-moédulos de algebras de Hopf e finalmente
estruturas quasi-triangulares. Algumas demonstragoes neste capitulo serao omitidas
por sua simplicidade, enquanto outras indicaremos alguma referéncia, ja os resultados
que julgarmos importantes serao demonstrados com detalhes. Estes topicos servirao
como base para os préximos capitulos.

1.1 Algebras, Coalgebras, Bialgebras e Algebras
de Hopf

Nesta segao daremos inicio ao enfoque principal desta dissertacao, que sao as
Algebras de Hopf, que é um dos pré-requisitos necessdrios para estudarmos o célculo
diferencial no plano quantico. Sempre denotaremos um corpo por k e vamos considerar
k = C, a menos que se estabeleca o contrario.

Definicao 1.1 Uma Algebm ¢ uma tripla (A, u,n), onde A é um espago vetorial e
pw:A®A — Aen: k — A sao aplicagoes lineares satisfazendo os sequintes
diagramas

Associatividade:
ApA—t .4
p®Id 1
FEP LYl




Unidade:

n® Id Ild®n

kFoA AR A A®k

~
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I

A
Em simbolos associatividade significa que
po(p®@Id)=po(ld® p)
O fato de n ser a unidade significa que
po(n®Id)=po(ld®u) =1d
A maneira como p opera nos elementos é dado da seguinte forma:
pla®@b)=a-b

Com esta notagao, podemos escrever a relacao de associatividade em termos de suas
componentes, e desta forma chegamos a conclusao que

(@-b)-c=a-(b-¢c), Va,bceA
Vale lembrar que n funciona da seguinte maneira:
nA)=X-1, Ve A

Assim a comutatividade do diagrama de unidade é o mesmo que dizer que existe 1 € A
tal que
a-1=1-a=a, Ya e A

Definicao 1.2 Sejam A, B dlgebras. Dizemos que f : A — B é um morfismo de
algebra se

(i) f é linear
(ii) f(a-b) = f(a)- f(b)
(ii1) f(1a) =15
Agora vamos descrever o que vem a ser uma algebra livre. Seja X um conjunto e
considere o espaco vetorial K{X} com base no conjunto de todas as palavras ;,...w;,
no alfabeto X, inclusive a palavra vazia (). Uma palavra serd chamada de mondmio.

Defina o grau do monémio como sendo o numero p de letras usadas. A justaposicao
de palavras define uma multiplicacdo em K{X} dada por

(ZL’il...Z‘Z‘p) . (l’ip+1...IZ'n) = acz-l...xipx,;pﬂ...xin

Esta férmula equipa K{X} com uma estrutura de dlgebra, chamada de Algebra Livre.
Se X = {xy,...,x,}, nés denotaremos K{X} por K{xy,...,z,}

Note que a unidade ¢é a palavra vazia, isto é, 1 = (). De fato, seja z;,...z;, uma palavra
genérica de K{X}, fazendo a justaposigdo com a palavra vazia temos

(w5,wi,))1 = @4, .5,



Definicao 1.3 Uma dlgebra A é dita ser graduada se existem subespagos (A;)ien tal
que

(1) A=Djen A
(’LZ) AZAJ CAH_]' \V/Z,jEN
Os elementos de A; sao ditos ser homogéneos de grau i.

Teorema 1.1 Toda dlgebra livre é graduada.

Demonstracao: Tome A; como sendo o subespaco das palavras de medidas ¢ do con-
junto X. Por exemplo

A; - Conjunto de palavras de medida 1.

As - Conjunto de palavras de medida 2.

E assim por diante.

Agora suponha que ¢ # j, digamos ¢ > j, desta forma temos que

A;NA; = {0}, pois uma palavra de medida 7, ndao pode ser de medida j e vice versa, a
unica possibilidade de isto acontecer é com o zero, pois podemos justapor o 0 ¢ vezes
ou j vezes e sempre teremos 0. E fato que A; - A; C Ay, justaposicao de palavras.
Agora A = K{X} é definido como sendo o subespago linearmente gerado por todos
os monomios de grau ¢, para ¢ € N.

A seguir estudaremos a propriedade universal da dlgebra livre k{X}.
Seja X = {x1,z9,23,...}

Teorema 1.2 (Propriedade Universal da Algebra Livre) Dadas A uma dlgebra
qualquer e f : X — A uma fungado, existe um unico homomorfismo f : k{X} — A
tal que flx = f

Demonstracio: Seja p = 2129...2, € k{X}. Defina f : k{X} — A linear tal que

f(p) = f(z1) f(z2)...f ()
b= Z)\ipi
q= Zﬂj%

Seja p e ¢ tal que

onde p; = ;1. %, € ¢ = Tjye Ty,



Entdo,

flpg) = f(ZAiujpiqj)ZZAiujf(piqj)z
- Z%;iujf(xﬂ...xiki;;...xjkj)
= Z]:Aiujf(xn)---f(fcz-k,-)f(%)f(fﬂjkj) =
= i/\iﬂjf@i)f(%):
= (i&f(pi))(z:ujf(qj)) =

= f(ZAipi)f(Zﬂj%):
= f(n)flq)
[ |

Coroldrio 1.1 Seja R um conjunto de relagoes formada por elementos de X, se a im-
agem dos elementos x; € X também satisfazer a R, entdo existe unica f : k{X}/I —
A, onde I é um ideal bilateral gerado pelas relacoes de R, morfismo de dlgebra tal que

flx =1

Demonstragio: Sabemos pelo teorema (1.2) que existe tinica f : k{X} — A morfis-
mo de algebra tal que f|x = f. Se {f(x;)} obedecem as relagoes de R, entao f|; = 0.
De fato, seja r € R, isto é:

T = E ail_“inxil...xm = 0
%

Agora

f(z Ay in Tit e Tip) = Z iy in [ (i) f(Tin) = 0

por hipdtese.

Defina f : k{X} — A tal que f([a]) = f(a).

f estd bem definida. De fato, sejam z,y representantes de [z]. Entdo x —y € I,

logo f(z —y) = 0. Assim f(x) = f(y) = f([z]).
Finalmente,

F(allel) = f(lab)) = f(ab) =



Proposicao 1.1 Dois morfismos de dlgebra S e T sao iguais se sao iguais nos ger-
adores.

Demonstracao:
S(Z Qiy iy Tile-Tip) = Z Wiy S (@) S (Tin) =
= Z iy i T (w31) .. T (24,) =
= T(Z iy i Ti1 -+ Ti)

Logo,
S=T
|

Exemplo 1.1 Defina u°® = o o u, onde o € o flip, isto é, o(x @ y) = y @ x. Temos
entao que (u°?,n, A) é uma dlgebra.

Demonstragcao: u°? atua da seguinte maneira:
pPry)=y-a
Assim verifica-se facilmente que

pP(p? @ 1d) = p(ld © pu)

pPnelId) = p*r(Iden) =1d

Observacao 1.1 Se p = u°, entao dizemos que a dlgebra A é comutativa.

Exemplo 1.2 Tome A o conjunto de fungoes sobre um conjunto (f : X — k).
Defina
p: AA — A

f®g +—— [f-g
onde (f - g)(z) = f(z)-g(x), x€X

A fungao constante 1(x) = 1 € a unidade desta dlgebra. Assim (p,n, A) é uma
algebra.

Demonstracao: De fato,
p(ld@ p)(f @ g® h)(z) = f(z) - (9(z) - h(z)) = (f(z) - g(2)) - h(z)) =
= pp @ 1d)(f ® g ® h)(x),

onde utilizamos a associatividade no corpo k.



Do mesmo modo temos que

p(1 e f)(x) =1z) - fz) =1-f(z) = f(z)
|

Existem muitas maneiras de construir dlgebras, uma delas é através da Algebra
Tensorial.
Seja V' um espago vetorial e defina:

°V)=k T V)=V, T*V)=VaV,., T"(V)=VeV®.QV
Considere T(V) =@ T™(V), n>0

Este produto tensorial induz uma estrutura de dlgebra em 7'(V') definida por:
(1 ® ... @ Tp)(Tps1 @ . @ Tpan) = T1 R . QT @ Tyl @ oo @ Ty

onde 1 € k é a unidade. Chamamos T'(V') de algebra tensorial.

Vale dizer que a algebra tensorial T'(V') possui carater universal, isto é, para toda
f V. — A linear, onde A é uma algebra associativa, existe um unico morfismo de
dlgebra f : T(V) — A tal que f = f o4, onde i é a inclusdo candnica.

Podemos agora construir outras algebras como quociente desta dlgebra tensorial
por algum ideal bilateral.

Exemplo 1.3 Algebra Comutativa Seja V um espaco vetorial e defina

onde | =<rx®@y—y®@x >

S(V) € uma algebra comutativa.
Demonstracao: De fato, o quociente indica que r ® y = y ® x, segue disto que,
T1XR..OL, XK. Ly ... QT =2, R ... Ty, ... T, V... R T

onde as trocas sao feitas entre vizinhas, sucessivas vezes.
A Aalgebra S(V) também é chamada de dlgebra simétrica e tem dimensao infinita.
Dimensao no sentido de espago vetorial, onde a dim(V) =n

Exemplo 1.4 Algebra Anti-Comutativa Seja V um espaco vetorial e defina

onde | =< rx®@x >

A(V) é uma algebra anti-comutativa nos geradores, no sequinte sentido:

rANy=—-yAz, Vr,yeV



Demonstracao: Nas operagoes desta algebra, utilizaremos o simbolo A definido como
rAy=m7(r®uy)enéa projegdo canonica.
Temos que

O=(x+y)A(z+y)=xAx+xAy+yAz+yAy

Mas z Az =0ey Ay =0, segue entao que
TANYy=—-yANzx

A 4lgebra A(V) também é chamada de algebra exterior.

Observacao 1.2 A(V) C T'(V) e A(V) € graduada, pois:

ANWV) =k, AV)=V, N2(V)=VAV,y, A(V)=VAVA.LAV

A(V) = D AKV)

Se dim(V') = n, temos que dim(A(V')) = 2"
Note agora que a anti-simetria, nao funciona para todos os elementos da dlgebra, por
exemplo:

(A A AT A (A AY) = (D) Ao Ay) A (21 A Ay

Definicao 1.4 Uma dlgebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de um
produto

[, ]:gxg—g

que satisfaz as sequintes propriedades
(1) [, ] € bilinear.
(ii) [x,2] =0, VreV

(111) [z, [y, 2] + [z, [z, v]] + [y, [2,2]) =0 (Identidade de Jacobi).

Agora ja estamos aptos a comentar o que vem a ser a Algebra Universal Envolvente,
na qual serd constantemente usada nos capitulos seguintes.

Defina L(A) = (A, [, ]) dlgebra de Lie associada a dlgebra associativa A. Considere
também g uma algebra de Lie qualquer. Definimos a &dlgebra universal envolvente
U(g) como segue. Seja I(g) um ideal bilateral da &lgebra tensorial T'(g) gerado por
elementos da forma x @ y — y ® x — [z, y] onde x,y € g.

Definimos

U(g)=T(g)/1(g)

Associe também um morfismo de algebras de Lie

ig: 9 — L(U(g))



Teorema 1.3 Seja g uma dlgebra de Lie e A uma dlgebra associativa e
f 9 — L(A) um morfismo de dlgebra de Lie, isto €,

f(l,y)) = f(2) fly) — f(y) f(z)

Entao eziste unica ¢ : U(g) — A morfismo de dlgebra tal que p omoi = f, onde
TO1=1g.

Demonstracao: Considere o seguinte diagrama

T(g)

Pela propriedade universal de T'(g) existe um tinico morfismo de algebra associativa

tal que f(z1 ® ... ® ) = f(x1)...f(2n).
Basta provar que Ker(f) = I(g)

De fato,

fley —yx —[2,y]) = f(x)fy) = fy) f(x) = f(z,y]) =0

Entdo existe tinico ¢ : T'(g)/Ker(f) = T(g)/I(g) = U(g) — A morfismo de algebra,
tal que poig = f

Definigao 1.5 Uma codlgebra é uma tripla (C,A,¢), onde C é um espago vetorial
eA:C —C®C ec:C — k sao aplicagoes lineares satisfazendo os sequintes
diagramas

Coassociatividade:
C A C®C
A Id® A
coc2®Mogonc

10



Counidade:

Id Id
ER® CoC e

ke C Cok

12
I

A

C

Em simbolos coassociatividade significa que
(ld®A)oA=(A®Id)oA
E o fato de que € € a counidade significa que
(e®@Id)oA=(ld®e)oA=1Id
Existe uma maneira interessante de escrever A em termo de componentes:
Alz) =D 20 @ g (1.1)

Esta maneira, nao é unica! Esta notacao ficard mais explicita com os exemplos a
serem apresentados.

Portanto podemos escrever a coassociatividade em termos de seus elementos da seguinte
forma

Z Ty @ T2 @Te) = Z T(1) @ T(2)(1) @ T(2)(2)
= ) 20 ® 1 ® g (1.2)

Usando a equagao (1.1), temos:

Alzm) =Y z0)0) @ Ta)e)

Assim a equagao (1.2) se torna melhor entendida.

Também com a notagao de (1.1) e o fato de C = C ® k = k ® C, podemos de-
screver a comutatividade do diagrama da counidade em termos de suas componentes
e chegamos a conclusao de que

= za)-elre) =Y clrn) 2@

Exemplo 1.5 Coalgebra Oposta Defina A? = o o A, onde o € o flip, isto €,
olx®y)=y®x. Com isto (C,A% ¢) é uma codlgebra.

Demonstracdo: Primeiro vamos notar como atua A
AP(x) = o(A(x) =0 ()_xa) @ re) = Y 22) © )

Com isto verifica-se facilmente que

(Id ® AP) 0 AP = (A @ Id) o AP

11



e que

(Id®e)o A? = (e ®Id) o A = Id

Observacao 1.3 Se A? = A, dizemos qua a codlgebra C é cocomutativa.

Exemplo 1.6 Considere A dlgebra das fungoes sobre um grupo finito (f : G — K).
Defina
A:A—ARA

Tal que
A(f)(a,b) = f(ab)
i e:A—k
onde
e(f)=rf(1)

Entao (A, A,e) € uma codlgebra.
Note que na definicao de A utilizamos o isomorfismo A ®@ A = F(G x G), se G ¢
grupo finito.

Demonstrac¢ao: Primeiramente vamos verificar o axioma da coassociatividade.

)( ®f(2))(a’ba C) =

(fay ® A(f2)))(a;b,¢) = (f1) @ fi2))(a,bc) =
= A(f)(a,bc) = fla(be)) = f((ab)e) =

= A(f)(ab,c) = (fi) @ fiz))(ab,c) =

= (A(f) ® f))(a,b,c) = (A @ Id)A(f)(a,b,c)

(Id® A)A(f)(a,b,c) = (Id®
fo

Agora note que
fla) = f(la) = A(f)(L,a) = fa)(1) fiz)(a)
Portanto podemos verificar o axioma da counidade
@ Id)A(f)(a) = (e®Id)(fu)® fi2))(a) =
e(fm)fio(a) = foy(W)fiz(a) = fla) =
= Id(f)(a)

Exemplo 1.7 Considere U(g) a dlgebra universal envolvente e defina

A: g — U(g)®U(g)
X — X®14+1X

Veja que a notagao abstrata definida em (1.1) correspondente para este A é dada por:
Zl‘(l)@l’(g) = X®1+1®X

12



Podemos através da universalidadede de U(g), extender A para U(g), em outras
palavras, quer dizer que o sequinte diagrama comute:

2 U)oU)

g
ig A

Ulg)

Mas para isso, conforme o teorema (1.83) , devemos ter que:

A(XY]) = [A(X), A(Y)]

De fato:

A(X,Y]) = AXY —YX)=A(XY)-AYX) =
= XY ®14+10XY -YX®1-10YX =
= [X,)Y]®1+1®[X,Y]

Por outro lado temos que,

[AX),A(Y)] = AX)AY) - AY)AX) =
= XY R1+XQY+YRX+1® XY —
— YXR1-YRX-XRQY-1YX =
= X)Y]®1+1®[X,Y]

Defina também

e: Ulg)
X
1

[

Com Isto temos que (U(g), A, €) € uma codlgebra.
Demonstracao:

Coassociatividade

(Id® AAX = (IdRA)(X®1+1®X)=
- X®1®1+10AX =
— X®1®1+10X01+1018X

Analogamente temos que

ARINAX =X ®1+10X®1+1010X
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Counidade

c@RIDAX = (@ ID(X®1+18X)=c(2)l+e(1)X =
= 0-1+41-X =X =Id(X)

Definicao 1.6 Uma dlgebra A é chamada de uma bidlgebra se A é uma codlgebra

com coproduto A : A — A ® A e uma counidade € : A — k satisfazendo o axioma
da compatibilidade

Ala-b) = Ala)-AlD)
A1) = 1®1

. ela-b) =e(a) - =(b)

O Axioma da compatibilidade pode ser expresso pelos sequintes diagramas

A ¢ morfismo de dlgebra

AR A AR A

A®A I

AARADA —2 L A9A®RA® A

onde 03(rRYR20t) = (TR 2Ry 1)
e é morfismo de dlgebra

AgA—t .4

EReE €

>~

k®k k

Denotamos uma bidlgebra pela quintupla (A, u,n, A, €)

Exemplo 1.8 Seja A a dlgebra das fung¢des como mostrado no exemplo (1.6). Ja
sabemos assim que A € uma codlgebra. Além disso A € uma bidlgebra.
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Demonstrac¢ao: Basta mostrar que A e ¢ satisfazem o axioma da compatibilidade.
A(fg)(a,b) = (fg)(ab) = f(ab)g(ab) =
= A(f)(a,b)A(g)(a,b) = (A(f)A(g))(a, b)
Do mesmo modo temos que
e(fg) = (f9)(1) = f(1)g(1) = &(f)e(9)
|

Exemplo 1.9 No ezemplo (1.7) vimos que a dlgebra universal envolvente U(g) € uma
codlgebra. Seque agora que U(g) € uma bidlgebra.

Demonstracao: Novamente devemos verificar o axioma da compatibilidade. Mas
conforme teorema (1.3) e exemplo (1.7), segue que A é um morfismo de dlgebra.
Agora

5([X7 Y]) = 0=

I
™
—~
=
(0
—~
|~<
~
|
™
—~
I~<
S~—
™
—~
>
Il

Defini¢ao 1.7 Seja (A, p,n, A, &) uma bidlgebra. Um endomorfismo
S:A— A
€ chamada uma antipoda para a bidlgebra A se:
po(S®Id)oA=po(Id® S)oA=noe

Esta relacao também é chamada de Azioma da Antipoda e pode ser representada
através do sequinte diagrama

Ao A 591 A A
A It
A A
3 1
k

Este diagrama representa a primeira parte do axioma da antipoda, isto €,
po(S®Id)oA=noe

Para a outra parte da equacao, o diagrama € o mesmo so trocando a aplicacdo da
flecha horizontal, que serd Id ® S.
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Se calcularmos a relacao acima em componentes, digamos em um x € A, chegaremos
a conclusao de que

ZS(x(l)) cT2) = Zfb(l) : S(ZE(Q)) =1- E(JZ)

A préxima proposicao nos dard algumas propriedades importantes em relacao a antipoda,
mas antes vamos definir uma nova operacao:

(fxg9)(x) =po(f®g)oA(r)

onde

x: L(C,A) x £(C;A) —— £(C,A)
(f,9) — [y
onde £(C, A) sao as transformagoes lineares de C' em A com C' uma codlgebra e A
uma algebra e * é uma operagao bilinear chamada de convolugao.
Calculado em componentes temos que o produto de convolucao é dado por

frglz)= Z f(z@)g(z2)
Proposicao 1.2 (£(C, A),*,no¢) € uma dlgebra com unidade, onde 1o a) =noe
Demonstracao: Temos que provar que:
(i) (f*g)xh=[fx(gxh)
(ii) fx(noe)=f

O item (i) decorre da coassociatividade, ja o item (ii) sai do axioma da counidade.

Proposicao 1.3 Seja S : H — H uma antipoda, onde H uma bidlgebra. Entao as
sequintes sentencas sao verdadeiras:

(i) A antipoda ¢ tinica
(1)) S(x-y) = S(y) - S(x)
(iii) S(1) =1
(iv) Ao S =(5®5)o0A%

Demonstragio:

(i) Suponha que existam antipodas Si, Sy tal que

Z Sl(x(1)) “ L) = e(z)-1
252@(1)) X)) =€(x) - 1

Siz) = Si(D_elwqy) -ze) =) _elwq) -1 Si(ze) =
= Y Salwq) - - Size) = ) Salz) - elze) 1=
= S0 zq) - elz@)) = Sa(z)
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(ii) Defina duas aplicacoes v, p € £(H ® H, H) por
v(z®@y)=S(y) Sz)
ple@y) =S y), zyecH

Temos entao que

(pxp)(z@y) = u(p®u)A( ®y)=
= > ol p((r®y) ) =

= Y plaq ®y(1 i(T2) @ Y2))
= > Slza) - yw) @) Yo =
= ZS(w~y<1> (z-y) =noe(z-y)

= no(e®e)(z®y)
Da mesma maneira tem-se que

(vrpu(zey)=no(t®e)(z®y)

onde no (e ®¢) é a unidade em (£(H @ H, H), *)
Portanto

p = pxnoe)=px(uxv)=(p*xp)*xv=
= (pog)xv=v

Assim provamos o item (ii).

(iii) Sabemos que

p(Id® S)A(x) =noe(x)

Aplicando esta igualdade para z = 1, temos
uw(ld® S)A(1) =1-5(1)

Por outro lado,
noe(l)y=1-¢(1)=1-1=1

logo
S(1)=1

(iv) Defina duas aplicagdes p,v € £(H, H ® H) por
p(z) = Ao S(z)

v(z) =(S®S)oA%(x)
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Temos entao que

(pxA)x) = Y plrw)Alre)

Por outro lado temos

(Axv)(x) = > Alzg)v(zg) =

= D (r0) @ 1@)(S(zw) ® S(zw)) =

= Zw(ns T2)®1=¢c(z)(1®1)

Lembre que (1 ® 1)e é a unidade em (£(H,H ® H), ) pela proposigao (1.2)
Portanto temos

r=11exv=(p*xA)xv=px (Axv)=px(1R1)e=p
|

Definicao 1.8 Uma dlgebra de Hopf H é uma bidlgebra que satisfaz o arioma da
antipoda.

Lema 1.1 Sao equivalentes as sequintes afirmacoes sobre (H, pu, A,e,n,S) dlgebra de
Hopf

(i) S* = Idy
(i) 22 S(z@)ra) = e(x)l
(iit) 32 w@2)S(x) = e(z)l

Demonstracao: Ver apéndice B.

Coroldrio 1.2 Se H é comutativa ou cocomutativa, entdo S* = Id

Demonstracao: Se H é cocomutativa entao,

Z S(l’(g))l’(l) = Z S(:E(l))l‘(g) = 8(:)3)1
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Se H é comutativa, a demonstracao ¢ analoga.

Para provarmos que um determinado conjunto é uma algebra de Hopf, devemos
mostrar as seguintes propriedades:

(i) Associatividade

(il

(iii

)
) (Id® A)o A= (A®Id)oA (Coassociatividade)

) (c®Id)oA=(ld®¢)oA = Id (Counidade)

(iv) A(z-y) = A(@) - Aly) (Compatibilidade)

(v) e(z - y) = e(z) - £(y) (Compatibilidade)

(Vi) po(S®Id)oA=po(Id®S)oA =noe (Antipoda)

Exemplo 1.10 Conforme o exemplo (1.8), temos que o conjunto A das fun¢oes sobre
um grupo finito é uma bidlgebra. Defina uma antipoda S : A — A da sequinte

maneira
S(f)(a) = f(a™)
Entao A € uma dlgebra de Hopf.

Demonstracao: Basta mostrar que em A o axioma da antipoda é satisfeito. De fato,
primeiramente note que

(noe)fla) =n(f(1))(a) =1f(1)(a) = f(1)1(a) = f(1)

u(S@IDA(f)a) = > u(S f<1> ®f<z> ZS

= > S(fw)(a) fe(a me fo a):
= Z( foy)(a™ > (f)(a—l,a>=
= fla ) (1>=<noe>f<a>

Analogamente temos que
p(ld® S)YA=noe

Exemplo 1.11 Pelo exemplo (1.9) temos que a dlgebra universal envolvente U(g) é
uma bidlgebra. Defina em U(g) a antipoda

S: Ug) — Ulg)
X — =X

Com isto seque que U(g) € uma dlgebra de Hopf.
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Demonstracao: Como no exemplo anterior, precisamos somente mostrar que o axioma
da antipoda é satisfeito. De fato
WS IDA(X) = pwSRI)(X®@1+1X)=
= p(—-X®1+1®X)=
X 14X -1=0=¢X)-1
Da mesma forma temos que
p(ld® S)YA =noe
|
Exemplo 1.12 Seja G C M,,(k) um sub-grupo do grupo das matrizes n x n. Defina
as aplicacoes
tij: G — k, como t;;(g) = gij(elemento de matriz). Seja A = k[t;;]; j=1..n a dlgebra

polinomial. Podemos definir um coproduto(A : A — A ® A), uma counidade(e :
A — k) e uma antipoda(S : A — A) por:

Coproduto:
Alty) =Yt @ty
k=1

isto €,

Altij)g1,92) = Y tin(g) © taj(g2) =

k=1
n

= Z(gl)ik(QQ)kj

k=1
= (9192)i5 = tij(9192)

Ainda mais, A € um morfismo de dlgebra. De fato:

Altitia)(g1:92) = tijtu(g192) =

= ti(9192)tk(9192) =
A(ti;)(9192) Atr) (9192) =
= (A(ti;)(A(ti))(9192)

Counidade:
e(tij) = 0
ou
e(tij) = ti;(1)
Antipoda:

S(tis)(9) = ti(97")
Na notacgao abstrata, temos

Z 1) ® T2 = Z tik @ tg;
k=1
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Com estas operacoes (A,-,1,A e, 5) € uma dlgebra de Hopf.
[

Observagao 1.4 Denominaremos como um abuso de linguagem esta dlgebra A como
Fun(G), deizando claro que nao corresponde a dlgebra de todas as fungoes definidas
em G.

1.2 Acoes e Coacgoes de Algebras de Hopf

Seja H uma algebra de Hopf e V' um espago vetorial.

Definicao 1.9 Uma ag¢ao a esquerda de H em V é uma aplicagdao

a: HV — V
h@v +—— ah®v)=h>o

tal que os diagramas comutem

1d® «
HH®V HeV
p®Id e
HeV vV
Isto € o mesmo que hy > (hy > v) = (hihy) > v
HeV
n® Id @
kQV ———V

Ou seja 1>v=v

Definicao 1.10 Se V é um espago vetorial e « : HRQV — V' é uma ag¢do a esquerda
de H em V, entao V ¢ dito ser H-modulo a esquerda.

Definigao 1.11 Se V=A for uma dlgebra entdo dizemos que A é H-mddulo dlgebra
a esquerda se:

(i) h>(a-b) = (hu) > a) - (he) > b)
(i) hi>1=e(h) - 1

Definicao 1.12 Se V=C for uma codlgebra entao dizemos que C é H-mddulo codlgebra
a esquerda se:
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(i) Alh>v) =3 (ha) > va) @ (he) > ve)
(i) e(h>v) =e(h) - (v)

Exemplo 1.13 Ac¢do regular a esquerda de H sobre H. H é H-mddulo codlgebra a
esquerda com Ly(g) = h-g

Demonstracao: Devemos provar que L é uma agao e que os axiomas de modulo
codlgebra sao satisfeitos.

Acao:
(i)

L, (Lhoy(9)) = Ly (b)) = hay(he) - 9) =
= (hq) he) 9= Luyy he(9)

(ii) Li(g) =1-g=yg
Médulo codlgebra:
(i)
A(Ln(g)) = A(h-g)=A(h)-Alg) =

= O _ha @ he)- (Zg ® g(2)

= Z hay - 9a) @ h2y - g Z Lhm ) ® Liy, (92)

(i) e(Ln(g)) = e(h-g) =e(h)-£(g)

Exemplo 1.14 Acdo adjunta a esquerda de H em H, definida por
Adn(g) = hgS(he)
Deste modo temos que H é H-maodulo dlgebra.
Demosntracao: Devemos mostrar que Ady, é uma acao:
Acao:
(i)
Adg(Ady(h)) = Ads (D 90)hS(92) = D fygmhS(9@)S(fe) =

- qugl)hs f2)902) = Z(fg)(l)hs((fg)@)):
= Adyg(h)

(ii) Ady(h) = 1hS(1) =hl="h
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E que H 6 H-médulo dlgebra
(i)
Ads(gh) = Zf yghS(fi2)) Zf(l e(f))ghS(f3) =
= > fwge(fe)hS(fe) = fngS(fe) fehS(fu) =
— Adyy (9)Ady, ()

(i) Ads(1) = > foy1S(fio) = 22 1e(f) = &(f)

Observacao 1.5 Podemos também definir o conceito de acao a direita.

Observacao 1.6 Dada uma agdo «, podemos ter um conceito dual ao desta acado,
a que chamamos de co-a¢do. O mesmo temos para modulos, que no sentido dual
chamamos de co-maodulo. Isto s é possivel no contexto de dlgebras de Hopf.

Definicao 1.13 Uma co-ac¢ao a esquerda de H em V é uma aplicagao linear

b: V.o — H®V
v o oW eoe®

tal que os diagramas comutem

)
V HeV
4] A®Id
Id® o
Hov2lHeHeV
Entio > oWy @ oWy =3 oM D) @ @)
HeV
5 e®Id
V——k®V

Entio Y e(vM)v® =

Com relagao a notacao de co-acao a esquerda, é valido ressaltar que a entrada
mais a esquerda pertence a algebra e a mais a direita pertence ao espago.
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Definicao 1.14 Se V é um espago vetorial e 6 : V. — H ® V € uma co-acdo a
esquerda de H em V, entao V ¢é dito ser H-comddulo a esquerda.

Definicao 1.15 Se V = A for uma dlgebra, entao dizemos que A é um H-comddulo
algebra a esquerda se:

(i) 6(a-b) =d(a)-(b)
(ii) 5(1) =1®1

Definicao 1.16 Se V = C for uma codlgebra, entao dizemos que C é um H-comddulo
codlgebra a esquerda se:

(i) oW @ 0@ ) @ v® g =X vmyM v @ ve)® @ vp®
(i) 320 - e(v®) = e(v)
O item (i) pode ser escrito de outra maneira:
(Id A= (p@Id®Id)o(Id®o® Id)o (0 ®0) oA

Na forma de diagrama temos:

C
ceC HeC

R0 Id® A

HoC®H®C HeCxC

k %Id@]d

HoH®CC

Exemplo 1.15 A coacdo regular a esquerda de H em H, é dada pelo coproduto R =
A:H — H, e faz Hum H-comddulo dlgebra.

Demonstracao: Os axiomas de comddulo seguem dos axiomas de coassociatividade e

counidade de A. Por definicao A é um morfismo de dlgebra, deste modo segue que
H é um H-comddulo algebra.
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Exemplo 1.16 A coacdo coreqular a esquerda L* de H em H* e definida por:
= <ha),¢>hg
faz H* um H-comddulo codlgebra. Onde
<,>HxH" — k
bilinear.

Demonstracao: Devemos mostrar que L* é uma coacao.
Antes vamos escrever L*(¢)(h) na nossa notagao

= <ha,¢>he =Y ¢V <ho?>

onde ¢ € H.
Coacao:

(i)

(Id® L)L (¢)(h) = (Ido L)) ¢V @ é®)(h) =
360 @ 60 & 6O (1) =
360 © 60 < p, gO@ >
> 60 < by, ¢ > hey =
> oW < by, 6P > ®h) =
> <hay,¢ > he @ he =
Y <hay o> Alh) =
AQ_ <hay 6> he) =

>) =

= AQ_ oW <ho?
= > A@Y) <h¢ >=
Z¢ 1 @ < h, ¢ >=
= <A®Id)L*(¢>)(h)

(e® 1)L (9)(h) = (@ Id)()_ ¢V 0@ (h) =
= >0V <ho? >) =
= e)_ <hayé>he)=
= ) <ha,¢>clhy) =
= <Y haelhe), ¢ >=
= <h,¢>=¢(h)
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E H* é H comodulo codlgebra:
(i)

(Id@ AL (@)(h k) = (Id@ )Y ¢ @¢?)(h, k) =
= Y 0V @6® @ ¢y (h k) =
= D oW <h ¢ ><k,¢® g >=
= DV <h@k ¢® g @, >=
= ) oV <hek A@?)>=
= Y oW < hk,¢? >

Por outro lado temos que:
> 6o @ én® @ ¢ @ (h, k) =

=3 60 Mo < hoom® >< k,¢p® >=
=Y o0 <h o) > o) <k o) >=
= Z < hay, ¢ay > hy < kay, de) > k) =
=D <hw, b >< ka),de) > hioyke) =
= <y @ kay, Al9) > bk =
=Y <hwkay ¢ > hoke) =
> < (hk)y, ¢ > (hk)@) =
— Z¢(1) < hk, @ >
(i)

Y oWe(6@) = S oM <1,6® >=
= <l,¢p>1=<1,¢ >=¢(9)

Observagao 1.7 As definicoes de maodulo algebra e codlgebra a esquerda e de comddulo
algebra e codlgebra a esquerda podem ser definidos também a direita.
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1.3 Estruturas Quasi-Triangulares

Definicao 1.17 Seja H uma dlgebra de Hopf. Uma estrutura quasi-triangular em H
¢ um elemento tnversivel R € H ® H tal que:

(i) (Id® A)R = RisRis
(ii) (A® Id)R = RizRys
(iii) oA(a) = RA(a)R™" ou 0A(a)R = RA(a)

Notagao: R=) .5 ®t;
Rig, Ri3,Ris € HR H® H e

Rio=>s50t;®1
Riz=3%5®1®t
Rys =3 1®s®t;

Com esta notacao podemos escrever os axiomas da definicao acima de outra maneira:
(i) Dosi@ti) @tia) =255, Dt; @
(i) Y5 ®@s; @tit; =D 5i01) @ Si2) D Ly
(i) >Za@)s: © amts = X2 s5a0) @ tag)
Lema 1.2 (i) (e®Id)R=(Id®c)R=1
(ii) (S®@Id)R=R™";, (Id® S)R™'=R
(iii) (S®S)R=R
Demonstracao: Ver apéndice B.

Proposigao 1.4 Se (H,R) é uma dlgebra de Hopf quasi-triangular, entio (H,ocR™')
também o é.

Demonstracao: Ver apéndice B.

Teorema 1.4 (Equacao de Yang-Baxter) Seja (H,R) uma dlgebra de Hopf quasi-
triangular. Entao em H @ H ® Ha sequinte relacdao € satisfeita

R12 R13 RZS = R23 R13R12
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Demonstragao: oA = RAR™!, vamos denotar R~ =Y o; @ 3;
Note que:

= (0®Id)(2$l X Sj ®t1t]) = ZSJ‘ X S; ®tlt] =
=) 10s0t)(> s;019t) =RyRiy (1)
Por outro lado,

= 858i1) 0% @ tsi2) 0 ® 1 = Rio((A @ Id)R) Ry, =
= RipRi3Ros Ry (1)

Agora, (I) = (II), entao
R23R13 - R12F513R23R;21

RosRi3Ri2 = RiaRi3Ros
|

A partir de agora faremos um andlogo das estruturas quasi-triangulares no dual
de H ® H. Para isso vamos utilizar a notacao de produto de convolucao definido na
secao anterior.

Podemos introduzir a aplicacao dual
rr-HoH —C
e uma inversa segundo o produto de convolucao em £(H ® H,C) definida como

T:H®H — C

(i) r«T=Txr=eQ®e¢

(i) pPxr=r*u

(itl) 7(p @ Id) = ri3 * 193
r(Id ® p) = rig * ris

onde 712,713,703 : H® H® H — C e

Mo =rTr®e
7"23:8@7‘
r3=(r®e)(ld® o)

Em componentes temos que:
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(i) 2o r(aq) ® bu))T(ae) ® b)) = &(a)e(b)
Da mesma forma
> _Tlag) @ bay)r(ae ® be) = () (b)
(i) >-bmamr(ae) ®be) = > r(an) ® bay)ae)bde)
(i) r(ab® ) = 3 1(a ® c))r(b ® c)
r(a ® be) = r(aq ® c)r(ag ® b)

Proposicao 1.5 E verdade que:

(1) rla®1) =r(1®a) =c(a)

(i) r(S®Id) =T
T(ld® S)=r
r(S®S)=r

Demonstragao: Ver apéndice B.

Veremos a seguir o andlogo do teorema de Yang-Baxter no caso dual.
Teorema 1.5 (Yang-Baxter Dual) A sequinte equagao € verdadeira
T12 * 113 * T'og = T'23 * T'13 * 712

Demonstracao:
T12 % T3 % To3(a @ bR ¢) =

= (r@e)(an) ®be) @cw)(r@e)(Id©o)(ae ®be) @c@)(E@7) (o ®@be) @) =
= rlaw ® bay)elcw)r(ap © c@)elbe )ela@)rbe ® cs) =
= rlaw ®bay)r(ae ® co)r(be @) (1)
De mesma forma temos que:
To3 %13 x r12(a @ bR ¢) = Z r(bay ® cy)r(ap) ® c))r(ap) @ bey)  (I11)

Devemos agora provar que (I) = (II)

(1) = > rlag) @bw)rlambe @ c
= (D _rlag) ® ba))apbe) @ ¢
= r(Q_bwayrlag ®be) ©c) =
= Y rbman) @ (e @ be
= D _rlbwy @ cy)rlaq) @ e)r(ae @ be) = (11)
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Para provar esta igualdade utilizamos os axiomas (ii) e (iii) da aplicagao dual r.
|

Para finalizar esta secao e desta maneira o capitulo 1, vamos relacionar a matriz
R com H-moédulos e a matriz r dual com H-comodulos.

Seja (H, R) uma algebra de Hopf quasi-triangular e V' e W dois H-médulos. Pode-
mos definir uma estrutura de H-médulo em V' ® W da seguinte maneira:

a> (e w) = A@)(vew) = Y (ag > v) © (ae > w)

ondeae H, veVewell.

Vamos agora definir um isomorfismo de H-médulos entre V@ W e W ® V' da seguinte
maneira:

C’fw VoW —WeV
onde Cff) = oR, ou seja, CF (v @ w) = Y (t; > w) @ (s; > v)
Lema 1.3 A aplicacdo
Cl) '=R'Yo:WRV —VeW

¢ inversa a direita e a esquerda de C%,

Demonstracao: Ver apéndice B.

Proposicao 1.6 wa € um isomorfismo de H-maodulos.

Demonstracao: Ver apéndice B.

Teorema 1.6 Em U @ V @ W, H-mddulos com (H,R) quasi-triangulares temos:
(Idw © Cfy)(Ciiy @ Idy)(Idy @ Cifyy) = (Ciy @ Idy)(Idy @ Cilyy ) (Clly @ Idw)
Demonstracao:
(Idw ® CHy)(CHy @ Idy)(Idy @ Cly)(u@ v @ w) =
= (Idw ® C’gv)(C’gW ® Idy)(u® tiw @ s;v) =
= (Idw @ Cfty) (titiw ® sju @ sv) =
titiw @ trs;v ® Sksju (1)
Por outro lado,
(CHw @ Idy)(Idy @ Cliy ) (Clly @ Tdw)(u @ v @ w) =
= (Cy @ Idy)(Idy ® Cliy)(tiv @ siu ®@ w) =
= (Cy @ Idy)(tiv ® tjw @ sjs;u) =
= tt;w ® Sptiv ® s;8;u (IT)

30



As expressoes (I) e (II) sdo iguais devido a equagao de Yang-Baxter.
|

Em particular se U =V = W temos que C’{j’;v ¢ uma solucao da equagao de Yang-
Baxter em V ® V. Portanto para qualquer V, H-moédulo(em particular o préprio
H) a estrutura quasi-triangular R fornece uma solugao explicita da equacao de Yang-
Baxter. Por isto R também ¢ chamada de matriz R universal.

A partir de agora vamos relacionar a matriz r dual e comoddulos.
Sejam V, W H-comoédulos a esquerda.

ViV — HoV
v o S v ey®

onde vV € Hev® eV

W w — HoW
w o S w®@w?

onde w € H e w? eV
Podemos definir uma estrutura de H-comédulo em V' @ W da seguinte maneira.
Considere o seguinte diagrama de flechas:

sV s o
VoW — HQVRIHQW —

pRIdy @W
[

L HQHQVOW HQVeW

Entao
svew _ Zv(l)w(l) @ v® @ w®

A estrutura quasi triangular dual » : H ® H —— C induz um isomorfismo de H-
comédulos a esquerda entre V@ W e W ® V definido da seguinte da maneira:

Cry = Zr(w(l) ® U(l))w@) Q v®
Lema 1.4 CYy, € bijetora.
Demonstracao: Basta mostrar que
(Ch) ™ = Ty (w®v) = 3 7w @ o) @ w®

¢ inversa a direita e a esquerda de C7, ;. E para isso procedemos de maneira analoga
como no lema (1.3) juntamente com o axioma (i) da matriz r e os axiomas de
coméddulo.

. ~ r 7/ . 7 \
Proposigao 1.7 CYy, € isomorfismo de H-comddulos a esquerda
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Demonstragao: Ver apéndice B.

Teorema 1.7 Para todo U, V, W H-comddulos a esquerda temos;

(Cyw @ Idy)(Idy ® Cfyy) (Cry ® Tdy) = (Idyw ® Cfy)(Chiyy ® Idy)(Idy © Ciryy)
Demonstracao:

(Ch & Tdy)(Idy & Cy ) (Cry ® Iy ) (0@ v @ w) =
= (Clyw ® Idy)(Idy @ Ciy) (Y r(0 @ u)o®u® @ w) =
= (Chy ® IdU)(Z r(v® @ uM)r(w® @ u@M) WP @ w® @ @) =
— r(v® @ uM)r(w® @ uPD)r(wP® @ AW (YR @ R 4, 2R)) =
= (W @uWg)r® o @ul)yr(w® e @ vVe)(? e @ 0@ @ @ u® ) =
=Y (W m@oa)r(wh g ©u®) 4 reW e @ ul6) (W e @ 0@ g ©u® g) =
= (Idy ® C{]V)(Z r(w® @ vW)r(w®M g yM)) =

= (Idw & Cfry ) (Chryw @ 1dy) () _r(w® @ o) (u @ w® @ o) =

Na quarta e sexta igualdade foi usado o axioma de comddulo, e na quinta igualdade
a equacao de Yang-Baxter dual.

Em particular se U =V = W, (Y, ¢ um isomorfismo de comédulos entre V @ V
e V ®V que satisfaz a equacao de Yang-Baxter.

Defini¢ao 1.18 Se V ¢ um H-mddulo(comddulo) com Cf}y,(Cy,y) uma matriz R em
V@V, entao dizemos que V € um espago vetorial trangado(cotrangado).
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Capitulo 2

O Plano Quantico e Suas Simetrias

Estudamos no capitulo anterior os principios de algebras de Hopf bem como o
que vem a ser uma acao e uma coacao. No presente capitulo, trataremos do plano
quantico ky[z,y] e sua relacdo com a extensao de Ore. A seguir estudaremos algumas
algebras de Hopf especificas, entre elas, a algebra universal envolvente U,(sl(2)), suas
representacoes e como ela age no plano quantico.

2.1 O Plano Quantico

Seja ¢ um elemento inversivel do corpo k e seja I, o ideal bilateral da algebra livre
K{x,y} gerada por elementos da forma yz — gry. Define-se o plano quantico como a
algebra quociente

kqlz,y] = K{z,y}/1,

Quando ¢ # 1, élgebra k,[z,y| ¢ ndo comutativa.
Em um certo sentido, o plano quantico é uma extensao nao comutativa do plano afim,
cuja algebra de coordenadas ¢ dada pela algebra de polindmios

klz,y] = k{z,y}/ <2y —yr >

A seguir apresentaremos a relagao do plano quantico com extensao de Ore.
Seja A uma &lgebra e A[t] um A-moédulo livre & esquerda de todos os polinémios
da forma
P =apt" 4+ a,_1t" " + ... + aot

com coeficientes em A. Se a, # 0, dizemos que o grau de P é n e denotamos por
OP = n, por convencao 9(0) = —oo, onde 0 é o polinomio identicamente nulo.

Definigao 2.1 Seja o um endomorfismo de A, tal que a(1) = 1. Uma a-derivag¢ao
de A € um endomorfismo § de A tal que

d(ab) = a(a)é(b) +d(a)b V oa,be A

Lema 2.1 (1) =0
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Demonstracao:

(1) =96(1-1)=a(1)6(1) +6(1)L =0(1) +0(1)
Segue portanto que 6(1) =0
|
Teorema 2.1 E verdade que:

(1) Assuma que A[t] tem uma estrutura de dlgebra tal que a inclusiao natural de A
em A[t] € um morfismo de dlgebras, e temos que O(PQ) = O(P) + 0(Q) para
qualquer par (P, Q) de elementos de A[t]. Entdo A ndo tem divisores de zero e
existe um unico endomorfismo injetor a de A e uma unica a-derivacdo o de A
tal que

ta=ala)t+06(a) , V acA (1)

(1i) Reciprocamente, seja A uma dlgebra sem divisores de zero. Dado um endomor-
fismo algébrico injetor a de A e uma a-derivacao 6 de A, existe uma unica
estrutura de dlgebra em Alt] tal que a inclusio de A em Alt] é um morfismo de
dlgebra e a relagao (1) € verdade para todo a € A.

Demonstragao: Ver [9].

Observagao 2.1 A dlgebra definida pela parte (ii) do teorema anterior é denotada
por Alt,«, 0] e é chamada de Ezxtensao de Ore anerada aos dados (A, «, )

O proéximo resultado relaciona o grupo quantico com extesnao de ore.
Proposicao 2.1 Se a é um automorfismo do anel de polinomios K|[z| definido por
a(r) = qx
entao
kglz,y] = klz][y, o, O]
onde k[x]ly, a, 0] € a extensdo de ore anexada aos dados (k[x], a, 0)

Demostragao: Defina um morfismo de élgebra ¢ : K{z,y} — k[z][y, a, 0] por ¢(x) =
z e p(y) =y. Note que

o(1y) = p(yr — qry) = p(y)e(r) — qp(v)p(y) = yr — qry = a(z)y — qry =0

Entao existe 9 : ky[x,y] — k[z][y, a, 0] morfismo de édlgebra. Como z e y geram a
extensao de Ore, segue que P é sobrejetora. Agora defina

'QD : /{?[QS] [y> Q7 0] - Kq[xa‘y]
x'y’ — x'y’

onde {x'y' }; j~o ¢ uma base ordenada.
Entao

Vo p(a'y’) = (@) Py)) = v(a'y’) = a'y’
Logo @ ¢ injetora. Seguem deste modo que © é um isomorfismo de algebras.
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2.2 Geometria e Acao de Grupo

O titulo deste texto nos fala sobre geometria nao-comutativa, mas até agora, ainda
nao definimos o que é uma geometria e ainda mais nao-comutativa, faremos isto nesta
secao.

Segundo a perspectiva de Felix Klein no programa de Erlanger para termos uma
Geometria precisamos de[10]:

e Um espago, ou seja, um conjunto de pontos onde possamos trabalhar.
e Uma acgao de grupo neste espaco.

Por exemplo, considere o espago como sendo o espaco complexo de dimensao 2:
C* = {(2,y); v,y € C}

Considere agora o grupo GL(2), ou seja, o espaco das matrizes 2 X 2 complexas
invertiveis. Podemos entao definir uma acao deste grupo no espaco C* da seguinte
forma:

a: GL(2)xC* — (2
(9,p) —  ay(p)

tal que
ag(an(p)) = agn(p)

ac(p) =p

Em termos de elementos é o seguinte:

a b\ (x\ _ far+by

c d y) \cx+dy
O plano afim k[x,y] = k{z,y}/(zy — yx) pode ser considerado como a algebra poli-
nomial das aplicacoes que vao de C? em C geradas por:

onde p = (z,y)

Podemos dualizar o conceito de acao considerando a aplicacao
o klz,y] ——  F(GL(2)) ® K[z, y]

onde o
Fun(GL(2)) = k[a,b,¢,d]

de forma que esta seja compativel com a acao de grupo. Este tipo de aplicacao como
ja sabemos denomina-se co-agao a esquerda da édlgebra de Hopf Fun(GL(2)) sobra a
algebra de polinomios do plano afim. Verificaremos agora como funciona os geradores
de Fun(GL(2)) quando aplicados num elemento do grupo GL(2).
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Seja g € GL(2) onde

Entao,
alg) = a
blg) = b
clg) = ¢
d(g) d

Podemos agora reconstruir a agao usando o conceito de co-agao.

5z((§))(g,p) = (z 2) (9) ® @) (p)

6(7)(g,p) = alg)z(p) + b(9)¥(p)

Isto é,

a(y) (g, p) = c(g)z(p) + d(9)¥(p)
Portanto temos que:
a(Z)(g,p) = ax + by

0(7)(g,p) = cr +dy

Com isto chegamos a conclusao que a agao de grupo no espago é dual & co-agao de
algebra de Hopf sobre a algebra das coordenadas. Se generalizarmos isto para algebras
nao comutativas, como por exemplo, o plano quantico, obtemos o que chamamos de
Geometria Nao-Comutativa.

2.3 Mobdulos sobre a Algebra Universal Envolvente
Uy(sl(2))

Seja SL,(2) = k{a,b,c,d}/I onde I é o ideal gerado por ac— gca, ab— gba, bc— cb,
bd — qdb, cd — qdc, ad — da — (q — ¢ 1)bc e ad — qecb — 1.

Defina as fungoes: B
A:{a,be,dy — SLy(2) ® SL,(2)

por
Ala) = a®a+b®c
Alb) = a®@b+bed
Ale) = c®a+d®c
Ald) = c®b+dod
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g:{a,bc,d} — k

por
gla) = 1
Zb) = 0
Ele) = 0
gd) = 1
S :{a,b,c,dy — SL,(2)
por
S(a) = d
Sb) = —q '
S(c) = —qc
Sd) = a

Pelo teorema (1.2) , existem unicos morfismos de algebra
A k{a,b,c,d} — SL,(2) ® SL,(2)

g:k{a,b,c,d} — k

e anti-morfismo de algebra
S k{a,b,c,d} — SL,(2)

tal que: B B
A‘{a,b,c,d} =A

g‘{a,b,c,d} =
§|{a,b,c,d} =9

Considere agora as relagoes do ideal I formada por elementos do conjunto {a, b, ¢, d}.
Mostraremos que A, € e S, também satisfazem as relacoes do ideal I. De fato,

Ala)A(D) = (e®a+bRc)(a®@b+b®d) =
= d’®ab+ab®ad+ba®ch+ b @ cd =
= a®>® qba + qba ® ad + ba @ be + b* ® qdc =
= a®>® qba + ba @ (qad + be) + b* ® qdc =
= a® ® qba + ba ® (qda + ¢*bc — be + be) + b? @ qde =
= a’® qba + ba ® qda + ba @ ¢*bc + b* ® qdc =
= > ® qba + ba ® gda + ¢ rab ® ¢*bc + V¥ ® qdc =
= a’>® gba + ba @ qgda + ab ® gbc + b* ® qdc
= q(a*®@ba +ba @ da + ab® be + b* @ de) =
= ¢A(D)A(a)
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Analogamente prova-se para as outras relagoes.

Também temos que:
E(a)e(b)=1-0=0=¢q-0-1=¢e(b)e(a)
Idem para as outras relacoes.

Queremos que S satisfaca também as relagoes do ideal, mas vamos precisar que S
seja anti-morfismo de algebra, as relagoes sao provadas de maneira difernte. Na ver-
dade precisamos provar que

De fato,

S)S(a) = —q 'bd= —q 'qdb = —db=
= —qdq b= qS(a)S(b)

Anélogo para as outras relagoes.

Portanto de acordo com o corolario(1.1) temos que existem unicos morfismos de
algebra
A:SL,(2) — SL,(2) @ SLy(2)
e:SLy(2) — k

e anti-morfismo de élgebra
St SLy(2) — SL,(2)
Estes morfismos sao chamados respectivamente de Coproduto, Counidade e Antipoda.

A seguir provaremos que SL,(2) é uma algebra de Hopf. De acordo com a
proposicao (1.1) , basta provar o axiomas de coassociatividade, counidade e antipoda
para os geradores.

Coassociatividade

(Id@A)oA(a) = (IdeA)(a®a+b®c)=
= a®Aa) +b® Ac) =
= a®(@®a+bRc)+b® (c®a+d®c)=
= a®@®a)+a® (bRc)+b®(c®a)+bR (d®c) =
= (a®a)®a+(a@b)RXc+ (bR®c)Ra+ (b®d)®@c=
= (®a+b®c)Ra+(aRb+bRd)®@c=
= Ale)@a+Ab)®c=
= (A®Id)(e®@a+b®c) =
= (A®1Id)oA(a)
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Anélogo para os outros geradores.

Counidade

(e®@Id)oAla) = (e®Id)(a®@a+b®c)=
g(a)a+e(b)c=1-a+0-c=
a-14+b-0=ae(a)+be(c) =
(lde)(a®@a+b®c) =
= (Id®c¢€)oA(a)

Anélogo para os outros geradores.

Antipoda
po(S®Id)oAla) = po(S®Id)(a®a+b®c) =
= S(a)a+ S(b)c = da — ¢ *bc = ad — qbc + ¢ 'bc — ¢ tbe =
= ad—qgbc=ad—qcb=1=mnoe(a)
A outra parte do axioma da antipoda obtém-se de maneira andloga, assim como o
calculo para os outros geradores.

Portanto concluimos que SL,(2) é uma algebra de Hopf com coproduto, counidade e
antipoda como definidos acima.

Vamos definir agora uma coagao a direita de SL,(2) no plano quantico k,[z,y]
dada por
Op 1 kglz,yl ——  kylx,y] @ SL,(2)
T — rR®a+yRc
Y — rRb+y®d

Da mesma maneira podemos definir uma coacao a esquerda dada por:
0t kolzyl ——  SLy(2) ® kylz, y]
x — aRr+b®y
Y — cRr+d®y

Imponha agora que
O (zw) = 0,4(2)05 1 (w)
Isto faz com que k,[z, y] seja um co-mddulo dlgebra.

Proposigao 2.2 k,[z,y] é SL,(2)-comddulo a direita e a esquerda.

Demonstracao: Provaremos apenas para a direita, pois a esquerda é analogo.
(i)
(6, ®Id)o.(x) = (6, @Id)(zRa+y®c)=

= (0(r)®@a+6(y)®@c) =

= r0a®a+yYR®cRa+r3bQ@c+yRdR@c=

= 2®Aa) +y® Alc)
(ld@A)(z®@a+y®c) =
(Id ® A)o,(x)
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Anélogo para o gerador y
(i)

(ld®e)d(zv) = (ldRe)(r®a+y®c) =
= xe(a) +ye(c) = x = Id(x)

Analogo para ogerador y

Proposigao 2.3 k,[z,y] tem estrutura de SL,(2)-comddulo dlgebra.

Demonstracao: Primeiramente devemos provar que
Op1(2w) = 6y4(2)0r0(w)

Mas isto é trivial, pois definimos ¢, ; sobre os geradores de maneira a estender a coagao
para todo k,[z,y].

E por defini¢ao temos 4,;(1) =1 ® 1.
|

Definimos a élgebra U,(sl(2)) como o quociente da algebra livre gerada por K, X
e K~ pelo ideal bilateral gerado pelas relacoes

KX, K '—¢%2X,

K- K™

X, X |-
[ + ] q_q_l

Defina as seguintes fungoes:

AKXy, K'Y — Uy(sl(2)) @ Uy(sl(2))

por
AXy) = 190X, + X, 0K (2.1)
AX)) = X 9K +19X_ (2.2)
AK) = KoK (2.3)
AK™) = K'@K™! (2.4)
E KXo, K'Y — k
por

g1) = K =1
Xy = 0
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S K, Xe, K'Y}y — Uy(s1(2))

por
SK* = K7
SX, = —K'X,,
SX_ = -X_K

Pelo teorema (1.2) podemos estender estas fungoes para uma algebra livre, tal
que elas se tornem morfismos de algebra. Calculemos agora A, € e S nas relagoes da
algebra.

AKAX)AK™) = (K@K (10X, + X, K)(K 'K =
= (K@KX,+KX, @ K)(K'®K)=
= 1KX, K '+ KX, K '@ K=
= 190¢X;, + X, 0K =
= 11X, + X, 0K)=
= QQZ(X+)

Idem para as outras relagoes.

Da mesma maneira temos que

EKEXDEK™) = 1:0-1=0=¢*-0=

Anélogo para as outras relagoes.

De maneira andloga como para a algebra SL,(2), S deve satisfazer as relacoes da
algebra U,(sl(2)) de uma maneira diferente, j4 que queremos um anti-morfismo de
algebra. De fato,

S(KHS(X)S(K) = K(-K'X\)K'=-X,K'=
= —K'KX,K'=-K'¢®X, =¢5(X,)

Portanto de acordo com o corolario(1.1), existem tnicos morfismos de algebras
A U (s1(2)) — Uy (s1(2) © Uy(s1(2))
e:Uy(sl(2)) — k

e anti-morfismo de algebra
S Uy(sl(2)) — Uyg(sl(2))
Estes morfismos sao chamados respectivamente de Coproduto, Counidade e Antipoda.

Par provarmos que U,(sl(2)) é uma algebra de Hopf, basta provarmos a veracidade
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dos axiomas de coassociatividade, counidade e antipoda nos geradores comforme o
proposicao (1.1) .

Coassiciatividade

(A IdoA(Xy) = (ARI)A0X + X, @ K) =
= A1)@X; +AX,) @K =
= 1I91)@X; +(1X,) @K+ (XyK)®K =
= 1910X ) +10 X K K)+ X, @ (K®K) =
= 101X, + X, 9K)+ X, @ (K®K) =
= 10AX )+ X, @A(K) =
= [deA)1X +X;®K)=
= (Id®A)o A(X,)

Analogo para os outros geradores.

Counidade

(Id@e)oA(X,) = (Id®e)1® X, + X, @ K) =
1le(Xy) + X e(K) =

104X, -1=1-X,+0-K =
()X, +e(X K =

= (c0Id)(10X, + X, ®K) =
= (e®1d)oA(X})

Idem para o restante dos geradores.

Da mesma forma temos o axioma da antipoda. Desta forma chegamos a conclusao
que a algebra U,(sl(2)) é uma algebra de Hopf.

Defina o emparelhamento de um elemento X € U,(sl(2)) e u € SL,(2) por
<, >0 Ug(sl(2)) @ SLe(2) — C
onde < X, u > representa o valor de X em u
Vamos usar o emparelhamento, para calcular como os geradores de U,(sl(2)) que

sdo K, X, atuam nos geradores de SL,(2) a,b,c e d. Para isso precisamos de uma
realizacdo matricial para os geradores de U,(sl(2)), sao elas:

(g 0 (01 (00
=) = (0n) =(00)

Facilmente verifica-se que esta realizacdo satisfaz as relacoes da dlgebra U,(sl(2)).
Agora podemos obter todos os possiveis emparelhamentos entre os geradores de U, (sl(2))
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e os geradores de SL,(2). Eles sao dados por:
<Ka> =¢q <Kb>=0 <K,ec>= 0 <K, d>= ¢!
<Xpa> =0 <Xpb>=1 <Xpe>=0 <X,d>=20
<X ,a> =0 <X_jb>=0 <X_,c>=1 <X d>=0
(2.5)

Teorema 2.2 Seja <, > um emparelhamento, como definido acima, primeiramente
temos que < , > € unico. Se o emparelhamento for nao degenerado, isto €, se

< X,u >= 0 para todo u, entao X =0, e vice versa, entao as dlgebras envolvidas no
emparelhamento sao duais.

0J

Portanto com o emparelhamento definido acima para SL,(2) e Uy(sl(2)) , que é
nao-degenerado, segue pelo teorema anterior que SL,(2) e U,(sl(2)) sao duais. Para
mais detalhe ver [11].

O emparelhamento é definido de forma a termos:

< X1X2,u >=< X1 X XQ,AU >

< AX,Ul R Uy >=< X,U1U2 >

e além disso
<X1® XQ,Ul X Up >=< Xl,ul >< X27u2 >

E a interacao entre unidade e counidade é descrita pelas seguintes relagoes:

< 1y, (si2)), 4 >= €s1,(2) ()

< X, sz, >= euyai) (X)
Podemos dualizar o conceito de coagao a direita de SL,(2) e obter uma acgao a
esquerda de U,(sl(2)) sobre o plano quantico dada por

> U,(sl(2) @ kylz,y] — K, |z,y]
X®z — XD>2z=>:20 <X >

onde 2 € SL,(2) e 22 € k,[x,y]

De fato é uma acao:
Xi>(Xo>z) = Xi> () 2P <Xy >) =

_ 22(2)(2) < X1,2(2)(1) >< Xg,z(l) ——
= Y 2P < X1,z >< X, 20 >=
= Z 22 < X1 ® X, z(l)@) ® z(l)(l) >=
= 22(2) < X; ® X, A(z(l)) >=
= 22(2) < X1 Xy, 20 >=
= XiXoD> 2
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Também,

1> 2= ZZ(Q) < 1,20 >= 2@z = 2

Proposicao 2.4 k|
Demonstracao:

X (w) =

Da mesma maneira,

(uv)® < X, (u

M

z,y] € Uy(sl(2)) mddulo dlgebra.

S= 3 u®u® < X,y >

= S u® < A(X ) u® @ o >=

Zu < Xq) ™ >

= Xgyr U)(X<2> >v)

X>1:Z1<2><X,1<1> >=

( ) < X(Q),v(l) >=

e(X)1

Agora mostraremos como os geradores de U,(sl(2)) agem nos geradores de K[z, y].

Vejamos,

X,>1 = (Id® < X4,

Xipax = (ldo < X4,-

= 1y® <Xy, 1y >=

>)d,(1)

= <X, 1y>=¢e(X,)=0

>)6,()
S)r@aty@c) =

= < X;,a>+y< X;,c>=0

X+[>y = (Id®<X+7>)5r(y):
= (Id® < X;, >)z@b+yed) =
= <X, b>+y< Xy d>=z
X.>1 = (Id® < X_,->)5,(1) =

X_pax = (Ido < X_,->) (_)

>y = (ldv < X_,-

= <X_,1>=¢(X_)

0

= <X ja>+y< X_,c>=y

>)0r(y)

< X_b>+y<X_,d>=0
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Kl = <K/ 1>=¢K)=1

Koz = (Id® < K,->)6,(x) =
= r< K,a>+y< K,c>=qx

Koy = (ld® < K,->)i,(y) =
= <K b>+y<K,d>=q'y
(2.6)

Veremos na proxima se¢ao que esta agao coincide com a acao de U,(sl(2)) sobre
kqlx,y] em termos de operadores g-diferenciais.

Para estudarmos as representacoes de U,(sl(2)) e os mddulos da mesma algebra
precisamos de mais relacoes entre os seus geradores.

Proposicao 2.5 Param >0 en € Z temos
(i) XPK" =q > K" X7
(i) X"K" = ¢®"" K" X™

[X—HXT] = [m]Xin_ q_q_1 -
m—1yp~ _ —(m—1) g —1
¢" K —q  (G—
= [ q—q! Xz

(iv)

qf(mfl)K _ qulel

B I s S O
_ [m]Xm—l qm—lK o q—(m—l)K—l
- q—qt
onde . .
[m] _ q —dq -
q—q
Demonstracao:

(i) Faremos indugao sobre n >0

n = 0, entao

X" = KK YX,KK' .. X,KK YK =
— Kq_sz_T — q_QmKX_T
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Agora suponha que
XTKn — q—2mnKnXT
Entao
m gon+1 myon —2mn grn ym
XM = XMEKUK = g XK =
_ q72mnan72mKX_r~_n _ q72m(n+1)Kn+1X_T

(ii) Andlogo ao item anterior.

(iii) Usaremos indugao sobre m

m = 1, entao

K—K! -
XX ] = = =[x
q—4q q—4q

Suponha que vale para m, entao

(171)K _ qlflel

-1

X, X7 = (X, XX ] = [Xy, XX+ XX, X ] =
—(m-1) KX — m—1 K’—l X K — K’—l
m—19 q m
= [m]x™! pR=— +X_ﬁ:

Agora multiplicaremos a primeira parcela da soma por K 'K e obtemos

—(m—1) 2X,K— m—1 2X,K_1 K_K—l
_ [m]XT_lq q i]l q +XT — _
q—dq q—dq

X —m— m — —
= q_¢4Wﬂ@ K —¢" K+ K-K™) =

Xin —1 2m—+1 r—1 —2m—1 —1
+ Kq—qK'—q¢'K+q¢'K) =

X —2m— m — —
= @ TTE = (@ )R =

Xm

m(qi (qm+1 - qufl)K . qm<qm+1 o qufl)Kfl) —

quK _ qu,1
q—q!

= [m+ 1]XT<

(iv) Andlogo ao item anterior.
|

Definigao 2.2 Seja V' um Uy(sl(2)) mddulo e X € C um escalar. Um elemento
veV,v#0 éum vetor de peso mdaximo com peso A se

X+U:O

Kv= M
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Proposicao 2.6 Qualquer U,(sl(2))-mddulo de dimensdo finita V' possui um vetor
de peso maximo.

Demonstra¢ao: A demonstracao desta proposigao é a mesma da proposigao(C.1) do
apéndice C. , com exce¢ao de aqui usamos o gerador K e os autovalores serao dados
por

A= aq

Lema 2.2 Seja v € V wvetor de peso mdrimo com peso A e seja a sequéncia

1
__ _ YP
=
onde
'=1 e [p]'=[pllp — 1]!
Entao
(i) Kv, = \qg*v,
.. (=) \—gP—1)\—
(ii) Xy, = =202,
(i) Xy = [p+ ope:
Demonstracao:
(i)
1 1
Kv, = —'KX’LU = —lq*QPXfKU =
[p]! [p]!
1
= >\q72pWva = \qg %,
(ii)
1 1
X+'Up = WX+X€U = w[)(:i,, XE]U =
— i[p] 1 TTVK — qp_lK_lv —
P q—q*
_ 1 -1 g P v — P TN _
p—1r - q—q*
g PN — PN T
- q—q! v
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(iii)

Veremos a seguir um resultado andlogo ao teorema(C.1), mas para o caso defor-
mado.

Teorema 2.3 Seja V' um U,(sl(2)) mddulo de dimensdo finita gerado por um vetor
de peso mdximo v de peso X\, entdao

(i) A==xq¢", onde edim(V)=n+1

(i1) Se v, = ﬁXﬁv temos v, = 0 para p > n e {vyg = v, vy, ...,v,} € base de V.

(iii) K € diagonalizdvel nesta base, com autovalores {+q", £q¢" 1, ..., £q¢ "2 +q¢"}.
n + 1 autovalores.

(v) Qualquer outro vetor de peso maximo em V € multiplo escalar de v e é de peso
A.

(v) V € simples.

Reciprocamente qualquer Uy(sl(2)) mddulo de dimensdo finita V' € gerado por um
vetor de peso mdximo. E dois U,(sl(2)) mddulos de peso mdximo V e V' gerados por
v,V de mesmo peso sao isomorfos.

Demonstracao:

(i) e (ii) Temos que Kv, = A\g~?*v,, logo {v,},>0 é uma sequéncia de autovetores de K
com autovalores distintos, entao existe v, # 0 e v,,1 = 0. Temos também que
1 etk m+1' ., 1

N = X = X Xntly, =
Ut TR et

[n + k]!
[n +1]! k41 o
mr k- =0

V' é gerado como U,(sl(2)) médulo por {vy = v, vy, ...,v,} logo dimV < n + 1.
Por outro lado, K possui no méaximo dimV autovalores distintos, isto é, n+1 <
dimV . Assim

dimV =n+1

Note que
q—n)\ _ qn>\—1

0= X+'Un+1 = 1
qa—q

U,
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Entao

q—n)\ — qn>\—1
Isto é
)\2 — q2n
Portanto
A= +q"

Para mostrar que {vg, vq,...,v,} é linearmente independente, é andlogo ao teo-
rema (C.1) .

(iii) Como Kw, = A\g *Pv,, segue que

" 0 0 0
0 ¢"2 0 0
K=+ 0 ¢4 0
0
0O 0 0 g

(iv) e (v) Idéntico ao teorema (C.1)

A reciproca também ¢é idéntica ao do teorema (C.1) .

Podemos agora representar X _ e X, através de matrizes. Sao elas

0 [n] 0 0
0 [n—1] 0
Ps,n(X—l-) = : ' 0
: 1
0 0 0
0o - 0
0
pen(X-) =10 [2
S (-
0O -+ 0 [n] O

A partir de agora estudaremos representagoes de dimensao infinita com estrutura
andloga aos modulos de peso maximo de dimensao finita estudados, que sao denomi-
nados Modulos de Verma.

Seja A # 0. considere o espaco de dimensao infinita gerado pela base enumeravel
Uy ey tal que para p > 0 tenhamos
pIp

Kv, = \q" v,
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K ', = A '¢*v,
X+U0 =0

A=

X_,_UP‘H
q—qt

Up
X_vp = [p+ 1vpia
Denotaremos os médulos de Verma por V().
Proposicao 2.7 V(\) € um U,(sl(2)) modulo gerado pelo vetor de peso mdximo vy

Demonstra¢ao: Primeiramente vamos mostrar que V() é um mdédulo. De fato

q_(p_l))\ — qp_l)\_l

KX, K ', = KX\ '¢%v, =\"1¢*K - vy =
q9—4q
(=D )\ = gp—1)\1
= )\_1q2pq q — qql q_2(p_1)vp_1 —
2q_(p_1)>\ — qp—l)\—l
- q—q7? L
= X v,
Idem para X _. Temos também que
[X_|_7 X_]Up = X+X_Up — X_X+Up =
—(p=D)\ — gp~1\ 1
q q
e [p+1]X+Up— q—q*l X_’Up_l fd
q_p)\ — qp)\_l q_(p_l))\ — qp_l)\_l
= (p+1 - pl)vp =
(p+1——= = )y
1
— 7((] ) (A — @PTIN =g N+ I =g+
b ) =
1 _ _ _ _
= o Mg =) = a"X g~ a7 )y, =
q72p>\ _ q2p)\71
B g—qt 7
K- K1
R

Agora vy é vetor de peso maximo e peso A. De fato

X vy = 0 por hipdtese.
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Também, Kvyg = A\g~2 vy = \vy.
|

Teorema 2.4 Qualquer U,(sl(2)) mddulo gerado por um vetor de peso mdximo v com
peso X € um quociente de V(X).

Demonstracao: Seja V' gerado por v de peso maximo e peso A e considere

T V() — Vv

1
Up P m

Como 7 é sobre, segue que do primeiro teorema do homomorfismo(teorema (A.1) )
que
V=V(\)/Ker(r)

Enunciaremos sem demonstrar um resultado, que sera 1til em um teorema adiante.
Lema 2.3 Lema de Schur Se z € Z(A), onde
Z(A)={z € Ajzy=yx Yye A}

com x # 0, entao para todo A-mddulo V' simples e de dimensdo finita, x age como
um maultiplo escalar da identidade.

OJ

Agora considere
q—lK + qK—l

(¢—q)?
Este elemento é chamado de Elemento de Casimir e satisfaz algumas propriedades
com relagao aos geradores de U, (sl(2)).

Cq — X+X_ —|_

Proposigao 2.8 O elemento de Casimir C, pertence ao centro de U,(sl(2)), isto é,
C, comuta com os geradors de U,(sl(2)).

Demonstracao:
KX K='X
OqX+ = X+X_X+ + q ( + +_q1)2 + —
q9—q

- X_i_[X_,X_;'_] +X+X+X_ ‘l—

KX, KK + K ' X, KK

(q—q1)?

K1-K X . K+qg X, K1
= X+7_1+X+X+X7+q + q_l ;_ =

q—q (¢—q")

X - B i
= )@)@Xﬁm((q—q WK = K)+qK —q 'K =
qK_1+q_1K

IR e
= X+Cq
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Idem para X_C,. Para K temos
¢ 'KK+¢K 'K

C,K = X, X_K+

(q—q71)?
K
= KK'X,KK'X_K+ m(q_lK +¢KY) =
K -1 —1
—1 —1
q K+qK
= KX, X ++2——  — )=
(X (¢g—q1)? )
= KC,
(2.7)
[

2.4 A Acao de Uy(sl(2)) sobre o Plano Quantico co-
mo Operadores Pseudo-Diferenciais

Seja A uma algebra e a € A. Defina as aplicacoes

al:A—>A
b +—— ab

a.: A — A
b +—— ba

Seja 0 : A —— A um automorfismo
o(ab) = o(a)o(b)

Podemos escrever
o0 ay(b) = o(ab) = o(a)o(b)
o 0 a,(b) = o(ba) = o(b)o(a)

o(a);oa(b)
(a)r 0 a(b)

Definicao 2.3 Sejam o,7 : A —— A automorfismos. Uma transformacgao linear
d: A—— A € uma (0,7)-derivagao se:

I
Q

d(ad’) = o(a)d(a’) + 0(a)T(a’), V a,d €A
Podemos escrever

Soa(®) = 3(ab) = o(a)d(b) + 5(a)r(h) =

d0an(b) = d(ba) =o(b)d(a)+d(b)7(a) =



Seja agora A = k,[x,y] e os automorfismos

o, A — A

r +—— qx
y By
o0 A — A
r —
Yy B qy
Sejam também as aplicagoes lineares
aq m, n m—1, n
T (amy) = )™y
0
5y ) = ey Ym0

Proposicao 2.9 Em A = k,[z,y| temos
(1) yix; = qryy,
(ii) TrYr = qYrZy
(W) Oz O Xy = Ty O Oy
(1) 0y 0 Yir = qyir © 0y
(v) %oo, =qo, 0%, g—zoayzqayog—g

) Oq _ 9q 9q _ 9q
(vi) 5oy =qyio gL, oy ©Ir = 4Ir O 3,

) O _ 1 9 _ 9 -1
(vii) SLox =q w05t + 0, =qui0 5L+ 0

i) 94 - 9q — Oq -1
(vzzz)@oyr—q Yr © 3o + 0y =qyp 0 5l + 0,

: 9q _ op—0g" 9q _ oy—0y
(i) w0l = m=sil y ol Ty
Demonstracao:

(i)
g (e™y") = yr(e™y") = qry(a™y") = qry(z"y")
(ii) Anédlogo ao item anterior.
(i) Seja P =) z™y"

o.(t;P) = 0.(xP)=o0.(x)o.(P) =
= quo.(P) = qui(o.(P))

O mesmo para o, (z,P)
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(iv) Andlogo ao item anterior.

(v)

0 0
a_z OO'I<£IZ'myn) — a_z<qumyn> — qm[m]xmflyn —
o q[m]qm 1xm 1yn_
= qog([mlz™ty") =
%4 (zmyn)
= qo,0 —(x
q O Y
O mesmo para
9q m n
y ooy (z™y")
(vi)
aq m, n _ 8(] mn_maq m, n+1\ __
5y O W@"y") = o (ya™yt) = ¢t g @Myt =
— qm[m]xm—lyn+1 — qm[m]q m—i—lyxm lyn —
Jdq
— m—1,ny _ o m,n
= au([mja™"y") = ayeo 5 (2"y")
O mesmo para
9q m.n
a_y O:Ij'r(ﬂj y )
(vii)
0 0
0 ontamyry = Wamety) = g 1oy
Por outro lado,
-1 8(] m.n _ 1 m—1, n m,m,n __
(¢ woz+0.)(@™y") = ¢ w[mla™y" + "™y
— <q l[m]_'_qm)xmyn:
_ <qm—1_q m 1+qm+1 qm—1> -
= — "y
q—q
= [m+ 1j2™y"
(viii)
0 0
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Por outro lado,

m, n—1 n,m,n

_ dq — _
(g lyroa—vaffy)(x ") = ¢ 'y )™yt ey =

n,.,.m,n

= ¢ '[n]a™y" + "2y =
(7 [n] +¢")a™y" =

_ <qn—1 _ q—n—l + qn+1 _ qn—1> .
= "y

q—q*
= [n+ 1]z™y"
(ix)
aq m, . n m n m, n
wzoa—(l’ y*) = a([mla™y") = [m]a™y" =
X
gy =™y o=t
B qg—q! q—q! "y
O mesmo para
dq Oy — Uzjl

Yypo—=—-"
dy q—qt

Proposicao 2.10 (i) % ¢ uma (0, '0,,0,) derivagdo.
(i1) g—z ¢ uma (oy,0.0,") derivagao.

Demonstracao:

(i) Sabemos que
(SOCLl :(5(CL)ZOT—|—O'(CL)ZO($

Devemos provar que

dq dq _ dq
O oy = (@(?ﬂ)lo% + (o, IUy(y))z o Ir
Agora
o . _ 9¢_
or Yy = qu o

dq 2 -1 . ~
Logo g% ¢ uma (0,0, 0,) derivacao.

O mesmo vale para %xl
X
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(ii) Sabemos que
doa,=0d(a),oo+71(a),0d

Devemos provar que

R
By Ly qxy By =
9q dq
— <8—y(l’)> OO'y + q;t,’,, (@] a—y
9q _ dq
— (8—y($)> OO'y + (O-xa-y 1({,17))7, o a—y

9q
O mesmo para 50 O Yr
9q 7 1 . ~
Logo gl é uma (0y,0,0,") derivagao.
|

Com estes resultados, vamos ver a realizagdo de U,(sl(2)) em termos dos oper-
adores x;, T, Y, Yr, Oz, Oy, % e g—g definidos acima, ou seja, como os geradores de

U,(sl(2)) agem no plano quantico.

Tome P € k,[x,y] e defina

dq dq
X+[>P:l'a—ypzl'loa—y(P)
_Oq, dq

K> P =o0,0,'(P)

K'>P=o,0,'(P)

Em termos dos geradores temos

0
X+l>:c:xa—Z(x):O

0
X+>y—$a—f/(y)—$

dq
_ = — p—
X-bw=o ()y =y
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dq

X-by= Ox

—(y)y=0

K>z =o0,0,'(z) = qu

Kry=o0,0,"(y)=qy

Esta ac@o coincide com a acao de U,(sl(2)) apresentada como dual da coagao de
SL,(2) conforme se¢ao anterior e equagoes (2.6).

Teorema 2.5 Com esta agao ky[z,y] € Uy(sl(2))-modulo dlgebra.

Demonstracdo: Primeiramente vamos mostrar que se trata de um maédulo. De fato

)
KX, K'cP = KX,0,0,'(P)= lea—qaya;I(P) -
v

= leqay?axl(P) =

0
~ o o0 SHP) -

dq 2
P)y=q¢"X P

qul

Também

X\, X >P = (XuX_ - X X)>P=X,X_bP-X X,>P=
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B dq dq B o, — 0, oy — oy’ _
wa(egir)e (o) = e (5 )m) oo )

-1 -1
OyOy — O0y0, " — 020y + 0,0

- Y (P) =

q—qt
K- K!
= —— D>P
q—q

De (2.8) a (2.9) foi usada a proposicao anterior.

Finalmente, para mostrarmos que é médulo-algebra:

Xi > (PQ) = mg—Z(PQ) =z (oy(P)g—z(Q) + %(H%aﬁ)

Note que o, s6 atua em polinomios na varidvel y, isto é, se P = 2™y", entao
_mn
oy(P)=q"P

Portanto

—l dq B
XAPQ)==qu&ﬂQ%+aﬁPﬂﬂQ)—
9%

dq
8JHK@%=

= ¢fq‘”Px5§(Q)4-$
= P(Xy>Q)+(Xy>P)(K>Q)

Como queriamos, pois lembre-se que

Idem Para X_

K> (PQ) = 0,0,'(PQ)=0.0,"((a™y")(z"y") =

= 0,0, (" 2"y = ou(g y
— anq—n—lqm—‘rkl,m-i—kyn—l—l — anq—l+kq—n+mxm$kynyl —

anq—l—l—kq—n—l—mq—nkxmynxkyl — q—n—l—mxmynq—l—l—kxkyl —

— Jxazjl(xmy")azay_l(a:kyl) —

= (K> P)(K>Q)

—n—lmm—‘rk n—l—l)

Portanto, k,[z,y] é um U,(sl(2))-mddulo élgebra.
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Capitulo 3

Calculo Diferencial Nao
Comutativo

Vamos iniciar este capitulo introduzindo a definicao de formas diferenciais e do
complexo de De Rham. Em seguida definiremos a algebra diferencial universal e con-
struiremos um operador diferencial nesta dlgebra. Vamos entao construir uma nova
algebra diferencial, chamada de complexo de Wess-Zumino que tem uma estrutura
relacionada com o plano quantico e finalmente introduziremos o conceito de coho-
mologia.

3.1 Introducao

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao finita, 7}, M o espago tangente em
M, associado ao ponto p. Quer dizer, para todo p € M, existem vizinhancas abertas
U, C M, e vizinhanca V,, C R" tal que ¢, : U, — V,, é um homeomorfismo. O par
(Uy, ¢0) é chamada de carta local para M. Assim em um sistema local de coordenadas
T,M =< 8%1- >. Seja também V' = (T,M)*(O espaco de todas as aplicages de T,M

em R. Novamente em um sistema local de coordenadas, (T,M)* =< dz' >, onde

Defina
A(T,M)") = P A((T,M)7),  k=0,...00
onde
AT,M)) = aiy.q da®™ A A da'*}

Qi1 eR

Estas sdo denominadas k-formas exteriores em (T,M)* e A((T,M)*) é a dlgebra exte-
rior de (T,M)*.

59



Vamos agora definir formas diferenciais sobre M

Uma forma diferencial sobre M é uma aplicacao do tipo

w: M — UA(T,M)")
p w(p)

tal que localmente
w(p) = Z@n---ik(p)dxil A ... A dxt

onde a;;...;, : M — R sao funcoes diferencidveis em M.

Defina agora um novo conjunto formado por todas as formas diferenciais e denotado
por

M) = {w: M — [ JA(T,M))}

temos que
QM) = P (M)
k=1

Defina também a seguinte aplicacao
d: Q¥ (M) — QY (M)

que é dada por

d(z i1eeiy (P)AT A o N da'™t) = Z Z %(}?)dz‘j AdT™ A ... A da'
J

Esta aplicacao é chamada de derivacao exterior

Definicao 3.1 A tripla (2(M), A, d) € chamada de dlgebra de formas diferenciais em
M ou complexo de De-Rham e satisfaz ainda as sequintes relagoes

wAn= <_1)deg(W)deg(n)77 Aw

d(w An) = dw An+ (=1)*9@y A dn
onde se w € QF, entdo deg(w) = p.

3.2 A Algebra Diferencial Universal

Seja A uma algebra associativa com unidade. Vamos construir um objeto(élgebra)
que apresenta propriedades analogas as propriedades das formas diferenciais usuais.

Defina

Q°(A) = A, estas sao as O-formas.

Definimos agora o que vem a ser uma 1-forma:

QOYA) = Ker(p) CA® A, onde, u: A® A — A é a multiplicagao na 4lgebra.
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Proposigao 3.1 Q'(A) € uma A-bimddulo.

Demonstracao: Seja a @ b € Ker(u) e k € A. Defina
k> (a®b)=ka®b
(a®b) <k =a®bk

Inicialmente mostraremos que estas agoes ainda pertencem a ker(u). De fato,
pk>(a®b)) = plka®b) = (ka)b=k(ab) =0

O mesmo para (a ® b) <1 k. Logo Q'(A) ¢é fechado.

Seja agora ki, ks € A. Entao

ki > (k’g > (CL & b)) = k> (k’g&@ b) = ]i?l(kga) ®b
= (k1k2>a Qb= kiky > ((1, X b)

O mesmo para a direita. Temos também que
1> (a®b)=1la®b=a®b

O mesmo para a direita.
Para finalizar, precisamos mostrar que

(k11>(a®b))<1k2 :klb((a®b)<k2)
De fato

(l{1l>(&®b))<]k'2 = (k1a®b)<lk2:k1a®bk2:
= klb(a®bk2):k1>((a®b)<]k2)

Definicao 3.2 Se A € uma dlgebra e M um A-bimddulo, dizemos que
d: A— M € uma deriwvacgdo se

d(ab) = dab + adb, Va,be A
Uma consequéncia da defini¢ao é que d1 = 0. De fato,
dl=d(1-1)=dl1-1+1-dl1=dl+dl
Entao d1 = 0 para toda derivacao.
Proposigao 3.2 A aplicacio

d: A —— QL(A)
a H—— a®l1—-—1®a

€ uma derivacgao.
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Demonstracao:

dab) = ab®1-1Qab=ab®@1—-(a®@b)+a®@b—1Rab=
= ab®1l-100)+(@®1-1®a)b=

= adb+ (da)b

|

Proposicao 3.3

Q' (A) = {adb/a,b € A}
Demonstracao:(<) Inicialmente vamos provar que adb € Ker(u).
Note que
adb=0a(b®1-1®b)=ab®1—-a®b
Entao
w(adb) = ab—ab=0
(=) Sejaa®be Ker(u), entdo ab =0
Agora
a®b = a®b—ab®1=—-a(b®1—-1®b) =—adb

|

Entao Q'(A) sao as 1-formas definidas sobra A.

Definicao 3.3
Q"(A) =0 (A) ® ... Q' (A4)

O conjunto definido acima € o que chamamos de n-formas.
Proposicao 3.4 O espaco das n-formas € gerado por:

O"(A) =< apday...da, /ag, ..., an, € A >
(Por conveniéncia omitimos o produto tensorial.)

Demonstracao: Usaremos o segundo principio de indugao sobre a dimensao de V' e a
regra de Leibniz.

n=>2

(aldag) ®A (bldbg) = (0461(12()1) ®A dbg =
(ald(agbl)) &a dbg — alagdbl XA dbg =
= Clld(agbl)dbg — (alag)dbldbg

62



Suponhamos que ¢ valido para todo natural menor ou igual a n e vamos provar que
vale para n + 1

(a1db1) @ ... ® (andby) @ (apy1dbyy1 € Q"TH(A) (3.1)

Mas
Q" (A) = Q'(A) @4 2Y(A)

Entao

(a1db1) @ ... @ (andby) @ (An1dbpy1) = (a1db) @4 ((azdbs) @4 ... @4 (Gpi1dbyir)) =
= ) (ardby) ®4 (Cidc}...dc,) =

= Z ayd(bychdct...dct — Z aybidchdc...dc!, =

= Zpédp{.--dpiﬂ
J

Com estes elementos definidos, podemos definir o seguinte bimddulo
QA) =P (4) =480 (4) e (2'(4) Q' (A) ® ..
n=0

Q(A) possui estrutura de dlgebra dada pelo produto tensorial sobra A.

Vamos definir um operador diferencial em €2(A) da seguinte maneira

d: QF(A) — QFFL(A)
apday...da, +—— dagday...day,

Definicao 3.4 A dlgebra (2(A), ®4) munido da operacao diferencial d é dita ser a
dalgebra diferencial universal de A

Observagao 3.1 Note que dim(2(A)) = oo, portanto podemos ter k-formas de qual-
quer grau, enquanto no caso de formas diferenciais sobre uma variedade, o grau das
formas estao limitadas pela dimensao da variedade.

Enunciaremos e demonstraremos agora um resultado a respeito da universalidade
da algebra em questao.

Teorema 3.1 Sejam A e B dlgebras e a« : A — B um morfismo de dlgebra. Se
D : A— B € uma a-derivacao, isto €,

D(ab) = Daa(b) + a(a)Db
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entdo existe um tunico morfismo @ : Q(A) — B tal que o diagrama abaizo comute

B Q(A)

Em particular, se B ¢ uma dlgebra diferencial com operador diferencial § tal que
doa =D, entao @é morfismo de dlgebra diferencial.

Demonstracao: Defina
a(apday...da,) = a(ag)Day...Day,
Provaremos primeiramente que @ é morfismo. De fato.

Para Q'(A) temos:
a@(adb) = a(a)Db

Para Q"(A) temos:

@(aodal...danbodbl...dbm) = (aoda1 d(anb0>db1dbm+
n—1
+ (—1)ia0da1...d(an_ian_iﬂ)...dbodbl...dbm +
=1

+ ( 1)”a0a1da2 dbm—
= «alag)Day...D(a,by)Dby...Db,, +

n—1
+ Z CL() DCLl D(an_ian_i+1)...Dbm+
1=1
+ (—1)"a(ap)a(ai)Das...Day, (3.2)

Por outro lado,

a(aodal...dan)a<b0db1...dbm) = a(ao)Da1 Dan (bo)Dlebm =
= a(ag)Day...D(a,by)Dby...Db,, +
-1
+ (—1) a(ao)Da1...D(an_ian_iﬂ)...Dbm +
=1

—1)"a(ag)a(ar)Das...Day, (3.3)

3

—~~ .

+

Pelas equagoes (3.2) e (3.3) segue que @ é morfismo.

Falta provar que @ é morfismo de dlgebra diferencial, isto ¢,

a(dw) = §(@(w))
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Em termos de diagramas

A d QI(A)
« o
)
B B

De fato,

a(dw) = a(dayg...da,) = Day...Da,, =

= d(a(ag))...0(al(ay)) = d(alap)d(alar))...d(a(a,))) =
= d0(alap)Day...Da,) = é(a(w))

Exemplo 3.1 Seja A = C*(X), X espago topoldgico compacto, e C*(X) o espago
da funcoes infinitamente diferencidveis sobre X a valores complezos.

A®A=C®X x X)
e AP = C°(X x X x ... x X)

Entio, QY(A) € o espago das funcoes de 2 varidveis em X, que se anulam na di-
agonal, isto €,
F:XxX—C

tal que
F(z,z) =0

Finalmente temos

df(z,y) = (f®1-1® f)(z,y) = f(x) = f(y)

pois, 1(y) =1
]
Proposicao 3.5 > =0
Demonstracao:
d(dw) = d(d(apday...da,)) = d(1dagday...da,) =
= dldag...da, =0
|

Proposicao 3.6
d(wn) = dwn + (—1)%™wdn

65



Demonstracao: Por um lado temos:

d[(&od&l...dap)(bodbl...dbq)] = d[aoda1...d(apbo)dbl...dbq+
p—1
+ Z(—1)ia0da1...d(ap_iap_iﬂ)...dapdbo...dbq +
i=1
-+ (—1)pa0a1da2...dapdbo...dbq] =
= daoda1...d(apbo)dbl...dbq +

p—1
+ Y dagday..d(ap—iay_it1)...daydby...db, +
=1

+ (—1)pd(a0a1)da2...dapdbo...dbq = (I)
Por outro lado temos:
(daoda1...dap)(bodbl...dbq) + (—1)pa0da1...dapdbodbl...dbq =
= daoda1...d(apbo)dbl...dbq+
p—1
+ Z(—l)idaodal...d(ap_iap_iﬂ)...dapdbo...dbq+
=1
1)Pdagardas...daydby...db, +
l)paodal...dapdbodbl...dbq = (I])

-
(—

Note que (I) = (II).

|

Definigao 3.5 Uma forma diferencial w € QF(A) € fechada se dw = 0 e € exata se
w = dn para algum n € QF1(A)

Observagao 3.2 Toda forma exata é fechada, pois dw = ddn = d*n =0
Teorema 3.2 (Lema de Poincaré) Em Q(A) toda forma fechada é exata.

Demonstracao: Defina
g QA4 — QA

wdr - (=1)%%uy

onde dz € Q'(A).
Vamos inicialmente mostrar que Gd + dg = Id

Bd(wdz) + dB(wdz) = B(dwdz) + (—1)*d(wz) =
_ (_1>degw+1dwx + (—1)deg“’dwx +
4+ (=1)%9% (1) udr = wdr = Td(wdz)

Seja ¢ uma forma fechada. Entao

Bde +dBp = ¢

Mas dp = 0 pois ¢ é fechada. Assim dfp = . Portanto ¢ é exata.
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3.3 O Complexo de Wess-Zumino
Seja A = k,[z,y], vamos construir uma algebra diferencial Qu z(A) que seja:

(i) Algebra quadrética, isto é, ela é o quociente de uma algebra diferencial universal
livre por um ideal quadratico.

(ii) SL,(2) bi-comédulo
Assim o calculo diferencial resultante serda denominado bi-covariante.
Podemos pensar que Q(A) = k{z,y, dx,dy}/Leibniz
Vamos agora definir as 1-formas no dual de A% = k, [z, y].
1 2

Usaremos a seguinte notacao: - =x e z° =y

Escreveremos a relagao yxr — qry = 0 como:

> Eya'y’ =0 (3.4)
¥

_ (a0
5= (1)

E natural supor que o dual de A% seja uma &lgebra quadratica. Entao

onde

A = k{da' da”}) <) ejpdatda’ >

]

onde ¢;; € k, isto ¢, sao coeficientes no corpo.

< dz' 1) >= ¢!

Queremos que

Zsijdxidxj =0 (3.5)

i?j

£ = <€11 512)
€21 €22
Colocando (3.4) e (3.5) no pairing, obtemos:

< Z gijda:idmj, Z Ekl:ckyl >=(
i\ k.l

onde
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Assim,

Z = &gyl < daci,xk >< dxj,xl >
Z‘7j7k7l

= ZgijEij = TT(&TE) =0

]
Calculando o produto de eTE e aplicando o Tr, obtemos que:
€12 — €21 =0

ou seja
€12 = (&2

As solucoes possiveis sao

(€11 qeEar) 10 0 ¢ 00
° (521 822) —fn (O O) ten (1 O) + e (0 1
Fazendo Y e;;dz'dz? = 0 e somando nos elementos da matriz & obtem-se:

e11(dz')? + e91(qda'dz® + 1dz*dxt) + 9 (dz®)?* = 0
Entdo (dz')? = (dz)? =0 e (dz?)? = (dy)* =0
Logo
qdxtde? + daPdxt = gdedy + dydx =0

Estas sao as relacoes que definem A°?2.

Portanto A%? = (A2°)*. Levando em conta estas relacoes temos:
Qwz(A) =Q(A)/1
onde
I =< yx — quy, (dv)?, (dy)?, qdzdy + dydz, ... >

As reticéncias significam que existem termos envolvendo produtos de elementos de
Q°(A), com elementos de Q*(A) cruzados.

Entao
Qwz(A) = Q(I)/VZ(A) b Qll/VZ(A) ® le/VZ(A)
onde
Myz(4) = A
Oy (A) = <dr,dy >
Oz(A) = <dwdy >~ A

O simbolo < > quer dizer médulo gerado por.
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A seguir indicaremos algumas relacoes adicionais em I, isto é, queremos que zdzx, xdy, ydx, ydy
possam ser escritas como combinacao lineares de dxx, dxy, dyx e dyy. Estas relacoes
corresponderao aos geradores restantes do sub-moédulo /. Queremos entao que:

xdr = apdrx + appdry + azdyr + apadyy
xdy = agidrx + agsedry + aszdyx + asudyy
ydr = azdrx + asadzry + aszdyx + azsdyy
ydy = agdrxr + agdry + aszdyr + agdyy

Os dezesseis coeficientes desconhecidos nao sao faceis de serem encontrados, por isso
apenas indicaremos alguns passos, e mostraremos diretamente as relagoes desejadas.
Para mais detalhes ver [5]. Inicialmente devemos aplicar d nas quatro equagoes acima,
e obtemos 4 relagoes entre estes coeficientes. Apds, diferenciamos a relacao yr —
qry = 0 e trocamos xdy e ydx pelas relagoes postuladas acima e obtemos mais trés
relacoes entre os coeficientes. Depois usamos a compatibilidade da coagao de SL,(2),
com isso obtém-se mais oito relagoes. Para o 1ltimo parametro, precisamos usar a
associatividade cibica, isto é, (xdy)dzr = x(dydz). Portanto as relagdes sao:

yr = qry,
qrdx = dxx qudy = dyy
—qdxdy = dydx (dz)? = (dy)* =0
ydr = qdzy

Considere A = A0 Sabemos que
Qwz(A) = Q2 (A) © Q2 (A) © Q2 (A)

Considere também que
. Ok k+1
d: Qyy — Qyz

Seja w € QY tal que w =Y appr™y". Entao

dv = Z A d(2™Y") = Z Andz™y" + 2" dy" =
= (dez™ '+ pdra™* + pidoa™ P 4+ 4 2" o)y +
+ 2™ (dyy" T ydyy" T Py T 4y Yy =
= ("' =q¢" 4+ .+ D™ gy e+
4 xm(qn—l 4 qn—2 4o+ 1)yn—1dy —

m _ 1 n_1
— q—n <q )xm—lyndl, + (q )xmyn—ldy
q—1 q—1

Como P(z,y) = z™y™ tem-se que

P(zq,yq ") = a"q"y"q "

n,.m,n

P(z,yg~ ') =q "z™y
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Entao,
P(xq,yq') — P(z,yq™") ¢ (¢ — 1)z™y"

q—q! q—q!
Assim denotamos,
|
DQP — n m, n
uDiP(x,y) = q (q_1 )x y
e
b DLP(e,y) = [ L2 )amyr
T Yy 9 q _ 1
Portanto,
d(P) = DiPd(x) + D}Pd(y) (3.6)

As derivadas D e D} sao as mesmas que aparecem no calculo das g-diferencas de
Jackson. Para mais detalhes sobre a equagao de (3.6) ver [11].

3.4 Cohomologia
Comecaremos esta secao definindo alguns sub-espagos do espaco das p-formas.

Definigao 3.6 O espaco das p-formas fechadas(p-cociclos) serd denotada por

Zy 7(A) ={w € Yy 4(A); dw =0}
O espago das p-formas exatas(p cobordos) serd denotado por

Bjy,(A) = {w € Zfy 5 (A); w=dn, 1€ Dy,
Definicao 3.7 O quociente(A-bimddulo)
HieVZ(A) = ZXZ/)VZ(A)/B%Z(A)

¢ denominado a p-ésima cohomologia do complexo de Wess-Zumino.

Estudaremos o que acontece quando estamos trabalhando com ¢ genérico.

Quando p = 0, temos QY , = k,[z, y]
Note que d1 = 0. Entao

Zy,(A) =<1>=k, By z(A) = {0}
Assim
dim(Zp, ,(A4)) =1
e
dim(HY,(4) = 1
Agora

Uy 2(A) =D Pla,y)da + Q(x,y)dy}

70



Seja w € Z}y,,(A) e tome
w = ax™y"dx + BalyFdy

Queremos que d(z™y"dx + x'y*dy) = 0. Mas,
d(az™y"dz + Bz'y*dy) = a((dz™)y"dx + 2™ (dy"™)dz) +
+ B((dx')y*dy + 2! (dy*)dy) = 0
Entao
ax™(dyy™ ™t Fydyy" A4 .+ y " Ndy)de + B(dea' Tt 4 adea' T + L+ 2t da)yRdy =

= az™y" "+ "+ .+ Ddydx +
+ BN ¢+ Ddaytdy =

-1
= —aq <q )xmynldxdy +

qg—1

L—1
+ Bg* (_q 1 )xllykd:cdy =0

Assim devemos ter que
m=10—1

k=n-—1
Logo,

E segue que,
Portanto,

Tome o« = 1. Entao
6ql7k . qk+2 — _ﬁqfk —q

Temos assim 3 possibilidades:
(i) B¢"=F = Bq* e ¢"? = ¢, onde obtemos que:

ql:1:>l:O

kE+2=1=k=-1

O que é impossivel, pois k£ nao pode ser negativo.

(ii) B¢ = —q e Bqg* = —¢**2. Entao,

B¢ =—q
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e
Segue entao que
P2 =
Donde
l+k+1=0=1=-k—-1
E portanto

[ < -1

O que é impossivel.

(iii) B¢"™* = ¢"*? e Bg~* = ¢. Assim temos,

=gt =q
Entao

R = g
Logo,

l+1=k+2
Como,

k+l=n=k+2=n+1

Portanto,

[+1=n+1=1l=n
Assim, se w € Z};;,(A), entdo é da forma

w = xnflyndm 4 qnxnynfldy

Mas se,
1 d( n,.n n)
w = —alg Ty )=
[n]
1n(dn)n+1nn(dn)
= —q"(d2")y" + —=q"2"(dy") =
7] [n]
1n[]n—1d n+1nn[]n—1d
= —q T Ty —q TNy Y =
7] [n]
_ :L,n—lyndx_{_qnxnyn—ldy
Entao,

w € B},VZ(A)

Temos ainda que y"dy e z"dz pertencem a Zj,,(A). Mas,

n _ 1 n+1
4 dy_d([n—l—l]y >
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e = d| ——gn !
n+1]

Entao
y"dy, x"dx € By ,(A)
Logo,
dim(Hly5(4)) = 0
Finalmente,

Dy 4 (A) = {P(z,y)dzdy} = {a™y"dxdy}

Note entao que
QIQ/VZ(A) = ZI%VZ<A)

Agora devemos escolher a e 3 € C tal que
d(ax™y"dx + By dy) = P(x,y)dxdy
Entao
d(ax™y"dx + Bx™y" T dy) = ax™dy" T dr + Bdx™ Ty dy =

= ar™(@" + ¢+ ..+ Dy dydr +
+ Bl@™+ ¢+ .+ D™ doy"dy =

n+l 1
= —aq (q_) x™y"dxdy +
qg—1

m+1 1
+ p <q7> g "y dxdy =
qg—1

qm+1 -1 . qn-i-l -1 o
= (5((]_71>q —aq<ﬁ 2"y dxdy

Se escolhermos

ﬁ:2q <qm+1_1>

Obtemos
d(ax™ Ny dx + By dy) = P(x,y)dxdy
Portanto
Q%/VZ(A) = BIQ/VZ(A)
Assim

dim(H}, ,(A)) = 0

Calculando estas dimensoes temos um resultado interessante envolvendo topologia.
Para isto, é necessario uma outra definigao:
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Definigao 3.8 A caracteristica de Euler de um espaco é definido como

X(M) =) " (=1)" dim(H" (M))

n

Portanto a caracteristica de Euler do plano quantico para ¢ genérico é,
X(A) = dim(Hyy, ,(A)) + dim(Hy,z(A)) + dim(Hy 4 (A)) = 1
Topologicamente, quer dizer que o plano quantico se comporta como um plano.

No préximo capitulo faremos o mesmo para ¢ = 1

74



Capitulo 4

A Geometria do Plano Quantico
para q3 =1

Neste capitulo estudaremos tudo o que foi visto nos capitulos anteriores, mas para
o caso particular, quando ¢ = 1

4.1 O Espaco M da Matrizes 3 x 3 como o Plano
Quantico Reduzido

A algebra das matrizes n x n pode ser gerada por dois elementos x e y de tal
maneira que satisfacam

yr = qry, et =y =1 (4.1)
onde ¢" =1

Estamos interessados em um caso particular, quando n = 3, sendo assim podemos
explicitar quem sao x e y

1 0 0 010
xr=10 ¢! 0 y=10 0 1
0 0 ¢ 100

onde ¢* =1 (Use o fato que ¢~! = ¢?).

Com z e y desta forma, verifica-se facilmente as relagoes em (4.1) para n = 3

Observagao 4.1 (i) Toda matriz 3 x 3 € gerada por 9 matrizes elementares E;;,
estas matrizes tem 1 na entrada (i,j) e 0 nas outras.

(i1) Estas matrizes podem ser expressas em termos de x ey da sequinte maneira

By = (I+z+27%)/3, By = (y+ oy +2%y)/3

By = (' +ay’ +2%)/3  Exn= (" +qzy’ + ¢*2%%)/3
By = (I+qr+q°®)/3  Esp=(y+qey+q°a’y)/3
Exn = (y+zy+qr®y)/3  Exn= (4" + oy’ + q2*y’)/3
(I + ¢*x +qz*)/3
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Para provar estas relagoes precisamos usar o fato que ¢> +q+1 = 0. Com isto
todas as relagoes sao verificadas.

Sabemos que para qualquer matriz A, 3 x 3 temos

e como cada E;; é gerado por x e y, segue que a dlgebra das matrizes 3 x 3 é gerada
por = e y.

A dlgebra associativa gerada, sobre os nimeros complexos, por x e y com a relacao
yr = qxy é conhecida como a algebra dos polinomios sobre o plano quantico e é
denotada como ja vimos por K [z,y]. Quando ¢ = 1, esta dlgebra é comutativa e
pode ser considerada como a algebra dos polinémios K[z, y] no plano afim usual,
x e y sendo funcoes coordenadas. A dimensdao do plano quantico é infinita, pois
as poténcias dos geradores nao satisfazem nenhuma relagao em particular. Ja em
M3(k)(A algebra das matrizes 3 x 3), os geradores x e y satisfazem as relagoes 23 = T
e y> = I. Sendo assim a dimensao de M3(k) é igual a 9 e a base de geradores é dada
por

BT, x,y, 2%, %, xy, 2%y, xy?, 2%y}

Note que estes geradores sao os responsaveis pelas matrizes elementares ;.

Seja agora kAq = ky[z,y]/(¢* — 1) uma dlgebra associativa e I, o ideal bilateral gerado
por 2> —1=0¢e y> — 1 = 0. Considere

MS(k) = ];;/[q

Por esta razao consideramos o espaco da matrizes 3 x 3 sobre k£ como o plano quantico
reduzido e denotamos esta algebra por M.

4.2 O Grupo Quantico F e o seu dual H

Na segao 2.3 do capitulo 2 definimos a coagao de SL,(2) sobre o plano quantico
K,[z,y]. Devemos lembrar que esta coacao se reduz a uma coagao sobre M, mas para
isto devemos mostrar que:

(i) du(@®) =121

(i) o(y*)=1®1
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Isto implica em novas relagoes entre os geradores de SL,(2). Vejamos:

S(x%) = §(2)6(x)6(z) =
(a®z+b®y)?=ad®®2*+d® @ 2%y + aba @ vyr + ba® @ yz* +
ab® ® xy? 4 bab @ yxy + b’a @ y’r + ¥ @ y° =

= a®* @2 +a*b® 2%y + q(a®b ® 2%y) + q(aba ® zyz) + ab® @ xy? +
q(ab? ® xy?) + q(bab @ yay) +0° @ y* =

a® @ 2 4 (14 q)a®b @ 2%y + ¢*(a*b @ 2%y) + (1 + q)ab® @ xy? +
¢*(ab® @ 2y®) + 0> @y’ =

= @’ + (1+q+¢")?b@a’y+ (1+ ¢+ ¢*)ab’ @ 2y’ +b° @ y°

+

+

+

Mas lembremo-nos que ¢*> + ¢ + 1 = 0. Logo
5l(333) — CL3 ®I3 + b3 ®y3
Fazendo o mesmo obtemos:

G =cer+d ey’
() =r*@d+y e

5r(y3) — ZE3 ® b3 + y3 ® d3
Mas &§(z%) = §(y®) =1®1 e 6,.(2%) = §,(y®) = 1 ® 1. Portanto devemos ter
> =1 =0
¢ =0 =1
(4.2)

Denotaremos por F' o quociente da algebra SL,(2) pelo ideal bilateral gerado por
< a®—1,0% ¢ d* — 1 >, denotemos este ideal por Ir. Agora note que em SL,(2),
temos:

ad —qch =1

Multiplicando por a?, obtemos
a®d — ga’ch = a®
Ou seja
d = a*(1 + qcb) (4.3)

Pela relagao de (4.3), notamos que d depende de a,b e ¢, segue entao que F é gerada
por elemento do tipo a® - b% - ¢7, onde «, 8,7 : {0,1,2}. Assim F tem dimensdo finita
e é associativa e

dim(F) = 27
Proposicao 4.1 F' ¢é uma dlgebra de Hopf.
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Demonstragao: Para mostrar que o quociente F' = SL,(2)/Ir é uma élgebra de Hopf
precisamos mostrar que

(i) e(Ip) =0

(i) A(Ip) C Ip ® SLy(2) + SLy(2) @ Ip
(i) S(Ir) C Ip
De fato,

(i)

Al@®-1) = (A@)P-11=

(a®a+bRc);’-101=

= @®*®ad’®+ a’b ® a’c + aba ® aca + ab* ® ac® + ba®> ® ca® +

bab® cac+ba@Fa+ PP @ -1®1 =

a®@ad®+ (1+q¢?+q¢Ha*b®a’c+
1+F+HYal* @a? +P el -101 =

PR+ -101 =

= ded-dde1+dPl1-101+Ped =

= *@@-1)+(@-1)@1+b®c € Ir@SLy(2) + SL,(2) ® Ir

+

+

Anélogo para A(d® —1).

A = (AD))P =(a@b+b®d)?® =

= b+ a’b® b*d + aba @ bdb + ab® ® bd?* +
ba? ® db* + bab @ dbd + b* @ d*b + b @ d* =
a® @b+ (14 q+ ¢*)a*b @ b*d +
(1+q+@)a? @bd* +0* @ d* =
AR+ Rd € SLy2) @ Ik + I @ SLy(2)

+

+

Idem para A(c?).
|

Com todas as restrigoes satisfeitas, podemos concluir a partir da secao 2.3 do
capitulo 2 que M é um F-comodulo a direita e a esquerda e tem estrutura de F-
comodulo dlgebra. Apesar de F' coagir com M, ela ndao age em M, para isso vamos
definir uma algebra de Hopf H que serd um quociente da algebra universal envolvente
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U,(sl(2)) pelo ideal gerado por ¢* — 1, X3 e K? —1 . Ela na verdade é o dual de F.
Vamos a seguir estudar um pouco de representagoes de U,(sl(2)) quando ¢ é raiz da
unidade.

Seja | = g, se d éparel=d, sedéimpar. Entao temos
Lema 4.1 X\, X', K' € Z(U,(sl(2))), isto €, estio no centro de U,(sl(2)).
Demonstracao:

K'X, = K'X,K'K'=¢"X,K'=1X,K'= X, K!
Também temos

XK = XoX. . XuK=
= KK 'X. KK 'X,KK' . .KK'X.K=
Kq™' X, = KX}

Tem-se ainda que

q—(l—l)K _ ql—lK—l

XX = X =0
Pois,
¢ —q"
= e
De modo analogo, obtemos
(X X =0

O que acontece como os U, (sl(2)) médulos quando g2 = 1?7 A resposta ¢ dada nos
proximos teoremas.

Teorema 4.1 Os U,(sl(2)) mddulos de dimensdo n menor que | sdo isomorfos a V.,
dados no teorema(2.2)

Demonstragdo: A demosntragao é mesma da reciproca do teorema (C.1) , pois 1, ¢, ¢?, ..., ¢"

sao escalares distintos. ¢
Teorema 4.2 Nao hd modulos simples de dimensao maior que L.

Demonstragao: Assuma que exista V um U,(sl(2)) médulo de dimensao maior que .
Vamos dividir em dois casos:

(i) Suponha que exista v € V' tal que Kv =X v e X_v =0,
Tome subespaco vetorial V' gerado por

_ _ D, _ -1, _
vo =0, XpUv=v1,.,X 0=, .., X v=0v_
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Entao {0} #V' GV
Vamos mostrar que V' é submédulo.
Kv, = KX}v = ¢ X} Kv = \g*v,
Xov, =X XPv=X, 0<p<i—1
X1 = Xﬁrv =av, a€k
esta ultima igualdade é obtida do Lema de Schur.
X v, = X XPv=[XX|v=
PIK N — g DK

q—q!
qpflA*].q*Z(pfl) — qf(pfl))\qz(pfl)

=[] XP =

= [p] q— q_1 Up—1 =
]q—p—f—l)\—l _ qp—l)\

q—q!

= Ip Up—1

Portanto V' é submddulo de V', contradizendo a hipétese de V' ser simples.

(ii) Suponha que nao exista v € V tal que Kv = v e X_v =0, v #0.

Considere V' C V' gerado por
Vo =0, v = X_v, .., v,=Xv, ..., vy = Xt
Entao V' é submdédulo de V. De fato
Kuv, = KX"v = A\g v,

X v,=X X’v=X"" 0<p<i—1
X uy,=Xv= av, «a€k

A dltima igualdade obtém-se do Lema de Schur.

g 'K +qgK !

X, XPv = X, X XM= (C,— =) Xy =
~1y,—2(—1) ~1,2(p—1)
q g +q\"q
(ﬁ - (g—q')? )U’H (44
)\q—2p+1 +)\—1q2p—1
B= (g—q')? !

Em (4.4) foi usado o Lema de Schur.
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Entao V' é submédulo de V' com dim < [, contradi¢ao logo nao existem mdédulos
simples de dim > [.

O proximo resultado nos diz a respeito do U,(sl(2)) médulos com dimensao I.
A demonstragao deste teorema nao é das mais faceis, portanto apenas faremos um
esbo¢o da demonstragao.

Teorema 4.3 Qualquer U,(sl(2)) mddulo com dimensao igual a 1 é isomorfo a um
dos modulos a sequir:

(1) V(A a,b) com b+ 0
(ii) V(X a,0) onde X\ ndo € da forma +¢’~', 1<j<Il-1.

(iii) V(+q' 7, c) comec#0 el <j<Il-—1.

Esboco da demonstragao: Vamos apenas definir os médulos do item (i) e (iii) e mostrar
como os geradores de U,(sl(2)) atuam nos elementos da base e para o item (i) vamos
mostra de fato que V/(A, a,b) é um U,(sl(2)) médulo.

(i) Seja V(A a,b) com A # 0, onde dimV = [ e a base de V' é dado por {vg, ..., v;—1}
tal que

X_ vy =vpp1, Xqvg=av_i, X;_1=>by

Temos de mostrar que V(A a,b) é um Uy(sl(2)) médulo. De fato
KX+K_11),, = KX+>\_1q2pvp = )\_lq2pKavp_1 =
= MPATPPIX = P Xy,

Idem para KX_K~!
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Também
[X+, X_]'Up = X+X_Up — X_X+Up =

*p+1)\ _ pfl)\—l
= X;%+y—<q q_;L @y+m>v%1:

P\ — gP)\ !
= (—q (1_1 p+ 1]+ ab) -
q—4q

q*erl)\ _ qpflA—l
q—qt

[p] + ab) Up =

1
— m(q)\ o q72p71>\ o q2p+1)\71 _i_qfl)\fl - q)\+
4 q—2p+1)\ 4 q2p—1)\—1 . q—1>\—1>vp —
1 _ _ iy
= G;:;gﬂq%“m—ql)—fﬁq—q1M1ﬁ¢=
q—2p)\ o q2p/\—1
g q — q—l 'Up =
K—-K!
T

Isto mostra que V(A a, b) funciona como um U,(sl(2)) médulo.

(iii) Seja V(u,c) com p # 0 onde dimV = I, tendo como base {vy, ..., v,_1} satis-
fazendo
Kuv, = ng* v,

q*pufl-qpu[

X Upp1 = q—q p+ 1],

X—l-vp = Up+1, X—UO = 0, X+Ul_1 = Cly, KUl—l = qu_QUl_l
De maneira andloga mostra-se que V(p, ¢) é um U,(sl(2)) mddulo.

A seguir explicitaremos uma base para médulos de dimensao 2. Seja V um U,(sl(2)-
moédulo. Como a dim(V) = 2, segue que n = 1, de acordo com o teorema (2.3) ,
temos quem ¢ a representacao de K para esta dimensao.

Como K é uma matriz diagonal, segue que os seus autovalores sao:

A=¢q d=q"
Nossa meta é encontrar uma base para V. Conforme teorema (2.3) devemos ter que

X+'U:O
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ou seja,
01 r\ (0
0 0/\y/ \O
Logo y = 0 e x é qualquer. Portanto vy = (1,0) é um vetor da base e satisfaz:

o4 )6 () o)

ou seja, vy € autovetor do autovalor \; = q.

o — ﬁXivo = (2 8) ((1)) - ((1))

Entao v; = (0,1) e satisfaz X,v; = 0 e Kv; = ¢ vy, ou seja v; é autivalor do
autevetor Ay = ¢ —1. Obtemos assim uma base para médulos de dimensao 2. Seja ela

B = {(17 0)7 (07 1)}

Agora

que sao os autovetores.

4.3 As Acoes de H

Nesta secao vamos definir algumas acoes de H. Sao elas:
(i) Hem H
(i) H em F
(iii)) H em M

Depois de definidas, mostraremos como elas atuam no seu geradores. Comecemos
pela mais simples.

(i) H agindo em H
A agao é dada pela multiplicagdao. Sao elas:

Acado a direita:
o HOH —— H
X®Y —— XY =XY

Acdo a esquerda:

o HOH — H
X®Y — Xp>Y=XY
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Provaremos que sao agoes. De fato

X > (XQ > Y) = Xl(XQ > Y) = Xl(XQY) =
— (XX)Y = X1 XY

Da mesma forma,
1>Y=1Y =Y

Idem para a direita.

H agindo em F'.

Seja X,Y € H, formas lineares em F'. Tome u € F.
Define-se a ac@o entre estas duas algebras de Hopf(H em F'), usando o empar-
elhamento < , >.

Acdo a esquerda:
a: HF —— F
(X,u) +—— Xp>u

Mas para esta acao, faremos o uso do emparelhamento:

<Y, Xpu>=<YX u>
Proposicao 4.2 F' é um H-mddulo dlgebra.

Demonstracao: Primeiramente mostraremos que se trata relamente de uma acao.
De fato,

<Y, Xi> (Xobuw) > = <YX,Xo>u>=<(YX1)X5,u>=
= <Y(X1Xy),u>=<Y, X; Xo>u>

Logo
X1>(X2>u):X1X2>u

Temo também que,
<Y, 1>u>=<Ylu>=<Y,u>

Entao
1bu=u

Assim F' é um H-modulo.

Para mostrar que F' é um H moddulo algebra precisamos notar que

<Y, Xpu> = <YXu>=<Y®X A(u) >=
= <Y ®JX, U1y ® Uy >=< Y, Uy >< X, UGg) >=
<Y,U(1) < X, W) >> (4.5)
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Assim,
Xpu= Uy < X,U(g) >

Vamos agora provar que F' é um H-modulo algebra. De fato,
X (uv) = Z(uv)(l) < X, (uv) ) >= Zu(l)v(l) < X, w2 >=
= D upvn) < AX), upe) © v >=
= D umre < Xy ® Xy, ue) @ v >=
= > uw < Xy ue > vy < X @ v >=
= Y (Xg) > u)(X > v)
Da mesma forma,

X1=) 1g) <X, 1 >=&(X)1

Podemos definir uma agao a direita da seguinte maneira:

a: FOH — F
(u, X) H— u<X

Entao
<Y udX >=< XY, u>
E uma acao, de fato:
<Y, (u<X))<Xe> = <XoY,u<X; >=< X3(XpY),u>=
= <(XiXo)Y,u>=<Y,u<1dX; Xy >

Isto é,
(U<]X1)<]X2:U<X1X2

Da mesma forma,
<Yu<l>=<1Y,u>=<Y,u >

ou seja,
u<ll=u

De maneira andloga como na proposigao (4.2) , temos que F é um H-mdédulo
algebra a direita.

Agora mostraremos como a agao a esquerda atua nos geradores de H e geradores
de F'. Temos entao que:

H=<X,,X_|K >, F=<a,bcd>

<K, X,p>a> = <KX ,a><K®X,,a®a+b®c>=
= <Ka><Xi,a>+<Kb><X;,c>=0
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Também,
<X  Xipba>=< X, X;>a>=0

Entao
X+|>CLZO
Analogamente tem-se que X, >c¢=0
Agora,
<K,X+[>b> == <KX+,b>:<K®X+,a®b+b®d>:
= <Ka><X,  b>+<Kb><X,,d>=
<Ka>1+4< K,b>0=<K,a >

Entao
X+|>b:a
Finalmente,
<K, X,p>pd> = <KX, ,d>< KX ,cQb+d®d>=
= <Ke>< X ,b>+< K, d>< X ,d>=
= <Kc>1+< K, d>0=<K,c>
Assim,

X+l>d:C

Da mesma forma temos que:

<K, X pa> = <KX _ ja><K®X_ ,a®a+b®c>=
<Ka><X_,ja>+<Kb><X_,c>=
= <Ka>0+< K b>1=<K,b>

Entao,
X >a=0b

Fazendo o mesmo obtemos que:
X >pb=X_1>d=0, X_b>c=d
Por 1ultimo temos que:

<K, Kpa> = <KKa><KK,aQ®a+b®c>=
<Ka><K,a>+< K,b>< K,c>=
= qg< K,a>=< K,qa >

Entao,
< K,a>=qa

Para os outros temos,

K>b=¢ Kp>c=qc K>d=q¢d
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(iii)

O calculo para a acao a direita sao andlogos por esta razao apenas indicaremos

os resultados.

aldX, = c
aldX_ =0
a<lK = qa

H agindo em M.

b<X+:d C<]X+:O d<X+:O
b X_=0 cdX_=a d<aX_=b
baK=q¢b c¢c<K=¢c d<K=¢q%d

Na se¢ao 2.3 do capitulo 2, definimos a agao de U,(sl(2)) sobre o plano quantico
k4|, y], usando o emparelhamento. A agao de H sobre M ¢ a mesma da referida
secao. Agora para calcular a acao de H nos geradores de M precisamos con-
siderar dois fatos: M é H-modulo algebra e as agoes sobre os geradores z e v,
como esta mostrado na secao 2.3.

X+[>LU2 =

2

X, >y

XiD>r-x=
(Xipax)(Ipa)+(K>a)( X >a) =
0

Xi>y-y=
(Xiy)A>y) + (K>y)(Xi>y) =
xy+q2yx:

xy + xy = 21y

(X > a)(I>y) + (K> 2) (X >y) =

gz’

Com estas relacoes, podemos de maneira analoga obter as relacoes para os outros

geradores:

X, >ty =41

Da mesma maneira temos,

X >a? =

X, > ay? = 2q2%y X, > 2%y? =2¢%
X pDr-x=
(X_pa) (K 'pa)+ (1> a)(X_ >a)=
¢ 'yr +ay =
xy + xy = 22y

(X_>y) (K 'y + (A y)(X_>y) =
0

(X bz)(K'>y+(1>2) (X >y =

qy?

87



Para as outras temos,
X_ > 2y = 2quy? X_>ay® =q¢%1 X_ > a%y? =2¢%x
Finalmente temos,

K2 = (K>2)(K > 1) =¢*a?
Ky = (Key)(K>y)=q’

Kay=(K>x)(K>y) =¢ry=uxy
Assim temos,
K > 2%y = g2y K > xy? = ¢*xy? K > 2%y = 2%°
Da mesma maneira podemos fazer todos os calculos, utilizando acoes a direita.
Primeiramente vamos definir a coacao a esquerda:

51: M - F®M
z — > 202

Assim definimos uma agao a direita, da seguinte forma:

o MQH —— M
(2, X) +—— 219X =(<X, - >®Id)j(z) =
Y< X, 20> @

De maneira andloga como anteriormente, prova-se que «, ¢ uma acao e que M
é um U,(sl(2)) médulo algebra a direita. Igualmente podemos calcular a acao
dos geradores de U,(sl(2)) nos geradores de M. Sao eles,

r1Xy =y r1X_=0 r<A K =qzx
y< Xy =0 y<4X_ =z r<dK = g%y
11X, =0 11X =0 1<K=1
P?aX, = 2y 2*<aX_=0 2?9 K = ¢*a?
y<a4X, = 0 y* <1 X_ = 2qzy v < K = q?
ry<1X, = o* ry <1 X_ =a? xy < K =uxy
Py<aX, = 2t Py<X_=1 oy <9 K = g’y
rfaX, =1 vy A X_ =2q2%y  xy? < K = ¢’y
2P <aX, = q¢ 2P <X_=gqy 22y? <9 K = 22y?
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4.4 O Complexo de Wess-Zumino e Cohomologia

Sabemos que quando ¢* = 1, nés impomos as relacoes no plano quantico 23 = 1
e y> = 1. Isto define a dlgebra M (dlgebra das matrizes 3 x 3) como o quociente
do plano quantico. Adicionando estas duas relagoes cubicas na algebra diferencial
Qwz(A), define-se uma nova élgebra diferencial que denotaremos por Q7 (M). Para
verificarmos que isto define uma algebra diferencial, devemos verificar que nds estamos
tomando o quociente por um ideal diferencial, em outras palavras, devemos verificar
que

de’=dl =0

dy* =dl =0
De fato,
de’x + 2%de = dea® + vdex + 22dx =
= ¢*2%dx + qridr + 2*dx =
= (14+q+¢)a’de=0

dx?

Da mesma forma para dy?®.

A nova élgebra diferencial Q7 (M) é chamada de Complezo de Wess-Zumino Re-
duzido

Estudaremos agora a cohomologia de d para o caso onde ¢ = 1

p = 0. Entao
Wy, (A) =< 1,2y, 2% v*, vy, 2%y, 29°, 2°y° >
Neste caso temos
Zya(A) =<1>=k

e
By 7(A) = {0}
entao
dim(H,(A)) = 1
p = 1. Entao

My, (A) = <dw,dy,vdz, vdy, ydz, ydy, vyds, vydy, v*dz, 2*dy,
y2dx, dey, nydx, nydy, x2ydx, :c2ydy, x2y2d3:, xzdey >

Agora note que:
dl=0 d(x)=dzr d(y)=dy

d(xy) = dry + xvdy = ¢*ydx + xvdy € By ,(A)

d(z?y) = da’y+ 2°dy = dray + xdry + 2dy =
= (¢ + Dadry + 2°dy = (¢ + 1)¢*zydx + 2*dy =
= (14 ¢Aaydr + 2*dy = —qrydr + 2*dy € By, ,(A)

89



Analogamente tem-se:
d(zy?) = qy’dr — ¢*ryde  do* = —¢Pxdr  dy* = —q¢Pydy
d(2*y?) = —wy’dz — ¢’z ydy

Logo
dim By, ,(A) = 8

Agora z%dz e y*dy nao aparecem na combinagao de nenhum elemento de Bjy,,(A),
mas sao fechadas. Portanto

Ziy7(A) = By z(A) @ < a?dw,y*dy >

isto é,

dim Zj, ,(A) = 10
e portanto

dim(Hyy, 4 (A)) = 2
p = 2. Entao

Oy, (A) = < dwdy, vdrdy, ydrdy, vydrdy, v*drdy, y*dedy,
22ydxdy, xy*dedy, 2*y*dedy >

Agora temos que
ZI%VZ(A) = QIQ/VZ(A)

Logo
dim(Zjy 2(A)) =9

Note que nenhum elemento de Q};,,(A), quando derivado, resulta em z?y*dzdy. En-
quanto, todos os outros sao derivadas de alguma 1-forma

dim(Bg,,(A)) =8

Portanto

dim(H,,(A)) = 1

Podemos entao calcular a caracteristica de Euler.
x(A) = dim(Hy, ,(A)) — dim(Hyy, ,(A)) + dim(H7, ,(A) =1-2+1=0

E isto é a caracteristica de Euler do toro, isto quer dizer que, topologicamente o plano
quantico, quando ¢® = 1, possui as caracteristicas de um toro.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho depois de estudarmos os principios de algebras de Hopf, percebemos
que este tipo de algebra aparece muito no estudo do plano quantico, principalmente
quando queremos estudar os efeitos da acao e coacao de certas algebras de Hopf no
plano quantico. Foram estudados dois casos especiais, a algebra SL,(2) e a algebra
U,(sl(2)), onde concluimos que para mostrar que de fato sdo dlgebras de Hopf, pre-
cisamos fortemente usar o teorema universal da algebra livre, e como ja era esperado,
os calculos se mostraram dificeis e cansativos. O fato mais interessante foi estudar a
geometria do plano quantico, onde foi, considerado dois fatos, uma para ¢ genérico
e outra para ¢° = 1, e o resultado obtido foi que para ¢ genérico o plano quantico
tem caracteristicas topoldgicas do plano usual, e para ¢ = 1, o plano quantico tem a
topologia do toro, que na verdade como estamos estudando, objetos nao comutativos,
o toro em questao é nao comutativo. Fica uma pergunta: E se considerarmos ¢* = 1
ou ¢° = 1, que tipo de resultados podemos obter? A partir disto podemos ter outras
respostas em relagao a geometria nao comutativa do plano quantico. Fisicamente
falando, as algebras de Hopf, ou grupos quanticos, tem grandes aplicagoes em fisica,
uma delas seria na teoria da gravitacao, onde busca-se equagoes que possam unificar
a teoria da relatividade e a mecanica quantica, mas esse ¢ um problema ainda em
aberto. Assim considero este trabalho uma boa motivacao para se estudar a parte
matematica das algebras de Hopf, e futuramente partir para as aplicagoes fisicas.
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Apeéendice A
Modulos e Produto Tensorial

Todos os anéis considerados tem unidade.

Definicao A.1 Sejam A um anel. Um grupo abeliano (M,+) é um A-mddulo a
esquerda, quando existe uma operacao

AxM — M
(a,m) +—— a-m

tal que
(i) a-(b-m) = (a-b)-m
(it) a-(m+n)=a-m+a-n
(ii)) (a+b)-m=a-m+b-n
(iv) 1-m=m VmneMeabeA

Observacao A.1 (i) Analogamente define-se A-mddulo d direita.
(i) Pode-se definir mddulos sobre anéis sem unidade. Para isso omitimos o axioma

(1v).
Em particular, todo anel A é um A-médulo.

Exemplo A.1 Sejam M e N modulos sobre um anel R. Entao M X N adquire estru-
tura de modulo fazendo-se:

(m1,n1) + (ma,n2) = (my + ma,ny + no)
a(m,n) = (am,an), a€ R

Demonstragao: (i)a(b(m,n)) = a(bm,bn) = (a(bm),a(bn)) = ((ab)m, (ab)n) = ab(m,n)

De maneira analoga prova-se as outras propriedades.

Definigcao A.2 Seja M um A-mddulo. Um subconjunto N C M ¢é um A-submddulo
de M quando
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(i) (N,+) é subgrupo de (M,+)
(i) ac Aene N=a-neN

Notacao: N < M

Do mesmo modo como para anéis, também temos homomorfismos entre modulos,
que sao definidos da seguinte maneira:

Definicao A.3 Seja M,N A-mddulos. Uma funcao f: M — N € um A-homomorfismo
quando:

(i) f(m +n) = f(m) + f(n), ¥Ym,neM

(it) fla-m)=a- f(m), Vme M eVaec A.

Observacao A.2 A condigcio (i) diz que f é um homomorfismo de grupos. Assim

f(0) =0 e f(=m) = —f(m).

Defina os seguintes conjuntos:
Ker(f)={m e M; f(m)=0} Ntcleo de f
Im(f)=f(M)={f(m); me M} Imagem de f

Estes conjuntos assim definidos tem algumas propriedades que sao enunciadas no
préximo resultado:

Proposicao A.1 Seja f: M — N um A-homomorfismo. Entdo
(@) Im(f) < N

(b) Ker(f) < M.

(c) Ker(f) ={0} & f € injetora

Demonstragao: Ver [7]

Teorema A.1 (1° Teorema do Homomorfismo) Seja f : M — N um A-

homomorfismo. Entdo existe uma unica fungao f* : #(f) — Im(f) tal que:

(i) f* é A-isomorfismo
(ii)) f=iof*om, W:M%%(f)

Onde i € a aplicagao identidade.

_M
ker(f)

I

N

Em particular quando f é sobrejetora

Demonstracao: Demonstracao:

93



(i) Defina f*: %(f) — Im(f) tal que f*(m) = f(m)

f* esta ben definida e é injetora. De fato m = n < m —

flm—=n) =0« f(m)—f(n) =0 f(m) = f(n) < f*(m) = f*(n).

f* é sobrejetora. De fato, seja u € im(f) = u = f(m),m € M. Tome
m e %(f), assim temos que f*(m) = f(m) = u.

f* ¢ homomorfismo. De fato,
frm+n) = f(m+n)= flm+n)=flm)+ f(n) = f*(m)+ f(7)
fa-m) = f*(@m) = fla-m) =a- f(m)=a-f*(m)

Destas trés afirmagoes prova-se que f* é um isomorfismo.
(if) Sejam € M, (1o f*om)(m) = (io f)(m) = i(f(m)) = f(m).

Provaremos agora a unicidade de f*. Seja g : %(f) — Im(f) isomorfismo tal que
f=iogom. Portanto f*(m) = f(m) = (iogom)(m)=g(w(m)) = g(Mm).

Vimos no exemplo (A.1) que M x N com aquelas operagoes adquire estrutura
de médulo. Agora considere {M,};c; uma familia de A-mddulos. Denote o produto
cartesiano dos membros desta familia por Il;c;M;. De maneira andloga como no
exemplo (A.1) definimos operagdes que fazem com que Il;c;M; adquira estrutura de
A-médulo chamado de produto direto da familia de A-médulos { M, }ie;.

Definicao A.4 Seja {M;}ie; uma familia de A-mddulos. Dizemos que (m;)icr €
[T;e; M; € uma seqgéncia quase-nula quando m; = 0, exceto para um numero finito de
indices.

Notagao: MU =@, ; M; = {(mi)ier € WierM;; (my)ier 6 sequéncia quase-nula}.

Observacao A.3 O mddulo M definido acima é chamado de Soma Direta externa
da familia de A-mddulos {M;}ic;. Quando I é finito, da forma I = {1,2,...,n}
denotamos M) = M, @ My @ ... M,,.

Seja A um anel
AD = L(\ier; M € Ae (N)ier é sequéncia quase-nula}

Definicao A.5 Sejam M um A-mdédulo e {x;}ic; € M. Dizemos que x € M ¢é
combinacdo linear de {x;}icr se existe (\)ier € AY) tal que

Definicao A.6 A familia {x;}ic; € M, M um A-mddulo, é linearmente indepen-
dente(livre) se (N;)ier € AD ex =3, Ni-2; =0, entio \; =0 Vi€l

Um subconjunto de M que nao € linearmente independente, é chamado linearmente
dependente.
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Tome S = {z1,...,z,} € M, com M um A-médulo tal que M = A-z1+ ...+ A-x,.
Dizemos neste caso que M é A-mddulo finitamente gerado e Vo € M temos

n
xr = E a; * T;
i=1

Definicao A.7 A familia {x;}ic; € M, M um A-mddulo, é uma A-base(ou base livre)
de M quando € linearmente independente e gera M.
Neste caso dizemos que M é um A-mddulo livre.

Exemplo A.2 Seja A um anel e considere o A-mddulo AY). Tome {e;}ic; € AW,
definido por ey, = (;)jer onde xy, =1 ex; =0, j # k. O conjunto {e;}icr € uma
base para AD chamada de base canonica.

Demonstragdo: Vamos mostrar que {e;}ie; € AY) gera e é linearmente independente.

Gera: Seja (a;)ic; € AD e temos que

(ai)iel = Z a; - €;

Iel

Linearmente Independente: Seja (\;)ier € AD e YierNi-ei =0, entdao (\i)ier = 0,
ouseja\; =0 Viel.

A seguir vamos definir, apresentar resultados e dar exemplos do que vem a ser
um produto tensorial. Antes apresentaremos algumas notacoes que serao usadas no
término desta secao.

Notagoes: A é anel com unidade
M é A-modulo a direita

N é A-modulo a esquerda

T é grupo abeliano.

Uma fungdo 7: M x N — T é A-Tensorial(ou A-balanceada) quando:
(i) 7(my + mg,n) = 7(my,n) + 7(ma,n)
(i) 7(m,n1 +ng) = 7(m,ny) + 7(m,na)
(iii) 7(m-a,n) =71(m,a-n), Ya€ A, m,my,me € M e VYny,ny,n €N
Exemplo A.3 O Produto de um anel - : A X A — A é uma func¢do A-tensorial.

Demosntragao: De fato, as propriedades (i) e (i) sdo as distributivas do anel e a
propriedades (7ii) é a associativa do anel.

95



Definicao A.8 Com as notagoes acima, dizemos que o par (T, T) € um produto tenso-
rial de M e N sobre A quando para cada grupo abeliano T e cada aplicagao A-tensorial
T:M x N :— T, existe um tunico Z-homomorfismo f : T — T tal que foT =T.
Em outras palavras é o mesmo que dizer que o diagrama abaixo comute

M x N

Proposi¢io A.2 (Unicidade do Produto Tensorial) Se (T,7) e (T,7) sio pro-

dutos tensoriais de M e N, entao existe um Z-isomorfismo f : T — T tal que
for=T.

Demonstracao: (T, 1) produto tensorial, 7: M x N — Té A-tensorial, entao existe
unico Z-homomorfismo f: 7T — T tal que foT =T.

Agora (Tv, 7)produto tensorial, 7 : M x N — T é A-tensorial, entdo existe tinico
Z-homomorfismo ¢ : T — T tal que go 7 = 7.

Considere os seguintes diagramas:

M x N
/ \
T gof . T

Temos que go for=goT=71eldroT =7
Pela unicidade do Z-homomorfismo, segue que g o f = Idr, isto é, f é injetora.

M x N
/ \
T feg . T

Temos que fogoT=for=7Teld: =7
Pela unicidade do Z-homomorfismo, segue que f o g = Id=, isto é, f é sobrejetora.

A seguir mostraremos que dados A anel e M e N A-mddulos a esquerda e a direita
respectivamente o produto tensorial sempre existe.
Considere F' = ZM*N) = 7 (I = M x N), onde F é Z-médulo livre com base
canonica {4 facmxn onde o : M X N — Z com x4(5) = 04 3.

Tome
F = @Z'xa
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Seja
Dy = {&(mimin) — Tmm) — Tarmy; mem’' € M, ne N} CF

DQ = {x(m,'fl-i-n’) — x(m,n) — x(mm/); m &€ M, n,n' € N} g F
DSI{x(mu,n)_J;(m,a-n); mEMa nENv CLEA} CF
D=DyUDyUDs CF

Seja K o submoédulo gerado por D, entao
A
K= (] ={_a-d; XeN, a;€Z, d;€D}
L<F e DCL j=1

Note que K < F, entdo £ ¢ Z-médulo(grupo abeliano)
Tome T = £ e defina

7T: MXN — T
(m,n)  F—  ZTann + K

Afirmagao A.1 7 é A-tensorial.

Demonstracao: Note que T(nym'n) — Timn) — Tmm) € D1 € D C L C K, logo

x‘(m—i-m’,n) = T(m,n) + T(m! n)-

(i) T(m4m',n) = Tmtrm )+ K = (@nm) + 2w ) TEK = (@ +K)+ (@@ +EK) =
T(m,n) +7(m',n).

Os itens (ii) e (iii) saem de maneira anéloga.

Observagao A.4 7(M x N) gera T. De fato, dadot € T, t =t+ K ondet € F,
entio t = cpron N T

Assim T = ZjEMxN Ajrxy+ K= ZjeMxN Ajc (g + K) = ZjeMxN Aj 7).
J&4 podemos desta maneira demosnstrar o seguinte teorema

Teorema A.2 O par (T,7T) construido acima é um produto tensorial de M e N.

Demonstragao: Seja T um grupo abelianoe 7: M x N — T A-tensorial.
Defina f : FF — T por:

FOS M) = >0 N7

1EM XN 1EM XN

que é Z-homomorfismo de grupos e f(x;) = 7(i)
Defina
I: MxN —— F

(m,n) +——— T ()
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Note que fol(m,n) = f(x(m,n)) = F(m,n), isto é, fol = 7. Isto pode ser expresso
no seguinte diagrama:

M x N

f ~

F T

(i) f(K)=0. De fato, lembre-se primeiramente que K ¢ o submédulo gerado por
D1 U Dy U D3. Como f é Z-homomorfismo, basta ver que f se anula em Dy, D,
e D3. Tome u € Dy, entdo U = T(mim'n) — L(mmn) — T(m/m), POrtanto, f(u) =

f(x(m-i-m’,n)) - f(x(mm)) - f(x(m’,n)) = ?(m —J: mla n) - 7’:<m7n> - ;(m/a’p) = 07
pois T é A-tensorial, deste modo temos que f(D;) = 0, analogamente f(Dy) =

f(D3) =0
Defina

T

— f

~

~
ST

=

(ii) f estd bem definido. De fato, se T =7, entdo z —y € K e assim f(x —y) =0e

portanto f(z) = f(y)

(iii) f¢éum Z-homomorfismo. De fato f(Z47) = f(x + y) = f(z+y) = f(z)+f(y) =
f(@)+ f(¥)

(iv) for =7. De fato, for(m,n) = f(X@mn + K) = f(X@mmn) = T(m,n)

(v) f é tinica. De fato, suponha que exista g : T — T Z-homomorfismo tal que
goT =T, segue que goT = for.
Tome agora t € T, entdo t = Y \; - 7(j), portanto g(t) = > A; - g(7(j)) =
S £(7(7)) = £(B), entio f = g

Logo (T, 7) é produto tensorial.
|

Notagao: Se A é anel com unidade, M e N sao A-médulos a direita e a esquerda
respectivamente, denotamos o tnico produto tensorial de M e N por T'= M @ N

Observacao A.5 Se (m,n) € M x N, entdo T(m,n) = m ®n. Temos também que
T(M x N) gera M@ N. Note que se u € MQN, entio u =3\ nAiT() =
Yienmxn A (my ®@ny), assim se w € M@ N, tem-se que u =3, m; @ n;.

Proposicao A.3 As sequintes sentencas sao verdadeiras:

(i) (m14+ma) @n=m; @n+myn
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(it) m®@ (N1 +n2) =mn; +m® ny

(iii) m-a@n=m®a-n

() 0@n=n®0=0

(v) —(m®@n)=(—m)@n=me® (—n)

(vi) z-(m®n)=(m-2)@n=m®®z-n, Vze€l

Demonstracao: Os itens (i), (ii) e (iii) saem pela observacao anterior, enquanto os
itens (vi) (v) é consequéncia do item (i). J& o item (vi), separe os casos z = 0,z > 0
e z < 0 e apleque os itens anteriores.

|
Proposicao A.4 Seja A anel comutativo e M, N A-mddulos. Entao MQN = NQM

Demostragao: O primeiro passo é demonstrar que o seguinte diagrama comute

M x N

Entao defina

(i) 7 é A-tensorial. De fato,
n(my +mo,n) =n@my+mg =nQmq +n®my = 1(my,n)+ n(ms,n). Os
outros axiomas seguem de maneira analoga.

Portanto existe tinico Z-homomorfismon: M @ N — N ® M tal que no7 =17

(ii) n é homomorfismo. De fato,
M- (m@n) = nla-men) = g(r(a mn) = fa-mn) =nea m =
a-(n®@m)=a-(n(m,n))=a-(n(r(m,n)))=a-(n(men))

(iii) n é sobrejetora. De fato, sejan®@m € N @ M. Tome m ®n € M ® N, entao
n(m @ n) =n(r(m,n)) =n(m,n) =n@m

(iv) n é injetora. De fato, defina

f: NeM ——~ MQ®N
nYm — m@®n

Assim temos, f on(m @ n) = f(n(r(m,n))) = F(7(m,n) = f(n©m) =m@n.
Portanto n tem inversa a esquerda, e segue que 7 € injetora.
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Portanto chegamos que M @ N = N @ M
|

Proposicao A.5 Seja A anel comutativo e M, N e P A-mddulos, entao de maneira
andloga como na proposi¢ao anterior podemos provar que (M N)® P = M ®(N® P)
eque ( MEN) P2 (M®P)® (N®P).

OJ
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Apeéendice B
Demonstracoes

Aqui neste apéndice vamos apresentar as demonstragoes dos resultados que con-
sideramos secundarios mas nao menos importantes que os resultados principais.

B.1 Resultados de Estruturas Quasi-Triangulares
Lema B.1 (i) (e®Id)R= (Id®e)R =1

(ii) (S®I)R=R"; (Id®S)R'=R

(iii) (S® S)R =R
Demonstragio:

(i) Queremos provar que:
(e@IdR=> e(si)t; =1
Para isso vamos utilizar o axioma
(A® Id)R = Ri3R23
Ou em componebtes
Z 5 ®8; Qtit; = Z 5i(1) @ si2) @t (1)

Vamos agora aplicar (¢ ® Id ® Id) em (I)

(e®Id® Id)(z Si(1) ® Si2) D ;) = Z e(si(1))si2) @ ti =
= Z S; @1
Por outro lado,
(c@Id@Id)(Y si@s;@tt;) = Y e(s:)s; @ tit; =
= Y 5@ (e(s)t)ty
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Entao

Z s;Qt; = Z sj @ (e(s)ti)t;
ZZ‘:(Si)tZ‘ =1

Para a outra parte do item (i), devemos usar, (Id ® Id ® €) e o axioma (i) da
definicao.

Logo

(ii) Queremos provar que
(S®@Id)R=R"!

Usaremos o axioma

(A®Id)R = Ry3Ra3

Vamos aplicar (p ® Id)(S ® Id ® Id) nos dois lados do axioma acima.
Por um lado temos que:

(p@Id)(S®Id® Id)(A®IdR=(¢® Id)R=1
Por outro lado,
(n@Id)(S@IdRId)(D si®s;@tit;) = Y S(si)s; @tit; =
= O _Ss)@t)> s et;) =
— ((S®IAR)R

Portanto
(S®IR)R=1®1

Entao
(S®Id)R=R!

Para a outra parte do item (ii), devemos notar quem é (A ® Id)R™!. Sabemos
que RR™' =1 ® 1. Portanto

191®1 = (A®Id)(RR™") =
= (A®Id)(R)(A®Id)(R™") =
= RiRyu(A®Id)R™

Assim
(A® [d)Rfl = R;;ngl

Da mesma forma provamos que
(Id® A)R™' = Ry Ry (I1)
Vamos aplicar (Id ® p)(Id ® Id ® S) nos dois lado de (II). Antes denotaremos:
R = Z a; @ G
Use também o fato que (Id®e)R~" = 1. Aplicando no lado esquerdo, obtemos:
(Id®p)(Id®1d® S)(Id® A)R™' = (Id®e)R™' =1
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No lado direito

(Id@ u)(Id® 1d® S)Ryy Ry = (Id@@([d@[d@S)R;21(1d®fd®S)R;31:
= ([dop)(R'eS1)D a®1e8(3)) =
= RYId®S)R'=1®1

Logo
(Id® S)R™' =R

(i)
(S®S)R=(Id® S)(S® IR = (Id® )R =R

Proposigao B.1 Se (H,R) é uma dlgebra de Hopf quasi-triangular, entdo (H,ocR™')
também o €.

Demonstragdo: Vamos denominar R = ¢ R~'. Temos de provar que:
() (A® IR =T Ty
(ii) Id® A)R = Ri3- Ris
(iii) A%(a) = RA(Q)R '
Vamos provar o item (ii), pois o item (i) é andlogo.
(ii) R =53 ® a;. Vamos utilizar a seguinte relacio:
(A IR = Ry Ry = > i1y @ i) @ fi = Y _ 0 ® o @ Bif3;
Portanto temos que:
IdR AR = (IdoA)) Biow) =) Bi® @ e =
= 012023(2 (1) ® aie) @ B;) =
= 005D 0, ®a;®B8) =) BB ®a;®a; =
= D 8o10a)) fi®ael)=Ry R,

(iii) Ja que (H, R) é uma estrutura quasi triangular, temos que:
R'A%(a) = A(a)R™*
Portanto
= B@a)d ay =" Biaq) ® aiag =
= o(R'A%(a)) = o(A(a)R™) = Za@)@- ® a0y =

=Y ag®aw)Y_fi®a) = AR
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Para o item (i) devemos usar o fato de que:
(Id® A)R™ = Ry Ry
|

Lema B.2 Sdo equivalentes as sequintes afirmagoes sobre (H, u, A, e,n, S) dlgebra de
Hopf

(i) §% = Idy
(ii) 225(x@)zq) = &(x)1
(i) Y- x@)S(za)) = e(z)l

Demonstragio:
(i) = (i)
> Slae)ra = (Y Sew)ew) =S Sew)S* @) =
SO S(za)re) = S(e(x)1) = £(2)S(1) = e(x)1
(i) = (i)
(@) = S*(D_elzm)re) = Y (@) (@) = Y xm)S(x@)S* (2m) =
=Y e S(S(z@)re) = Y zmS(e(re)l) = > waE(re) =

Para provar que (i) = (i) e (iii) = (i) faz-se de maneira andloga como nos itens
anteriores.

Proposicao B.2 As relagoes abaizo sdao satisfeitas pela estrutura quuase triangular

dual.

(i) rla®1) =r(1®a) = e(a)

(i) r(S®Id) =T
Tld®S)=r
r(SeS)=r

Demonstracao:

(i) rla®1) = > r(amelap) ®1) =r(aq) @ )r(ap) @ 1)7(a@ @ 1) = > r(aq) ®
DF(a@) ® 1) = <(a)
Anélogo para r(1 ® a)
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(ii) Temos que: T‘(S@Id) r(a®b) = > r(S(an))@buy)r(a@®be)) = > r(S(an))a@®
b) = r(3_(S(am))ap) ®b) =r(e(a) ®b) = c(a)r(l®b) = 5( )e(b)

Assim r(S® Id) =T

Para o préximo, basta notar que: 7(u ® Id) = To3 % T13 € assim provamos a
segunda equacao do item (ii) de maneira andloga como anteriormente. Para a
ultima equagao do item (ii) temos:

r(S®8)=r(S®Id)(Id® S)=TF(Id® S) =1

n
Lema B.3 A aplicacao
Cl)'=R Yo WRV —VeW
¢ wnversa a direita e a esquerda de C’fw
Demonstragio: R 'ooR(v@w) =R 'Rv@w)=vQw
Da mesma forma temos que
ocRR 'o(w®@v)=01®1)(vew)=clv@w)=w®uv
[

Proposicao B.3 C’fw € um isomorfismo de H-mdodulos.

demonstragao: Pelo lema anterior temos que CR ¢ bijetora. Falta apenas provar que
C’fw ¢ homomorfismo de H-médulos, isto €,

Coplat (vew) =ar (CF,(v @ w))
De fato,

Cl(a> (v@w) =Cl(Ala)(vew) =cR> (a1 >v)® (ap) > w)) =

= (tiae) > w) ® (siaq) >0) = Y _(at; > w) © (ag)s; > v) =
=A) (Grw) @ (s;>v) =a> (D (t;>w) @ (s;>0) =a> (CF, (0@ w))
[ |

. o~ . . .
Proposicao B.4 CY,y, ¢ isomorfismo de H-comddulos a esquerda
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Demonstracao: Para mostrar que C7,y, ¢ um homomorfismo de H-comédulos devemos
verificar a veracidade da seguinte igualdade:

5W®V(C‘T/7W(U ®@w)) = (Id® C’QW)(SV@W(U R w)
De fato,

V(S r(w® @ v )u® @ v@) = 3 rw® @ v)w@Wr@0 g @@ g @@

=3 r® g @ v gD M @ w® @ o =

= 3" 00w eV @ vV ) @ w® @ o =

= 3" v0uOr @0 @ v20) @ W) @ @ —
= (Id® Cly) oM @v® @ w® =

= (Id® CYy)0 W (v @ w)

Na segunda e quarta igualdades foi usado o axioma de comddulo, ja na terceira igual-
dade usamos o axioma (ii) da matriz r dual.
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Apendice C

Modulos sobre a Algebra Universal
Envolvente U (sl(2))

Seja g uma &algebra de Lie. Uma representacao de g em V' é uma aplicacao linear

p: g — End(V)
r +—— plx):V—V

tal que
p([z,y]) = [p(x), p(y)] = p(x)p(y) — p(y)p(x)

Seja p : g — End(V') uma representacao de g entao V' é um U (g)-médulo:

>: U@ oV —— 1%
rT®U — plz)v=x>v

Entao
[zl >0 = p(lz,y])
= ple)(y>ov) —ply)(z>v) =
= > (y>v)—y> (x>v)
Portanto Médulos em U(g) nos levam a uma representagao de g e vice-versa.

Estamos interessados em uma algebra de Lie mais especifica, chamada de si(2),
que consiste no conjunto das matrizes de trago zero. O comutador desta algebra de
Lie é dado por

[, ]: sl(2) xsl(2) — sl(2)
(A, B) —— AB-— BA

A élgebra universal envolvente associada a sl(2) é denotada por U(sl(2)) e é gerado
por trés elementos, X, X _ e H, onde

[Hv X+] = j:ZX:I:

X, X |=H
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Exemplo C.1 Uma realizacao em termos de matrizes 2 X 2 € dada por

0 1 0 0 10
S O N Sl (O FRE A O

Demosntracao: Verifica-se facilmente que as relagoes de comutacao sao satisfeitas.

|

Observacao C.1 sl(2) € a dlgebra de Lie de SL(2).
Lema C.1 As sequintes relagoes valem em U (sl(2))

(i) XPH = (H —2p)?X¥

(i1) XPH? = (H + 2p)?X?*

(iii) [ X, XP) = pXP Y (H —p+1)=p(H+p—1)X""

(iv) (X7, X | =pX{'(H+p—1)=p(H —p+ )X}
Demonstracao:

(i) Tome g =1 e fazemos inducdo sobre p.

p =1, entao

X+H — X+H—HX++HX+:[X+,H]+HX+:

Agora suponha que XY H = (H — 2p) X%, portanto

XPM'H = X, X'H =X, (H-2p)X! =
= X, HX? —2pXP™ = (H —2)X0H — 2pxPH =
= (H-2-2p)X""" = (H —2(p+ 1) X2

Finalmente suponha que X% H? = (H — 2p)?X% , logo
XPHT = X, HH = (H — 2p)iX" H =
= (H—2p)*(H —2p)X} = (H — 2p)*"' XY

(ii) Anélogo ao item anterior.

(iii) Primeiramente note que
[A, BC| = B[A,C] + [A, B]C
Faremos inducao sobre p.

p =1, entao
X, X |=H=1X""H-1+1)
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Agora suponha que [X,, X*] = pX? '(H — p+ 1), portanto

(X, XPT) = (X, XPX )= [X, XX+ XP[X,, X | =
= pX" N H-p+1)X_ +X°H=
= pXP ' H—-2-p+1)+XH=
= (p+1DX"H—-pX’(p+1)=
= (p+1)X2(H —p)

(iv) Use o fato que

[AB,C] = A[B,C] + [A,C|B

Assim a prova é analoga ao item anterior.
|
Vamos a partir de agora considerar o médulos sobre U(sl(2)) de dimensao finita.
Definicao C.1 v € V' € vetor de peso X se
Hv = )v
e € vetor de peso mdximo com peso A se € vetor de peso \ e
Xiv=0
Proposicao C.1 Todo V' sobre C de dimensao finita tem vetor de peso mdzimo

Demonstracao: C é algebricamente fechado, isto é, tem raizes em C.
Entao existe a € C e w € V tal que Hw = aw

Se X, w = 0, o resultado esta obtido.

Se Xjw # 0, tome a sequéncia de vetores { X} w},>o. Entdo temos
HX?w=X?(H+2p)w = (o +2p) XL w

isto é, X¥w é autovetor de H.

Assim {X?w},>0 é sequéncia de autovetores de H com autovalores distintos. Como
V tem dimensao finita, entao existe no maximo dimV autovalores distintos, entao
existe n € N tal que XJw # 0 e Xﬁ“ = 0. Assim v = X}w ¢ vetor de peso maximo
com peso A = a + 2n.

Seja v € V, V de dimensao finita, v vetor de peso maximo A e seja também a

sequencia
1
Up = —'Xp
p

Lema C.2 As sequintes relacoes sao verdadeiras
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(1) Hu, = (A — 2p)v,
(i) Xiv, = (A—p+1)v,4

(iti) X_v, = (p+ L)vpss

Demonstracao:
(i)
1 1
Hv, = —'HXEU = —|Xf(H —2p)v =
p: p-:
1
—  —xP()\ _ — () —
=5 !X_()\ 2p)v = (A — 2p)v,
(i)
1 P 1 P p P
X+Up = FXJFX*U = FX—FXiU + X?X_i_'U — X?X_;'_U =
1 1
= — X, Xlv=—pX" " (H—-—p+1w=
p! p!
1
= —— X" A —p+ 1
(p—1)! ( )
= A=-p+ 1Ly
(iii)
X oy, = LxrHy, = (p+1)———X"y
P pl (p+1) 1"~
= (p+Dvpp

Teorema C.1 Seja V' um U(sl(2))-mddulo de dimensao finita gerado por v de peso
mdzimo com peso A\ e

1
Up = —lXpi'U
p!
Entao
(i) dimV =A+1eX=n Ut =0, k>1
(i1) {vo =v,v1,...,0,} base de V.
(11i)) H € diagonalizdvel, com autovalores {n,n —2,n —4,...n —2n =n}

(iv) V' vetor de peso mdzximo em V € maltiplo de v.

(v) V' € simples.
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Reciprocamente, se V' é de dimensdo finita e simples, entao V' é gerado por vetor de
peso mdzimo. Dois mddulos V' e V' gerados por vetor de peso mdximo com mesmo
peso A\ sao isomorfos.

Demonstracao:

(i) e (ii) {v,} é uma sequéncia de autovetores de H, com autovalores distintos. Assim
existe n € N tal que v, # 0 e n,;1 = 0. Agora,

1 Xn+k . (n + 1) !kal 1 Xn+1

B P Y I R P D
n+1)! .
et 7)§ n =
(n+k)! ~ Unt1 =0

Sabemos que {v, ..., v, } sdo os autovetores de H com autovalores distintos, co-
mo det(H — AI) tem no méximo dimV raizes, segue que n + 1 < dimV

Note que,
0=X v 1=A—(M+1)+ v, =(A—n)v,

Como v, # 0, segue que A =n

Temos que {v,} sao autovetores de H com autovalores A\, = A — 2p, onde

Ap # Ng, P F#qe ), #0. Considere que
aoUp + vy + ... + v, =0

Queremos provar que o; =0, ¢ =0,...,n. Usaremos inducao sobre n.

n = 0, entdo H(apvg) = 0 e portanto apgAgvg = 0, como Agvy # 0 segue que
Qo = 0

n =1, entdo H(agvg + ayv;) = 0 e portanto
QoAgUg + ag Ajv; = 0
Por outro lado, temos que
QoAU + ag Agv; = 0
Subtraindo uma equacao da outra, obtemos
a1(A1 — ) =0
Como A1 # A\g e v1 # 0, segue que a; = 0. Logo agvg = 0, entao ag = 0.

Suponha que

I

I
Q
S
L

I
o

QoUg + . + Oy 1VUp_1 = O, =  Qp
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(v)

Seja
QU + ... + Qpy_1Up—1 + v, =0 (C.1)
Aplicando H em (2.1), obtemos
QpAoVo + ... + Qo1 Ap—1Un—1 + anAn0, =0
Por outro lado, se multiplicarmos A,, em (C.1)
QoAU + ... + Q1 A Up—1 + A v, = 0
Subtraindo as duas dtimas equagoes obtemos que
ap(Ao — Ap)vo + oo + @1 (A1 — Ap)Vp—1 =0

Entao

Logo a; = 0 para i =1,...,n — 1. Portanto a,v, = 0 e finalmente «,, = 0

Assim {vy, ..., v, } é base em V', e deste modo chegamos a conclusao que dimV =
n+1

Como Hv, = (n — 2p)v, com p = 0, ..., n, vé-se facilmente que H é uma matriz
diagonal formada pelos autovalores {n,n —2,....,n —2n = —n}

Seja v" vetor de peso méximo em V, isto é,
Hv' = av’
Entao v = kv;m, onde k£ é uma constante.

Como X v =0, segue que i = 0, isto é, v = kv.

V' C V, V' de dimensao finita. Entao existe v’ vetor de peso maximo em V’,
mas v’ é de peso maximo em V. Entao v = kv. Assim V'’ é gerado por v e
portanto V C V', Logo V =V’

Para a reciproca, tome V simples de dimensao finita, entao existe v # 0 de peso
maximo em V. Seja V' C V gerado por v.

Mas como V' é simples e V' # 0, segue que V' =V, entdao V é gerado por v.

Como V e V' sao gerados por v, vetor de peso maximo com peso A, segue que
dimV = dimV' =n+ 1. Logo

vy
|

Veremos a seguir um resultado mais geral, vélido para uma algebra de Lie g
qualquer.
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Teorema C.2 Seja A um U(g)-mddulo. entao A é um U(g) modulo dlgebra se e
somente se para todo X € g C U(g) age em A como derivagao.

Demosntracao:(=) Suponha que A é um U(g) médulo algebra, isto é,

v (ab) = ) (xq)>a)(ze >b) =
= puee>)(ldeoId)(d®Id® Id)(r®a®Db)

r>1=¢(x)l
Lembre-se que em U(g), A(X) =X ®1+1®X

Assim

z>(ab) = p>R>)(d®o@Id)(A®Id® Id)(xr®a®b) =
=y o) IdooeId(X©1+10X)0a®b) =
= pu>>)(ldRo®Id)(X®1®a2b+10X ®a®b) =
= p>e>)X®ae01ob+1®a® X @b) =
= pX>alpb+1lra X>b) =
= (X>a)b+a(X>Db)

Portanto X é uma derivagao.

Deste fato segue que

0 = eX)l=Xpl1l=Xp>1-1)=
(X>1)1+1(X>1)

E portanto X >1 =10

(<) Defina
ax . A — A
a +—— XD>a

Note que ax ¢é derivagao,pois

ax(ab) = X (ab) =(X>a)b+a(X>b) =
= ax(a)b+ aax(b)

Agora

X > (ab) = ax(ab) = ax(a)b+ aax(b) =
(X>ab+a(X>b) =
= p>e>)(ldeo® Id)(ARId® Id)(x ®a®Db)

Temos também que
ax(1)=X>1=0=¢X)1
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Entao A é U(g) médulo élgebra pois U(g) é gerado por g.

Teorema C.3 Defina a agio de U(sl(2)) em klz,y] = k{x,y}/(xy — yx) como:

0

0

0 0
Hp P(x,y) = x%P — ya—yP

Com isto k[z,y| € mddulo dlgebra sobre U(sl(2))

Demonstrag¢ao: Primeiramente vamos mostrar que k[z,y] é um U(sl(2)) médulo, isto
é,
[H,X,]P = +2X, P

[X.,X_|P=HP
De fato,

[H,X,]P = HX.P—X.HP =

0 o, 0 o, 0 0

= (1= —y)r—P — 3 (3——P — y—P) =

($8;E y@y)zay x@y(xaic y@y )

0 0? 0? 0? 0 0?
= o—P 4+ 2? P—yr——P —2° P+az—P —P

xay e 0xy yx@yQ * Oyox +x8y +$y3y2
= xﬁp—l—ng—Qa:ﬁP—QX P
oy oy ey T

Idem para [H, X_|P.

Agora

X, X P = X, X P-X_X,P=
o, 0 o, 0

= w5 P) — vy (e P) =
0 2 0 o?
= rg g el gl et T
0 0
= x—P—-—y—P=HP
Yorm Yo
Vamos mostrar que as agoes sao derivacoes. De fato,
0
X4 (PQ) = $a—y(PQ) =
0 0
= (X4 P)Q+ P(X1Q)
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Idem para X_.
Da mesma forma temos

H(PQ) =

0 0
ZU%(PQ) —ya—y(PQ) =
0 0 0 0
(HS%P)Q +aPo-Q - (ya—yP)Q — yPa—yQ =
0 0 0 0
(x%P - ya—yQ) + P@&Q - ya—yQ) =

(HP)Q — P(HQ)

Portanto pelo teorema (C.2) |, segue que k[z,y| é U(sl(2)) mddulo dlgebra.

Exemplo C.2 O subespaco V = k[x,y], =< 2™, 2" ty, a" 2y? ....y" > é um mddulo
de peso mdximo n e v = z" € vetor de peso mdximo de peso n.

Demosntracao:

Além disso

0 0
Hz" = x%x" — ya—yx” =
= znz" ' = na"
0
X 2" = xz—2a"=2-0=0
dy
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Apeéendice D

A Construcao FRT (Faddeev -
Reshetikhin - Takhtajan)

Teorema D.1 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita ec: VRV — VRV um
isomorfismo. Entao existe uma bidlgebra A(c) e uma aplicagio dy =V — A(c) @ V
tal que:

(i) (V,éy) é um A(c)-comddulo a esquerda.
(1)) c: VRV — V@V émorfismo de comddulo.

(111) Se A’ é uma outra bidlgebra coagindo em V' por &, tal que (i1) € satisfeito, entdo
existe um unico morfismo de bidlgebra ¢ tal que o diagrama

v

5, Sy

AoV

comute.

A(c) € unica a menos de isomorfismo.

Demonstrag¢ao: Vamos primeiramente analisar o morfismo ¢
c(v; ®@vj) = E o @0
(2 J 1) k l

77777

gerado pelos elementos

mn __ klmmmmn krpl _mn
Cij = E Cika’ T _Tichkzl
kl

Definimos

A(e) = K{T}/1(c)
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Lema D.1 A(c) possui estrutura de bidlgebra com

ANTH =) TreT]
k

e(T?) = o]

Demonstragao Lema: A(c) é uma coalgebra. De fato, basta mostrarmos os axiomas
de coassociatividade e counidade.

(Id@ AATY) = (IdeA)O TFeT]) =

= ) TI'e(MioT))=) (TFeT)eT} =
k.l

k.l

= (ARI)() TI@T}) = (A IdA(T))

Também

ERIDAT!) = (eI TFeT)) =

- ST =T = 1)
k
Vamos mostrar agora que A é um morfismo de dlgebra:

AT/T) = Y T @TLT, =

= Q T"eT)() TieT,)=
= ATﬂj)A(Té) ”
¢ também é um morfismo de &lgebra.
e(TVT;) = 016, = (17 )e(T})

Assim provamos que k{T'} possui estrutura de bidlgebra. Para provarmos que A(c)
herda a estrutura de bidlgebra de k{7T}, devemos provar que

e(I(c)) =0

e também

A(I(¢)) C I(c) ® K{T} + k{T} ® I(c)

Primeiramente vamos provar o seguinte isomorfismo
cRc/(c@I+1®c)=c/lxc/]

Sabemos que
c/l={x+1I, x€c}
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Entao

c/I@c/l = {z+)@y+)=20y+IQy+rs]+I1RI1}=
= {zQy+c@I+1I®c=c®c/(cI+1®c)

pois temos um diagrama comutativo, isto ¢,

kE{T} —A» E{T} ® k{T}

Alc) —A> Alc) @ A(e)

onde
N k{T} @ k{T}
Ac) ® A(c) = E{T}®I(c)+ I(c) @ k{T}
Agora,
e(C") = Z ST =TT ™) =

= Zc gy — ool =
= czj —c;?":()

Do mesmo modo temos

A(CE") = A(Z T — T Tje") =

=y “TPTQ QT Ty = TIT] @ T, Tyd" =
= Y AT @ TT) - TITi" @ T Ty +
+ TIT @ " Ty — TPT! @ Ty Then™ =
Agora trocamos p < k e ¢ < [ no iltimo termo da equagao acima e obtemos

MG = LTI ~ T @ TT

p.q
+ ZT’“TI O ity — TP ) =

1 Cpq
D,q

Novamente troque p <+ k e ¢ <> [ e obtemos
AlCpm) = D CRQTITY + TP @ Cp €

p.q

e I(c)®K{TY+ k{T}® I(c)
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Assim terminamos a demonstracao do lema

Voltemos a demonstracao do teorema. Defina

o: V.o o— Al)eV
vy Zjﬂ?(g)vj

(i) Vamos mostrar que (V, ;) é um comddulo a esquerda. De fato,

(Id®6)0(v;) = (Id@&)) T/ @v)) =

J
= ZTS®ZT;€®U;€=ZT5®T;€®W=
j K

ak

=Y O merheu=AaI1d)d TFewv) =
::<A®§@&@Q

Também

(e@Id)a(v) = (@I1d)(D T @v;) =
= Zéfvj = V;

(ii) C é morfismo de comédulo, onde c: V@V — V@V

Primeiramente vamos fazer um diagrama da estrutura de comédulo em V @ V'

5 ®0
VeV % L A e VAV
6lV®V [d®0'23®[d

® Id
A VeV 22V 4o AoV eV

Podemos verificar facilmente que (V ® V,6,®") tem estrutura de comédulo.

VeV
5[

Verificaremos agora como atua em um elemento de V@ V.

5V (@) = (1®1d)oy(d @ 6) (v @v;) =
= (eIdon) Tfeu ol eu)=
k,l
= eI T'eT ev,eu) =
k,l
= ZTZ’CTJZ ® vE @ vy (D.1)

k.l
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Finalmente mostraremos que ¢ é um morfismo de comédulo, isto é,
6/ oc=(Id®c)s,®"
Por um lado temos que

(6% oc)(v;@v;) = 6"®V( Zc U @ ;)

= Z cr ka”Tl ® Up @ U, (D.2)

k,l,m,n

Por outro lado

(Id® )5/ (v; ;) = (Id®c) §3mﬁ®%®m:

= Z Tle®ckl U @ Uy,

k,l,mmn

— Z ﬂkT;cZg" R Uy ® Uy, (D.3)

k,l,mmn
Para provar que (D.2) é igual a (D.3), devemos verificar a seguinte igualdade
ST = TFT "

Mas note que
AT — TFT e = CF € 1(c)
Entao em A(c), a igualdade é verdadeira, e portanto (D.2) = (D.3)

(iii) Seja A’ uma bidlgebra e ¢ : V. — A’ @ V tal que (V,d') é A" comédulo e
c: VRV —V®V émorfismo de comédulo. Seja

=2 ui®u
onde {u} sio os geradores de A’

Devido ao fato de V' ser comddulo, tem-se:

W)=Y deu, () =4
O fato de ¢ ser morfismo de comédulo nos forga a ter que

ckluk ul' — k! i =0
Agora seja
¢: Ale) — A

1 (2

¢ é morfismo de bidlgebra, isto é,
(0@ ¢)oA=Acg
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De fato,

(¢®¢)OA(T¢j) = (¢®9) Z:Tk@@TJ —Zuf@)ui:

Da mesma forma,
cod(T]) = e(u]) =6 =¢(T))

A seguir mostraremos que

(¢ ® Id)oy = oy,

De fato,
(0@ Id)oy(vi) = (¢@Id)() T! ®@v;) =
= Zuf ® v; = oy (vy)
J
Por outro lado, a afirmacdo que (¢ ® Id)dy = 6}, nos forga a termos que

¢(T}) = u, ou seja, ¢ é wnico.
Para finalizar, devemos mostrar que A(c) é unico.

Vamos supor que existam A(c) e B(c) que satisfagam (i), (ii) e (iii). Defina

AV — Ble)@V

60:V—Alc)eV

e considere os seguintes diagramas:

V
Ay 0y
1d
B(e)®@V v Alc)@V
Vv
N 0
Id
Bl eV —2% Al @V
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Pelo item (iii), existe tinico ¥ e ¢ tal que o diagrama comute.

Além disso

A

(¢ Id)s, = (¢ @ Id)(¢p @ [d)A, =
= (¢poy®@Id)A

Entao ¢ o9 = Idp(
Da mesma forma,

O

(V@ Id)A; = (Y ® 1d)(¢ @ Id)5, =
= (Yoo ®Id)y

Entao 77/} o gb = ]dA(c)
Logo 1 = ¢! e portanto B(c) = A(c)
|

Para finalizar este apéndice, vamos relacionar o morfismo ¢ com a equacao de Yang-
Baxter.

Teorema D.2 Assuma que ¢ satisfaz a equacdo de Yang-Bazxter, isto €,
(c@Id)(Id®c)(c® Id) = (id® c)(c® Id)(Id & c)
Entao A(c) possui estrutura quasi-triangular dual
r:Alc) ® A(c) — k
tal que CYgy = c
Demonstragio: Seja r(TF @ T]l) = c?f Lembre-se que
Crov(v@w) =) rw? @ o)w® @v®

Se 1 estiver definido em todo A(c) ® A(c) entao:
= ZTZJ ®u; = ngl) ®v£2)
j i

Assim

Crgv(vi®u;) = ZT(T!@)T-]C)?H@UIC:
= ZC U ® v = c(v; @ vy)
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Apéendice E
Calculo no Plano Quantico

Mostraremos neste apéndice alguns calculos cldssicos, mas com respeito ao plano
quantico, como o binomio de newton e a derivada de uma funcao qualquer.

E.1 Binomio de Newton

Vamos mostrar que

= ~ (j)ijn_j (E.1)
onde
ny ___ '
<J‘)q [l - )" (E2)
onde ) -
- n = n| = u
=l =1 =L

A férmula que aparece em (E.2) é conhecida como os coeficientes binomiais de
Gauss.
Antes de provarmos o queremos, vamos provar uma outra afirmagao:

(), =Co) (),

Lema E.1
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Demonstracao:

Podemos agora demosntrar a equacao (E.1), e faremos isso por inducao sobre n.

1 1
Ty = (0) x0y1+<1> o'y’ =z 4y
q q

Suponhamos que vale para n e vamos provar que vale para n + 1.

(z+y)"(r+y) = <i (?) qwjy"‘j> (z+y) =

n=1



Fazendo j = p — 1, obtemos:

n n+]‘ n+1 - n n—p+1 n—p+1
T4y :c—l—y:( >:c++ ( )qpx”yp—l—
( )" ) n+1/, ; r—1/,
1 n
N (n-(i)— > ! +Z (n> PPy = g =1
q p=1 p q
_ <7’L+1> xn+1+z ql—p( n ) +(n) xpyn—p-i-l_’_
n+tl q p=1 p—1 q P/
4 <7’L—(})—1> ynJrl_
q
_ <”+1> xn+1+z (n—l) aPy Pl (”+1) nt1
n—+1 ‘ = p—1 . 0 .
n+1
_ (n + 1) oy
p=0

Como queriamos demonstrar.

Assuma agora que ¢*" = 1, isto é, ¢* é raiz primitiva da unidade de grau maior
que n. Neste caso tem-se que

(x+y)" =" +y"

De fato,

(z+y)" = y (;L

Mas lembre-se que

n -n -n 2n

" —q q " —1
[n]: _1 o _1: 2 :0

q—q q ¢ —1

Portanto

E.2 Operadores Diferenciais

Vamos as seguir mostrar como derivamos uma fun¢ao qualquer na reta quantica.
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Defina 9, : A = k[z, 7] — A por
df = dz0,f
Seja 0 : A — k um automorfismo tal que, o(z) = ¢*z. Entao
fdx = dxo(f)

tal que
0q(f9) = 04(f)g + o(£)0q(g)

Vamos agora encontrar uma féormula para a derivada de uma funcao qualquer no plano
quantico.

Temos que
df = dx0,f
Portanto
dr = dxd,(z)
Logo
Oy(r) =1

Também temos que

0,1) = B(1-1)=0,(1)1+0(1)9,(1) =
= 9,(1) +9,(1)

Entao 0,(1) = 0.
Agora note que

Og(xf(x)) = Og(2)f(x) + o(x)0,(f(x)) =
= 1f(z) +2q°0,(f(x)) (E.3)

Da mesma forma temos que
0y(f(x)x) = 0, (f(x))x + f(xg*)1 (E4)
Subtraindo (E.3) de (E.4) obtemos
0= f(z) +2¢°0,(f(2)) — 94(f(2))z — f(xq®)

Assim
f(x) = f(zq®) = (2¢* — 2)9,(f(2))
Logo
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