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Trabalho de Conclusão de Curso apresen-
tado ao Curso de Matemática do Departa-
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Resumo

Dado um corpo k e definindo uma k-álgebra via diagramas podemos dualizar esta
estrutura e definir uma coálgebra apenas “revertendo” o sentido das flechas. Além disso,
definidos álgebra e coálgebra, podemos pensar em uma nova estrutura que possui estru-
tura de álgebra e coálgebra concomitantemente e chegar à definição de uma biálgebra.
Agora, adicionando uma nova aplicação à definição de biálgebra, conseguimos a definição
de uma álgebra de Hopf. Fazendo um estudo introdutório sobre geometria algébrica po-
demos definir um grupo algébrico afim, que é basicamente um grupo definido através
relações polinomiais. Feito isso, podemos agora relacionar estas duas estruturas de forma
bastante natural.

Palavras-chave: álgebra de Hopf, geometria algébrica, grupo algébrico afim.



Abstract

Let k be a field and define a k-algebra by diagrams. We can dualize this structure
to define a coalgebra by “reversing”the orientations of the arrows. Moreover, with the
definitions of algebra and coalgebra in hands, we can think in another sctructure which
has both structures, algebra and coalgebra, to define a bialgebra. Now, adding another
map to the definition of bialgebra, we can get to the definition of Hopf algebra. Doing
an introductory study of algebraic geometry we can define an affine algebraic group,
witch is basically a group defined by polynomial relations. Now we can connect both
structures of Hopf algebra and affine algebraic group in a natural way.

Key-words: Hopf algebra, algebraic geometry, affine algebraic group.
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Introdução

Assumiremos que para a leitura deste trabalho o leitor já é familiarizado com as

estruturas de anel, grupo e espaço vetorial, bem como a teoria de produto tensorial

entre espaços vetoriais.

Neste trabalho iremos tratar de álgebras de Hopf e grupos algébricos afins e a relação

entre estas duas estruturas. Uma álgebra de Hopf, assim chamada em referência ao

matemático alemão Heiz Hopf, é uma estrutura que é simultaneamente uma álgebra

e uma coálgebra com uma certa compatibilidade entra estas estruturas. Além do que

trataremos neste trabalho, álgebras de Hopf ocorrem em diversos lugares, por exemplo:

na topologia algébrica, relacionadas com o conceito de H-espaço, na teoria de esquemas

de grupos e na teoria de grupos.

Também precisaremos de uma breve introdução sobre geometria algébrica, uma área

matemática que combina técnicas de álgebra abstrata com a linguagem e problemas da

geometria. O estudo começou principalmente com a escola italiana nos anos 1910 e 1920

e até hoje é estudado por diversos matemáticos.

Os dois primeiros caṕıtulos são destinados a definir uma álgebra de Hopf via álgebras,

coálgebras e biálgebras mostrando algumas propriedades e exemplos destas estruturas.

Para isso, usaremos como principal referência o livro [5] e o livro [1].

No terceiro caṕıtulo, daremos uma introdução à geometria algébrica com o intuito

de demonstrar resultados que serão importantes para o caṕıtulo seguinte e, por fim,

definiremos um grupo algébrico afim. No último caṕıtulo, objetivo principal do trabalho,

relacionaremos a estrutura de álgebra de Hopf com a estrutura de grupo algébrico afim

e daremos alguns exemplos. Nesta última parte usaremos como principal referência o

livro [6] e para alguns resultados espećıficos usaremos [2] e [3].
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1 Álgebras e Coálgebras

No decorrer deste trabalho fixe k como um corpo e considere todos os produtos

tensoriais sobre k até que mencionado o contrário. O objetivo deste caṕıtulo é definir

a estrutura de k-álgebra e de k-coálgebra, bem com demonstrar algumas propriedades.

Para começar, definiremos uma k-álgebra de duas maneiras: a forma “clássica” e da

forma “categórica” e, logo em seguida, demonstraremos a equivalência de ambas as

definições.

1.1 Álgebras

Definição 1.1. Uma k-álgebra unital A é um anel com unidade que possui uma estrutura

de k-espaço vetorial e ∀α ∈ k, ∀x, y ∈ A temos:

α · (ab) = (α · a)b = a(α · b),

em que ab representa a multiplicação do anel A entre os elementos a e b.

Definição 1.2. Uma k-álgebra unital é uma tripla (A,µ, η), em que A é um k-espaço

vetorial e µ : A ⊗ A −→ A e η : k −→ A são aplicações k-lineares tais que os seguintes

diagramas comutam:

A⊗A⊗AIA⊗µ //

µ⊗IA

��

A⊗A

µ

��
A⊗A µ

// A

e A⊗A

µ

��

k ⊗A

η⊗IA
99

A⊗ k

IA⊗η
ee

A

ϕ

ee

ψ

99
,
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em que IA é a identidade em A e

ϕ : A → k ⊗A
a 7→ 1k ⊗ a

e
ψ : A → A⊗ k

a 7→ a⊗ 1k

são os isomorfismos canônicos.

As funções µ e η são chamadas de multiplicação e unidade respectivamente.

Observação 1.3. A comutatividade do primeiro diagrama representa a associatividade

da álgebra e nos diz que:

µ ◦ (IA ⊗ µ) = µ ◦ (µ⊗ IA).

Já o segundo diagrama nos fornece

µ ◦ (η ⊗ IA) ◦ ψ = IA e µ ◦ (IA ◦ η) ◦ ϕ = IA ,

E está relacionado com a unidade da álgebra.

Proposição 1.4. As definições de k-álgebras dadas acima são equivalentes.

Demonstração. Primeiro, seja A uma k-álgebra como na definição 1.1. É fácil ver que

a multiplicação do anel dada por M : A × A −→ A em que M(a, b) = ab é uma

aplicação bilinear. Assim, pela propriedade universal do produto tensorial, existe única

µ : A ⊗ A −→ A k-linear tal que µ(a ⊗ b) = M(a, b) = ab. Defina η : k −→ A

por η(λ) = λ1A, em que 1A representa a unidade de A, e note que η é uma aplicação

k-linear.

Agora, verifiquemos a comutatividade dos diagramas da definição 1.2. Sejam a, b, c ∈
A. Assim,

(µ ◦ (IA ⊗ µ))(a⊗ b⊗ c) = µ(a⊗ µ(b⊗ c)) = µ(a⊗ bc) = a(bc)

e

(µ ◦ (µ⊗ IA))(a⊗ b⊗ c) = µ(µ(a⊗ b)⊗ c) = µ(ab⊗ c) = (ab)c.

Como A é um anel, temos a(bc) = (ab)c e assim µ ◦ (IA ⊗ µ) = µ ◦ (µ⊗ IA).

Resta mostrar a comutatividade do segundo diagrama, isto é, µ ◦ (η ⊗ IA) ◦ ψ = IA
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e µ ◦ (IA ◦ η) ◦ ϕ = IA. Dado a ∈ A temos:

(µ ◦ (IA⊗ η) ◦ψ)(a) = (µ ◦ (IA⊗ η))(a⊗ 1k) = µ(a⊗ η(1k)) = aη(1k) = a1A = a = I(a).

Ou seja, µ ◦ (IA ⊗ η) ◦ ψ = IdA. Analogamente, mostra-se que µ ◦ (IA ◦ η) ◦ ϕ = IA.

Assim, os diagramas comutam, e segue que (A,µ, η) é uma álgebra pela definição 1.2.

Por outro lado, seja (A,µ, η) uma álgebra como na definição 1.2. Assim, A é um

espaço vetorial. Precisamos mostrar que A também possui uma estrutura de anel. De

fato, defina a multiplicação como

M : A×A −→ A

(a, b) 7→ M(a, b) = µ(a⊗ b) = ab.

A partir do comutatividade do primeiro diagrama, é fácil ver a associatividade de

M .

Sejam a, b, c ∈ A, temos a(b+c) = µ(a⊗(b+c)) = µ(a⊗b+a⊗c) = µ(a⊗b)+µ(a⊗c) =

ab+ ac e, analogamente, mostra-se que (a+ b)c = ac+ bc.

O elemento η(1k) é a unidade, em que 1k é a unidade do corpo. De fato, como o

segundo diagrama comuta, dado a ∈ A, temos

a = IA(a) = (µ ◦ (IA ⊗ η) ◦ ψ)(a) = (µ ◦ (IA ⊗ η))(a⊗ 1k) = µ(a⊗ η(1k)) = aη(1k).

Do mesmo modo, mostra-se que a = η(1k)a.

Resta verificar a relação de compatibilidade. Sejam α ∈ k e a, b ∈ A temos

α(ab) = αµ(a⊗ b) = µ(α(a⊗ b)) = µ(αa⊗ b) = (αa)b

e

α(ab) = αµ(a⊗ b) = µ(α(a⊗ b)) = µ(a⊗ αb) = a(αb)

. Portanto, α(ab) = (αa)b = a(αb).

Exemplo 1.5. Todo corpo k é uma k-álgebra sobre si mesmo.

Exemplo 1.6 (Álgebra de Funções). Sejam k um corpo e X 6= ∅ um conjunto. De-
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fina F(X) = {f : X −→ k; f é função}, então F(X) é uma k-álgebra com produto,

multiplicação por escalar e soma ponto a ponto.

Exemplo 1.7 (Álgebra de Grupo). Seja G um grupo multiplicativo. A álgebra de grupo

kG é o conjunto de todas as combinações lineares finitas de elementos de G com coefi-

cientes em k, ou seja, dado x ∈ kG temos

x = a1g1 + · · ·+ angn,

em que ai ∈ k e gi ∈ G, i = 1, 2, . . . , n. Em geral, denotamos

x =
∑
g∈G

agg,

em que ag = 0 a menos de uma quantidade finita de g ∈ G.

Defina as operações como:

• Soma: ∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g.

• Multiplicação:

(
∑
g∈G

agg)(
∑
h∈G

bhh) =
∑
z∈G

czz em que cz =
∑
g,h∈G
z=gh

agbh.

• Multiplicação por escalar:

λ
(∑
g∈G

agg
)

=
∑
g∈G

(λag)g.

Com as operações definidas acima, é fácil ver que a 1ke é a unidade da álgebra, em

que e é o elemento neutro do grupo, e que kG possui estrutura de k-álgebra.

Exemplo 1.8 (Álgebra Oposta Aop). Seja A um k-álgebra. Defina µop = µ ◦ τ :

A⊗A −→ A, em que τ : A⊗A −→ A⊗A é a aplicação twist dada por τ(a⊗ b) = b⊗ a.

Claramente, Aop = (A,µop, η) é uma álgebra.

Para simplificar, a partir de agora usaremos apenas álgebra ao invés de k-álgebra

unital.
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Proposição 1.9. Sejam (A,µA, ηA) e (B,µB, ηB) duas álgebras, então A⊗ B também

tem estrutura de álgebra.

Demonstração. Já sabemos que A⊗B tem estrutura de espaço vetorial. Defina

µA⊗B : A⊗B ⊗A⊗B −→ A⊗B e ηA⊗B : k −→ A⊗B

como µA⊗B = (µA ⊗ µB) ◦ (IA ⊗ τ ⊗ IB) e ηA⊗B = (ηA ⊗ ηB)φ−1, em que τ é aplicação

twist e φ : k ⊗ k −→ k é o isomorfismo canônico. Verifiquemos a comutatividade dos

diagramas da definição. Sejam a1, a2, a3 ∈ A e b1, b2, b3 ∈ B, temos

µA⊗B ◦ (µA⊗B ⊗ IA⊗B)(a1 ⊗ b1 ⊗ a2 ⊗ b2 ⊗ a3 ⊗ b3)

= µA⊗B ◦ (((µA ⊗ µB) ◦ (IA ⊗ τ ⊗ IB))⊗ IA⊗B)(a1 ⊗ b1 ⊗ a2 ⊗ b2 ⊗ a3 ⊗ b3)

= µA⊗B ◦ ((µA ⊗ µB)⊗ IA⊗B)(a1 ⊗ a2 ⊗ b1 ⊗ b2 ⊗ a3 ⊗ b3)

= µA⊗B(a1a2 ⊗ b1b2 ⊗ a3 ⊗ b3)

= (µA ⊗ µb)(a1a2 ⊗ a3 ⊗ b1b2 ⊗ b3)

= (a1a2)a3 ⊗ (b1b2)b3

e

µA⊗B ◦ (IA⊗B ⊗ µA⊗B)(a1 ⊗ b1 ⊗ a2 ⊗ b2 ⊗ a3 ⊗ b3)

= µA⊗B ◦ (IA⊗B ⊗ ((µA ⊗ µB) ◦ (IA ⊗ τ ⊗ IB)))(a1 ⊗ b1 ⊗ a2 ⊗ b2 ⊗ a3 ⊗ b3)

= µA⊗B ◦ (IA⊗B ⊗ (µA ⊗ µB))(a1 ⊗ b1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ b2 ⊗ b3)

= µA⊗B(a1 ⊗ b1 ⊗ a2a3 ⊗ b2b3)

= (µA ⊗ µB)(a1 ⊗ a2a3 ⊗ b1 ⊗ b2b3)

= a1(a2a3)⊗ b1(b2b3).

Como A e B são álgebras, segue que µA⊗B ◦ (µA⊗B ⊗ I) = µA⊗B ◦ (I ⊗ µA⊗B).
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Agora, dados a ∈ A e b ∈ B, temos:

(µA⊗B ◦ (ηA⊗B ⊗ IA⊗B) ◦ ϕ)(a⊗ b) = µA⊗B(ηA⊗B(1k)⊗ a⊗ b)
= µA⊗B(ηA(1k)⊗ ηB(1k)⊗ a⊗ b)
= ηA(1k)a⊗ ηB(1k)b

= a⊗ b.

Analogamente, mostra-se que (µA⊗B ◦ (IA⊗B ⊗ ηA⊗B) ◦ ψ) = IA⊗B. E assim, A ⊗ B é

uma k-álgebra.

Definição 1.10. Uma álgebra (A,µ, η) é dita comutativa se o diagrama abaixo comuta

A⊗A τ //

µ
##

A⊗A

µ
{{

A

em que τ é a aplicação twist definida acima. Em outras palavras, µ ◦ τ = µ, ou seja,

para quaisquer a, b ∈ A temos que

ab = µ(a⊗ b) = µ ◦ τ(a⊗ b) = µ(b⊗ a) = ba.

Definição 1.11. Seja A uma álgebra. Um subespaço vetorial B ⊆ A é dito uma

subálgebra se µ(B ⊗B) ⊆ B.

Definição 1.12. Seja A uma álgebra. Um subespaço vetorial I ⊆ A é chamado:

(i) Um ideal à esquerda (à direita) se µ(A⊗ I) ⊆ I (µ(I ⊗A) ⊆ I);

(ii) Um ideal se µ(A⊗ I + I ⊗A) ⊆ I.

Definição 1.13. Sejam (A,µA, ηA) e (B,µB, ηB) duas álgebras. Dizemos que f : A −→
B é um morfismo de álgebras se f é uma função k-linear tal que os diagramas abaixo

comutam:

A⊗A f⊗f //

µA
��

B ⊗B
µB
��

A
f

// B

A
f // B

k

ηA

__

ηB

??
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O primeiro diagrama nos diz que f(ab) = f(a)f(b) para todos a, b ∈ A e o segundo

diagrama que f(1A) = 1B.

Lema 1.14. Sejam V1, V2,W1,W2 espaços vetoriais, f : V1 → V2 e g : W1 → W2

aplicações k-lineares. Então ker(f ⊗ g) = ker(f) ⊗W1 + V1 ⊗ ker(g), em que ker(f) =

{x ∈ V1|f(x) = 0}.

Demonstração. Claramente ker(f) ⊗ W1 + V1 ⊗ ker(g) ⊆ ker(f ⊗ g), mostremos que

ker(f ⊗ g) ⊆ ker(f)⊗W1 + V1 ⊗ ker(g).

Seja (vα)α∈A1 uma base de ker(f) e completo com (vα)α∈A2 para formar uma base de

V1. Assim, (f(vα))α∈A2 é um subconjunto LI de V2. Analogamente, tome (wβ)β∈B1 uma

base de ker(g) e complete com (wβ)β∈B2 para uma base de W1. Novamente, (g(wβ))β∈B2

é um subconjunto LI em W2. Seja,

q =
∑

α∈A1∪A2
β∈B1∪B2

cαβvα ⊗ wβ ∈ ker(f ⊗ g).

Então ∑
α∈A2
β∈B2

cαβf(vα)⊗ g(wβ) = 0.

Como a famı́lia (f(vα)⊗g(wβ))α∈A2,β∈B2 é LI, segue que cαβ = 0 para todos α ∈ A2, β ∈
B2. Logo, q ∈ ker(f)⊗W1 + V1 ⊗ ker(g) e, portanto,

ker(f ⊗ g) ⊆ ker(f)⊗W1 + V1 ⊗ ker(g).

Proposição 1.15. Sejam A,B álgebras e f : A −→ B um morfismo de álgebras então:

(i) Im(f) é uma subálgebra de B;

(ii) ker(f) é um ideal de A.

Demonstração. (i) Precisamos mostrar que µB(Im(f) ⊗ Im(f)) ⊆ Im(f). Como f é
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um morfismo de álgebras, temos f ◦ µA = µB ◦ (f ⊗ f). Assim,

µB(Im(f)⊗ Im(f)) = µB(f(A)⊗ f(A))

= (µB ◦ (f ⊗ f))(A⊗A)

= (f ◦ µA)(A⊗A)

= f(µA(A⊗A)) ⊆ f(A) = Im(f).

Portanto, Im(f) é uma subálgebra de B.

(ii) Precisamos mostrar que µA(A⊗ker(f) +ker(f)⊗A) ⊆ ker(f). Note que (µB ◦
(f ⊗ f))(ker(f ⊗ f)) = {0}, e como f é morfismo de álgebra, segue que (f ◦µA)(ker(f ⊗
f)) = {0}. Assim, µA(ker(f ⊗ f)) ⊆ ker(f), logo, pelo Lema 1.14, µA(ker(f)⊗A+A⊗
ker(f))) ⊆ ker(f). Portanto, ker(f) é um ideal de A.

Proposição 1.16. Sejam A uma álgebra, I um ideal de A e π : A → A/I a projeção

canônica de espaços vetoriais. Então:

(i) Existe uma única estrutura de álgebra em A/I tal que π é um morfismo de álgebra;

(ii) Se f : A −→ B é um morfismo de álgebras tal que I ⊆ ker(f), então existe um

único morfismo de álgebras f : A/I −→ B tal que f ◦ π = f .

Demonstração. (i) Temos ker(π) = I e como I é ideal de A, pelo Lema 1.14, segue que

µ(ker(π ⊗ π)) = µ(I ⊗ A + A ⊗ I) ⊆ I. Assim, podemos definir uma única aplicação

linear µ : A/I ⊗A/I −→ A/I tal que o seguinte diagrama comuta:

A⊗A π⊗π //

µ

��

π◦µ

$$

A/I ⊗A/I

µ

��
A π

// A/I

Isto é, µ ◦ (π⊗ π) = π ◦µ e para quaisquer a, b ∈ A temos ab = π ◦µ(a⊗ b) = µ(π⊗
π)(a⊗ b) = µ(a⊗ b). Note que a = a+ I = π(a), para todo a ∈ A. Agora, verifiquemos
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a comutatividade dos diagramas da definição de álgebra. Sejam a, b, c ∈ A/I, temos:

(µ ◦ (IA/I ⊗ µ))(a⊗ b⊗ c) = µ(a⊗ (bc))

= a(bc)

= a(bc)

= (ab)c

= (ab)c

= µ((ab)⊗ c)
= (µ ◦ (µ⊗ IA/I))(a⊗ b⊗ c).

Da mesma forma, definimos η : k −→ A/I tal que π ◦ η = η. Assim, para todo

a ∈ A/I, temos:

(µ ◦ (IA/I ⊗ η) ◦ ψ)(a) = µ(a⊗ η(1k))

= µ(a⊗ η(1k))

= π(µ(a⊗ η(1k)))

= π(a) = a.

Analogamente, mostra-se que (µ◦(η⊗IA/I)◦ϕ)(a) = a. Portanto, (A/I, µ, η) é uma

álgebra. Para verificar que π é um morfismo de álgebras, basta verificar o diagrama no

ińıcio da demonstração.

A unicidade da estrutura de álgebra em A/I segue da unicidade de µ e η.

(ii) Como I ⊆ ker(f), novamente pelo Teorema do Homomorfismo para espaços

vetoriais, existe uma única aplicação linear f : A/I −→ B tal que f ◦π = f . Mostremos

que f é um morfismo de álgebras. Sejam a, b ∈ A/I, então:

(f ◦ µ)(a⊗ b) = f(π(µ(a⊗ b))) = f(ab)

= (f ◦ µA)(a⊗ b) = (µB ◦ (f ⊗ f))(a⊗ b)
= µB(f(a)⊗ f(b)) = µB(f(a)⊗ f(b))

= (µB ◦ (f ⊗ f)(a⊗ b)).

E dado α ∈ k, temos:

(f ◦ η)(α) = f(π(ηA(α))) = f(ηA(α)) = ηB(α).
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Portanto, f é um morfismo de álgebras.

Corolário 1.17 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam A,B álgebras e f : A −→ B

um morfismo de álgebras. Então f : A/ker(f) −→ Im(f) é um isomorfismo.

1.2 Coálgebras

Vimos anteriormente a definição de k-álgebras de duas maneiras: a forma “clássica”e

a forma “categórica”. A importância de definirmos uma k-álgebra de maneira categórica,

é que, agora, podemos dualizar a definição de k-álgebra invertendo o sentido das flechas

nos diagramas e obter uma nova estrutura a qual chamamos de k-coálgebra.

Definição 1.18. Uma k-coálgebra é uma tripla (C,∆, ε), em que C é um k-espaço

vetorial, ∆ : C −→ C ⊗ C e ε : C −→ k são aplicações k-lineares tais que os diagramas

abaixo comutam

C

∆

��

∆ // C ⊗ C

I⊗∆

��
C ⊗ C

∆⊗I
// C ⊗ C ⊗ C

e C

∆

��

k ⊗ C

ϕ−1
99

C ⊗ k

ψ−1
ee

C ⊗ C
ε⊗I

ee

I⊗ε

99
,

em que ϕ e ψ são os isomorfismos canônicos dados por:

ϕ : C → k ⊗ C
c 7→ 1k ⊗ c

e
ψ : C → C ⊗ k

c 7→ c⊗ 1k.

O primeiro diagrama é chamado de coassociatividade e nos diz que

(∆⊗ I) ◦∆ = (I ⊗∆) ◦∆.

O segundo diagrama é chamado de axioma da counidade e nos diz que

ϕ−1 ◦ (ε⊗ I) ◦∆ = I = ψ−1 ◦ (I ⊗ ε) ◦∆.
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A aplicação ∆ é chamada de comultiplicação e a aplicação ε de counidade.

Exemplo 1.19. Seja S um conjunto não-vazio e kS o k-espaço vetorial com base S.

Então kS é uma coálgebra com comultiplicação ∆(x) = x⊗x e counidade ε(x) = 1, para

qualquer x ∈ S e estendidos por linearidade.

De fato, seja x ∈ kS temos x =
∑
aixi com xi ∈ S

((∆⊗ I) ◦∆)(
∑
aixi) = (∆⊗ I)(∆(

∑
aixi))

= (∆⊗ I)(
∑
ai(xi ⊗ xi))

=
∑
ai(xi ⊗ xi ⊗ xi)

= (I ⊗∆)(
∑
ai(xi ⊗ xi))

= (I ⊗∆)(∆(
∑
aixi))

= ((I ⊗∆) ◦∆)(
∑
aixi)

e

(ϕ−1 ◦ (ε⊗∆) ◦∆)(
∑
aixi) = (ϕ−1 ◦ (ε⊗∆))(

∑
ai(xi ⊗ xi))

= ϕ−1(
∑
ai(1⊗ xi))

=
∑
aixi

Analogamente, mostra-se a outra igualdade. Assim, segue que kS é uma coálgebra.

Observação 1.20. Se V é um k-espaço vetorial, usando o Lema de Zorn, é posśıvel

mostrar que todo espaço vetorial possui base. Assim, podemos introduzir uma estrutura

de coálgebra em V como fizemos no Exemplo 1.19.

Exemplo 1.21. Seja C um k-espaço vetorial com base {cm;m ∈ N}. Então C é uma

coálgebra com comultiplicação e counidade

∆(cm) =
∑
p,q

[p+ q = m]cp ⊗ cq e ε(cm) = δ0,m ,

respectivamente, em que p, q ∈ N e [p + q = m] é a função que é igual a 1 quando

p+ q = m e igual a 0 quando p+ q 6= m. Então C é uma coálgebra.

Demonstração. Precisamos mostrar a comutatividade dos diagramas da definição, isto

é, (∆⊗ I) ◦∆ = (I ⊗∆) ◦∆. Basta fazer a conta para algum cm na base e estender por

linearidade. Assim:
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((∆⊗ I) ◦∆)(cm) = (∆⊗ I)(
∑
p,q

[p+ q = m]cp ⊗ cq)

=
∑
p,q

[p+ q = m]∆(cp)⊗ cq

=
∑
p,q

[p+ q = m](
∑
r,s

[r + s = p]cr ⊗ cs)⊗ cq

=
∑
q,r,s

[r + s+ q = m]cr ⊗ cs ⊗ cq

e

((I ⊗∆) ◦∆)(cm) = (I ⊗∆)(
∑
q,p

[q + p = m]cq ⊗ cp)

=
∑
q,p

[q + p = m]cq ⊗ (
∑
r,s

[r + s = p]cr ⊗ cs)

=
∑
q,r,s

[q + r + s = m]cq ⊗ cr ⊗ cs.

Portanto, (∆⊗ I) ◦∆ = (I ⊗∆) ◦∆.

Resta mostrar a comutatividade do segundo diagrama, ou seja, ϕ−1 ◦ (ε⊗ I) ◦∆ =

I = ψ−1 ◦ (I ◦ ε) ◦∆. Para m ∈ N, temos:

(ϕ1 ◦ (ε⊗ I) ◦∆)(cm) = (ϕ−1 ◦ (ε⊗ I)(
∑
p,q

[p+ q = m]cp ⊗ cq)

=
∑
p,q

[p+ q = m]ε(cp)cq

=
∑
p,q

[p+ q = m]δ0,pcq

= cm.

Analogamente, mostra-se que ψ−1 ◦ (I ⊗ ε) ◦ ∆ = I. Portanto, (C,∆, ε) é uma

coálgebra, chamada de coálgebra da potência dividida.

Exemplo 1.22. Sejam n ≥ 1 um inteiro e M c(n, k) um k-espaço vetorial de dimensão

n2, daremos uma estrutura de coálgebra para M c(n, k). Denote por {eij}i≤i,j≤n uma

base de M c(n, k) e defina uma comultiplicação e uma counidade por:

∆(eij) =
n∑
p=1

eip ⊗ epj e ε(eij) = δij

Dessa forma, M c(n, k) é uma coálgebra, chamada de coálgebra das matrizes.

Demonstração. Vamos mostrar a comutatividade do primeiro diagrama, isto é, (I⊗∆)◦
∆ = (∆⊗ I) ◦∆. Basta fazer a conta para algum eij na base e estender por linearidade.
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Assim,

((I ⊗∆) ◦∆)(eij) = (I ⊗∆)(
n∑
p=1

eip ⊗ epj)

=
n∑
p=1

eip ⊗∆(epj)

=
n∑
p=1

eip ⊗ (
n∑
q=1

epq ⊗ eqj)

=
∑

i≤p,q≤n
eip ⊗ epq ⊗ eqj

e

((∆⊗ I) ◦∆)(eij) = (∆⊗ I)(
n∑
q=1

eiq ⊗ eqj)

=
n∑
q=1

∆(eiq)⊗ eqj

=
n∑
q=1

(
n∑
p=1

eip ⊗ epq)⊗ eqj

=
∑

1≤p,q≤n
eip ⊗ epq ⊗ eqj .

Portanto, (I ⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ I) ◦∆.

Mostremos, agora, a comutatividade do segundo diagrama, ou seja, ϕ−1◦(ε⊗I)◦∆ =

I = ψ−1 ◦ (I ⊗ ε) ◦∆. Temos

(ϕ−1 ◦ (ε⊗ I) ◦∆)(eij) = (ϕ−1 ◦ (ε⊗ I))(
n∑
p=1

eiq ⊗ eqj)

=
n∑
p=1

ε(eip)epj

=
n∑
p=1

δipepj

= eij

= I(eij)

Analogamente, mostramos o outro lado da igualdade e, assim, M c(n, k) é uma

coálgebra.

Exemplo 1.23. Sejam G um grupo e kG a álgebra de grupo. Podemos introduzir uma

estrutura de coálgebra à kG. Observe que {1kg}g∈G é uma base para kG. Assim, basta

definir uma comultiplicação e uma counidade nos elementos da base e estender por line-
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aridade.

∆ : kG −→ kG⊗ kG e ε : kG −→ k

g 7→ g ⊗ g g 7→ 1
.

1.2.1 Notação de Sweedler

Nosso objetivo aqui, é introduzir uma notação que irá facilitar o cálculo de longas

composições que envolvam a comultiplicação.

Dada uma coálgebra (C,∆, ε) podemos definir recursivamente (∆n)n≥1.

∆1 = ∆ : C −→ C ⊗ C
∆n : C −→ C ⊗ · · · ⊗ C︸ ︷︷ ︸

n+1

,

em que ∆n = (∆ ⊗ In−1) ◦∆n−1, para n ≥ 2 e In é a identidade em C ⊗ · · · ⊗ C︸ ︷︷ ︸
n

.

Dado c ∈ C vamos reescrever ∆(c) =
n∑
i=0

ci ⊗ c′i como ∆(c) =
∑
c(1) ⊗ c(2). Assim, para

n = 2 temos

∆2(c) = ((∆⊗ I) ◦∆)(c) = (∆⊗ I)(
∑
c(1) ⊗ c(2))

=
∑∑

c(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ c(2).

Mas pela coassociatividade,

((I ⊗∆) ◦∆)(c) = (I ⊗∆)(
∑
c(1) ⊗ c(2))

=
∑∑

c(1) ⊗ c(2)(1) ⊗ c(2)(2).

Logo,
∑∑

c(1)(1)⊗ c(1)(2)⊗ c(2) =
∑∑

c(1)⊗ c(2)(1)⊗ c(2)(2), que vamos reescrever como∑
c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3). Dessa forma,

∆n(c) =
∑

c(1) ⊗ · · · ⊗ c(n+1).

Ainda, pelo axioma da counidade, podemos escrever

c =
∑

ε(c(1))c(2) =
∑

c(1)ε(c(2)).

A demonstração do caso geral de que a notação de Sweedler funciona depende de
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uma indução e pode ser encontrada em [5], seção 1.18.

1.2.2 Subcoálgebras e Coálgebra Quociente

Aqui, vamos fazer para coálgebras tudo que fizemos para álgebras na seção anterior

com seus devidos ajustes.

Definição 1.24. Seja (C,∆, ε) coálgebra. Dizemos que C é uma coálgebra co-comutativa

se o diagrama abaixo comuta

C
∆

{{

∆

##
C ⊗ C τ :twist // C ⊗ C.

Em outras palavras, dado c ∈ C temos

∆(c) =
∑

c(1) ⊗ c(2) =
∑

c(2) ⊗ c(1).

Definição 1.25. Sejam (C,∆C , εC) e (D,∆D, εD) duas coálgebras. Uma aplicação k-

linear f : C → D é um morfismo de coálgebras se os seguintes diagramas comutam:

C
f //

∆C

��

D

∆D

��
C ⊗ C

f⊗f
// D ⊗D

e C
f //

εC ��

D

εD��
k .

A comutatividade do primeiro diagrama nos diz que

∆D(f(c)) =
∑

f(c)(1) ⊗ f(c)(2) =
∑

f(c(1))⊗ f(c(2)) = (f ⊗ f)(∆(c)) , ∀c ∈ C

E a comutatividade do segundo diagrama implica que

(εD ◦ f)(c) = εD(f(c)) = εC(c) , ∀c ∈ C.

Definição 1.26. Seja C uma coálgebra. Um k-subespaço vetorial D ⊆ C é dito uma

subcoálgebra se ∆(D) ⊆ D ⊗D.

Observação 1.27. Se D é como na definição acima, (D,∆|D, ε|D) é uma coálgebra.
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Definição 1.28. Seja (C,∆, ε) uma coálgebra e I um k-subespaço vetorial de C. Dize-

mos que:

(i) I é um coideal à esquerda (à direita) se ∆(I) ⊆ C ⊗ I (respectivamente ∆(I) ⊆
I ⊗ C);

(ii) I é um coideal se ∆(I) ⊆ (I ⊗ C + C ⊗ I) e ε(I) = {0}.

Exemplo 1.29 (I é coideal, mas I não é coideal à esquerda nem à direita). Considere

o anel de polinômios k[x] que é uma coálgebra com comultiplicação e counidade dados

por:

∆(xn) = (x⊗ 1 + 1⊗ x)n , ε(xn) = 0, para n ≥ 1

∆(1) = 1⊗ 1 e ε(1) = 1.

Tome I = kx o k-subespaço vetorial de k[x] gerado por x. Assim, ∆(x) = x⊗1+1⊗x ∈
(I ⊗ k[x] + k[x]⊗ I) e ε(x) = 0, logo I é um coideal.

Agora, suponha que I seja um coideal à esquerda, isto é, ∆(x) ∈ k[x] ⊗ I, assim

temos que existem ci ∈ k[x] e αix ∈ I de modo que ∆(x) =
∑
ci ⊗ αix. Mas

x = (ϕ−1 ◦ (I ⊗ ε) ◦∆)(x)

= (ϕ−1 ◦ (I ⊗ ε)(
∑
ci ⊗ αix))

=
∑
ciε(αix)

=
∑
ciαiε(x)

= 0,

O que é um absurdo! Logo, I não é um coideal è esquerda. Analogamente, mostramos

que I não é um coideal à direita.

Proposição 1.30. Seja f : C → D um morfismo de coálgebras. Então

i Im(f) = f(C) é uma subcoálgebra de D.

ii ker(f) é um coideal de C.

Demonstração. (i) Devemos mostrar que ∆D(f(C)) ⊆ f(C)⊗f(C). Como f é morfismo
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de coálgebras, o diagrama abaixo comuta

C
f //

∆C

��

D

∆D

��
C ⊗ C

f⊗f
// D ⊗D.

Logo, dado c ∈ C,

∆D(f(c)) = (f ⊗ f)(∆C(c)) ∈ (f ⊗ f)(C ⊗ C) = f(C)⊗ f(C).

Portanto, f(C) é subcoálgebra de D.

(ii) Vamos mostrar ∆C(ker(f)) ⊆ (ker(f) ⊗ C + C ⊗ ker(f)) e εC(ker(f)) = {0}.
Temos:

(∆D ◦ f)(ker(f)) = 0 e como f é morfismo, (f ⊗ f) ◦ ∆C(ker(f)) = 0. Logo,

∆C(ker(f)) ⊆ ker(f ⊗ f), e pelo Lema 1.14, segue que, ∆C(ker(f)) ⊆ ker(f)⊗C +C ⊗
ker(f).

Novamente, como f é morfismo, εC(ker(f)) = (εD ◦ f)(ker(f)) = {0}. Portanto,

ker(f) é um coideal.

Proposição 1.31. Sejam (C,∆C , εC) e (D,∆D, εD) duas coálgebras, então C ⊗ D

também é uma coálgebra.

Demonstração. Como C e D são coálgebras, em particular, C e D são espaços vetoriais.

Assim, temos C ⊗D é um espaço vetorial. Agora, defina

∆C⊗D : C ⊗D −→ C ⊗D ⊗ C ⊗D e εC⊗D : C ⊗D −→ k,

em que ∆C⊗D = (IC ⊗ τ ⊗ ID) ◦ (∆C ⊗ ∆D), εC⊗D = φ ◦ (εC ⊗ εD). τ é a aplicação

twist e φ : k ⊗ k → k é o isomorfismo canônico. Note que ∆C⊗D e εC⊗D são aplicações

k-lineares pois são a composição de aplicações k-lineares.
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Vamos mostrar a coassociatividade. Sejam c ∈ C e d ∈ D, então:

((∆C⊗D ⊗ IC⊗D) ◦∆C⊗D)(c⊗ d) = (∆C⊗D ⊗ IC⊗D)(
∑
c(1) ⊗ d(1) ⊗ c(2) ⊗ d(2))

=
∑
c(1)(1) ⊗ d(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ d(1)(2) ⊗ c(2) ⊗ d(2)

=
∑
c(1) ⊗ d(1) ⊗ c(2) ⊗ d(2) ⊗ c(3) ⊗ d(3)

e

((IC⊗D ⊗∆C⊗D) ◦∆C⊗D)(c⊗ d) = (IC⊗D ⊗∆C⊗D)(
∑
c(1) ⊗ d(1) ⊗ c(2) ⊗ d(2))

=
∑
c(1) ⊗ d(1) ⊗ c(2)(1) ⊗ d(2)(1) ⊗ c(2)(2) ⊗ d(2)(2)

=
∑
c(1) ⊗ d(1) ⊗ c(2) ⊗ d(2) ⊗ c(3) ⊗ d(3).

Agora, mostremos a comutatividade do segundo diagrama:

(ϕ−1 ◦ (εC⊗D ⊗ IC⊗D) ◦∆C⊗D)(c⊗ d) = (ϕ−1 ◦ (εC⊗D ⊗ IC⊗D))(
∑
c(1) ⊗ d(1) ⊗ c(2) ⊗ d(2))

= ϕ−1(
∑
εC⊗D(c(1) ⊗ d(1))⊗ c(2) ⊗ d(2))

= ϕ−1(
∑
εC(c(1))εD(d(1))⊗ c(2) ⊗ d(2))

=
∑
εC(c(1))εD(d(1))(c(2) ⊗ d(2))

=
∑
εC(c(1))c(2) ⊗

∑
εD(d(1))d(2)

= c⊗ d

Analogamente, mostra-se a outra igualdade. Logo, C ⊗D é uma coálgebra.

Teorema 1.32. Sejam C uma coálgebra, I um coideal e π : C → C/I a projeção

canônica de espaços vetoriais, então:

(i) Existe uma única estrutura C/I, chamada de coálgebra quociente, tal que π é um

morfismo de coálgebras;

(ii) Se f : C → D é um morfismo de coálgebras com I ⊆ ker(f), então existe um único

morfismo de coálgebras f : C/I → D tal que f ◦ π = f .

Demonstração. (i) Como I é um coideal, então ∆(I) ⊆ (I ⊗ C + C ⊗ I) e ε(I) = {0}.
Assim, ((π⊗π)◦∆)(I) ⊆ (π⊗π)(I⊗C+C⊗I)) = {0⊗0}. Logo, I ⊆ ker((π⊗π)◦∆), desse

modo, podemos definir de maneira única ∆ : C/I → C/I ⊗ C/I tal que ∆ = (π ⊗ π)∆.

Note que ∆ é k-linear, pois é composição de funções k-lineares. Assim, o diagrama
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abaixo comuta:

C
π //

∆
��

C/I

∆
��

C ⊗ C
π⊗π

// C/I ⊗ C/I

Se c ∈ C então π(c) = c e

∆(c) = ((π ⊗ π) ◦∆)(c)

= (π ⊗ π)(
∑
c(1) ⊗ c(2))

=
∑
c(1) ⊗ c(2).

Agora, mostremos a coassociatividade:

((∆⊗ I) ◦∆)(c) = (∆⊗ I)(
∑
c(1) ⊗ c(2))

=
∑
c(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ c(2)

=
∑
c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3)

((I ⊗∆) ◦∆)(c) = (I ⊗∆)(
∑
c(1) ⊗ c(2))

=
∑
c(1) ⊗ c(2)(1) ⊗ c(2)(2)

=
∑
c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3)

Portanto, o primeiro diagrama comuta.

Agora, como ε(I) = {0}, segue que I ⊆ ker(ε) e então podemos definir ε : C/I → k

tal que ε ◦ π = ε (note que ε é linear pois é composição de aplicações lineares), isto é,

dado c ∈ C, temos ε(π(c)) = ε(c) = ε(c). Logo, o diagrama abaixo comuta

C
π //

ε
��

C/I

ε
~~

k

Dos diagramas acima, temos que π é um morfismo de coálgebras. Resta mostrar a
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comutatividade do segundo diagrama da definição de coálgebras. Seja c ∈ C temos

(ϕ−1 ◦ (ε⊗ IC/I) ◦∆)(c) =
∑
ε(c(1))c(2)

=
∑
ε(c(1))π(c(2))

= π(
∑
ε(c(1))c(2))

= π(c)

= c

Analogamente, mostra-se a outra igualdade. Logo o diagrama abaixo comuta.

C/I

∆

��

k ⊗ C/I

ϕ−1
88

C/I ⊗ k

ψ−1
ff

C/I ⊗ C/I
ε⊗IC/I

ff

IC/I⊗ε

88

.

Portanto, (C/I,∆, ε) é uma coálgebra.

(ii) Como I ⊆ ker(f), então f(I) = {0}. Assim, podemos definir de maneira única

um morfismo k-linear f : C/I → D tal que f ◦ π = f , com isso, dado c ∈ C, temos

f(c) = f(c). Mostremos que ∆D ◦ f = (f ⊗ f) ◦∆ e εD ◦ f = ε. Seja c ∈ C/I, temos

(∆D ◦ f)(c) = ∆D(f(c))

= ∆D(f(c))

=
∑
f(c)(1) ⊗ f(c)(2)

=
∑
f(c(1))⊗ f(c(2))

=
∑
f(c(1))⊗ f(c(2))

= (f ⊗ f)(∆(c)))

e

(εD ◦ f)(c) = εD(f(c)) = εC(c) = ε(c).

Portanto, f é um morfismo de coálgebras.
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1.3 A (Co)álgebra Dual

Nesta seção iremos construir a álgebra dual de uma coálgebra dada e, no caso em

que uma álgebra possuir dimensão finita, construiremos a coálgebra dual desta álgebra.

Dado um k-espaço vetorial V , denotaremos por V ∗ = Hom(V, k) o espaço de todas as

transformações lineares de V em k.

O próximo lema tem participação importante para apresentar a estrutura de co-

álgebra dual a partir de uma álgebra de dimensão finita. A demonstração do lema se

encontra em [5] p16, lema 1.3.2.

Lema 1.33. Sejam k um corpo, M,N e V k-espaços vetoriais e aplicações lineares

Φ : M∗ ⊗ V → Hom(M,V ),

Φ′ : Hom(M,N∗)→ (M ⊗N)∗ e

ρ : M∗ ⊗N∗ → (M ⊗N)∗

definidas por

Φ(f ⊗ v)(m) = f(m)v para f ∈M∗, v ∈ V,m ∈M,

Φ′(g)(m⊗ n) = g(m)(n) para g ∈ Hom(M,N∗),m ∈M,n ∈ N e

ρ(f ⊗ g)(m⊗ n) = f(m)g(n) para f ∈M∗, g ∈ N∗,m ∈M,n ∈ N.

Então:

(i) Φ é injetora. Se, além disso, V tem dimensão finita, então Φ é um isomorfismo.

(ii) Φ′ é um isomorfismo.

(iii) ρ é injetora. Se, além disso, N tem dimensão finita, então ρ é um isomorfismo.

Corolário 1.34. Para quaisquer k-espaços vetoriais M1, . . . ,Mn a aplicação

θ : M1
∗ ⊗ · · · ⊗Mn

∗ → (M1 ⊗ · · · ⊗Mn)∗

(f1 ⊗ · · · ⊗ fn)(m1 ⊗ · · · ⊗mn) 7→ f1(m1) · · · fn(mn)

é injetora. Além disso, se todos os espaços Mi forem de dimensão finita, então θ é um

isomorfismo.
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Demonstração. Basta aplicar indução no item (iii) do Lema 1.33.

Agora, sejam X,Y dois k-espaços vetoriais e v : X → Y uma aplicação k-linear,

denotaremos por v∗ : Y ∗ → X∗ o aplicação definida por v∗(f) = f ◦ v para todo f ∈ Y ∗.

Agora, podemos construir a álgebra dual de uma coálgebra dada. Sendo assim, seja

(C,∆, ε) uma coálgebra, definimos as aplicações µ : C∗⊗C∗ → C∗ como µ = ∆∗◦ρ onde

ρ é a aplicação definida no lema 1.33, e η : k → C∗ como η = ε∗ ◦ Φ, onde Φ : k → k∗ é

o isomorfismo canônico.

Proposição 1.35. (C∗, µ, η) é uma álgebra.

Demonstração. Denote µ(f ⊗ g) por f ∗ g. Assim, da definição, temos

(f ∗ g)(c) = (∆∗ ◦ ρ)(f ⊗ g)(c) = ρ(f ⊗ g)(∆(c)) =
∑

f(c1)g(c2)

para f, g ∈ C∗ e c ∈ C. Com isso em mente, temos que, dados f, g, h ∈ C∗ e c ∈ C então

((f ∗ g) ∗ h)(c) =
∑

(f ∗ g)(c1)h(c2)

=
∑
f(c1)g(c2)h(c3)

=
∑
f(c1)(g ∗ h)(c2)

= (f ∗ (g ∗ h))(c).

Logo, ∗ é associativa.

Observe que se α ∈ k e c ∈ C temos η(α)(c) = αε(c). Para mostrar o comutativi-

dade do segundo diagrama da definição de álgebra é equivalente a mostrar que η(1) é

a identidade da multiplicação definida em µ, isto é, η(1) ∗ f = f ∗ η(1) = f para todo

f ∈ C∗.
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De fato, dado f ∈ C∗, temos

(η(1) ∗ f)(c) =
∑
η(1)(c1)f(c2)

=
∑

(ε∗ ◦ Φ)(1)(c1)f(c2)

=
∑

(ε∗(Φ(1))(c1)f(c2)

=
∑

(Φ(1) ◦ ε)(c1)f(c2)

=
∑
ε(c1)f(c2)

= f(
∑
ε(c1)c2)

= f(c).

De modo similar mostramos a outra igualdade.

A álgebra C∗ definida acima é chamada de álgebra dual da coálgebra C. A multi-

plicação de C∗ é chamada de convolução.

Exemplo 1.36. Seja S um subconjunto não vazio, e kS a coálgebra como no Exemplo

1.19. Então a álgebra dual é (kS)∗ = Hom(kS, k) com multiplicação definida por

(f ∗ g)(s) = (∆∗ ◦ ρ)(f ⊗ g)(s)

= ρ(f ⊗ g)(∆(s))

= ρ(f ⊗ g)(s⊗ s)
= f(s)g(s)

para f, g ∈ (kS)∗, s ∈ S.

Exemplo 1.37. Seja H a coálgebra como no exemplo 1.21. Então a álgebra H∗ tem

multiplicação definida por

(f ∗ g)(cm) = (∆∗ ◦ ρ)(f ⊗ g)(cm) = ρ(f ⊗ g)(∆(cm))

= ρ(f ⊗ g)(
∑

p,q[p+ q = m]cp ⊗ cq)
=

∑
p,q[p+ q = m]f(cp)g(cq)

para f, g ∈ H∗, m ∈ N, e a unidade u : k → H∗, u(α)(cn) = αδ0,n para α ∈ k e n ∈ N.

H∗ é isomorfo a álgebra das séries formais k[[x]] via o isomorfismo

Φ : H∗ → k[[x]] , Φ(f) =
∑
n≥0

f(cn)Xn.
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De fato, tome f ∈ ker(Φ). Assim, Φ(f) =
∑

n≥0 f(cn)Xn = 0, logo f = 0. Agora,

seja
∑

n≥0 anX
n ∈ k[[x]]. Tome g : H → k dada por g(cn) = an, então Φ(g) =∑

n≥0 g(cn)Xn =
∑

n≥0 anX
n.

Agora, será que com uma álgebra (A,µ, η) podemos introduzir uma estrutura canôni-

ca de coálgebra em A∗? Não podemos fazer uma construção similar com a que acabamos

de fazer para álgebras pois não existe um isomorfismo canônico (A⊗A)∗ → A∗ ⊗ A∗.
Porém, se A tem dimensão finita, o morfismo canônico ρ : A∗⊗A∗ → (A⊗A)∗ é bijetor

e portanto, podemos usar ρ−1.

Então, se (A,µ, η) tem dimensão finita, definimos ∆ : A∗ → A∗ ⊗ A∗ e ε : A∗ → k

por ∆ = ρ−1µ e ε = ψη∗, em que ψ : k∗ → k é o isomorfismo canônico, ψ(f) = f(1)

para f ∈ k∗.

Observe que se ∆(f) =
∑
gi ⊗ hi, onde gi, hi ∈ A∗, então f(ab) =

∑
gi(a)hi(b)

para todo a, b ∈ A. Além disso, se (g′j , h
′
j)j é uma famı́lia finita de elementos em

A∗ tal que f(ab) =
∑
g′j(a)h′j(b) para todo a, b ∈ A, então, pela injetividade de ρ,∑

gi ⊗ hi =
∑
g′j ⊗ h′j .

Assim, podemos concluir que ∆(f) =
∑
gi⊗hi com a propriedade f(ab) =

∑
gi(a)hi(b)

para quaisquer a, b ∈ A.

Proposição 1.38. Se (A,µ, η) é uma álgebra de dimensão finita, então (A∗,∆, ε) é uma

coálgebra.

Demonstração. Sejam f ∈ A∗ e ∆(f) =
∑

i gi ⊗ hi. E tome ∆(gi) =
∑

j g
′
i,j ⊗ g′′i,j e

∆(hi) =
∑

j h
′
i,j ⊗ h′′i,j . Então

(∆⊗ I)∆(f) =
∑
i,j

g′i,j ⊗ g′′i,j ⊗ hi e

(I ⊗∆)∆(f) =
∑
i,j

gi ⊗ h′i,j ⊗ h′′i,j .

Considere a aplicação θ : A∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗ → (A⊗A⊗A)∗ definida por θ(u ⊗ v ⊗
w)(a⊗ b⊗ c) = u(a)v(b)w(c) para u, v, w ∈ A∗ e a, b, c ∈ A. Note que θ é injetora pelo
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corolário 1.34. Mas

θ(
∑

i,j g
′
i,j ⊗ g′′i,j ⊗ hi)(a⊗ b⊗ c) =

∑
i,j
g′i,j(a)g′′i,j(b)hi(c)

=
∑
i
gi(ab)hi(c)

= f(abc)

e

θ(
∑
i,j
gi ⊗ h′i,j ⊗ h′′i,j)(a⊗ b⊗ c) =

∑
i,j
gi(a)⊗ h′i,j(b)⊗ h′′i,j(c)

=
∑
i
gi(a)hi(bc)

= f(abc).

Assim, pela injetividade de θ obtemos que∑
i,j

g′i,j ⊗ g′′i,j ⊗ hi =
∑
i,j

gi ⊗ h′i,j ⊗ h′′i,j

isto é, ∆ é coassociativo.

Agora,

(ϕ−1 ◦ (ε⊗ I) ◦∆)(f)(a) = (ϕ−1 ◦ (ε⊗ I))(∆(f))(a)

= (ϕ−1 ◦ (ε⊗ I))(
∑
gi ⊗ hi)(a)

= (
∑
ε(gi)hi)(a)

=
∑
g(1)h(a)

= f(a)

Logo,
∑

i ε(gi)hi = f . Analogamente
∑

i ε(hi)gi = f e, portanto, temos a propriedade

da counidade.

Proposição 1.39. Sejam A,B álgebras e C,D coálgebras temos:

(i) Se f : C → D é um morfismo de coálgebras, então f∗ : D∗ → C∗ é um morfismo

de álgebras.

(ii) Se f : A→ B é um morfismo de álgebras com dimensão finita, então f∗ : B∗ → A∗

é um morfismo de coálgebras.
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Demonstração. (i) Seja d∗, e∗ ∈ D∗ e c ∈ C. Então

(f∗(d∗ ∗ e∗))(c) = (d∗ ∗ e∗)(f(c))

=
∑

d∗(f(c1))e∗(f(c2))

=
∑

(f∗(d∗))(c1)(f∗(e∗))(c2)

= (f∗(d∗) ∗ f∗(e∗))(c).

E então, f∗(d∗e∗) = f∗(d∗)f∗(e∗). Além disso, f∗(εD) = εDf = εC e, portanto, f∗ é um

morfismo de álgebras.

(ii) Precisamos mostrar que o seguinte diagrama comuta

B∗
f∗ //

∆B∗
��

A∗

∆A∗
��

B∗ ⊗B∗
f∗⊗f∗

// A∗ ⊗A∗

Seja b∗ ∈ B∗, podemos escrever (∆A∗ ◦ f∗)(b∗) = ∆A∗(b
∗ ◦ f) =

∑
i gi ⊗ hi e

∆B∗(b
∗) =

∑
j pj ⊗ qj . Denote por ρA : A∗ ⊗ A∗ → (A⊗A)∗ a injeção canônica, assim,

para quaisquer a, b ∈ A, temos

ρA((∆A∗ ◦ f∗)(b∗))(a⊗ b) = (ρA ◦∆A∗ ◦ f∗)(b∗)(a⊗ b)
= (µA

∗ ◦ f∗)(b∗)(a⊗ b)
= f∗(b∗)(µA(a⊗ b))
= f∗(b∗)(ab)

= b∗(f(ab))

e

ρA((f∗ ⊗ f∗))∆B∗(b
∗)(a⊗ b) = (f∗ ⊗ f∗) ◦ ρB ◦∆B∗(b

∗)(a⊗ b)
= µB

∗(b∗)((f ⊗ f)(a⊗ b)
= µB

∗(b∗)(f(a)⊗ f(b))

= b∗(f(a)f(b))

= b∗(f(ab)).
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Pela injetividade de ρA, segue a comutatividade do primeiro diagrama. Além disso,

εA∗(f
∗(b∗)) = f∗(b∗)(1A) = b∗(f(1A)) = b∗(1B) = εB∗(b

∗).

Assim, f∗ é um morfismo de coálgebras.

Dada uma álgebra de dimensão finita A, conseguimos introduzir uma estrutura de

coálgebra no dual A∗. No caso em que A tem dimensão infinita, também podemos

associar uma estrutura de coálgebra, porém não usaremos o espaço dual inteiro A∗, mas

um subespaço dele. A construção do dual finito de uma álgebra pode ser encontrada em

[5], seção 1.5.
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2 Álgebra de Hopf

Estamos quase chegando à definição de uma álgebra de Hopf. O objetivo deste

caṕıtulo é definir álgebra de Hopf e dar alguns exemplos e propriedades. Para isso nos

restam duas coisas, definir biálgebra e aplicação ant́ıpoda. Feito isso, basta juntar essas

duas definições para definir uma álgebra de Hopf, que é basicamente uma biálgebra com

ant́ıpoda.

2.1 Biálgebras

Seja H um k-espaço vetorial que possui, simultaneamente, estrutura de álgebra

(H,µ, η) e coálgebra (H,∆, ε). A próxima proposição mostra a compatibilidade entre

essas duas estruturas. Lembrando que H ⊗H possui tanto estrutura de álgebra quanto

coálgebra.

Proposição 2.1. São equivalentes:

(i) As aplicações µ e η são morfismos de coálgebras.

(ii) As aplicações ∆ e ε são morfismos de álgebra.

Demonstração. Temos que µ : H ⊗H → H é um morfismo de coálgebras se, e somente
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se, os seguintes diagramas comutam

H ⊗H µ //

∆⊗∆
��

H

∆

��

H ⊗H ⊗H ⊗H

I⊗τ⊗I
��

H ⊗H ⊗H ⊗H
µ⊗µ

// H ⊗H

e

H ⊗H µ //

ε⊗ε
��

H

ε

��

k ⊗ k

Φ
��
k

I
// k

em que (I⊗τ⊗I)◦(∆⊗∆) = ∆H⊗H é a comultiplicação de H⊗H e Φ◦(ε⊗ε) = εH⊗H .

A aplicação η : k → H é um morfismo de coálgebras se, e somente se, os seguintes

diagramas comutam

k
η //

Φ−1

��

H

∆

��
k ⊗ k

η⊗η
// H ⊗H

e

k
η //

I ��

H

ε
��

k .

Note que ∆ é um morfismo de álgebras se, e somente se, o primeiro e o terceiro

diagramas comutam, e ε é um morfismo de álgebras se, e somente se, o segundo e o

quarto diagrama comutam. Portanto, segue a equivalência.

Definição 2.2. Seja H um k-espaço vetorial, dizemos que H é uma biálgebra se H

possui estrutura de álgebra (H,µ, η) e coálgebra (H,∆, ε) tal que ∆ e ε são morfismos

de álgebras.
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Observação 2.3. Com o fato de de ∆ e ε serem morfismos de álgebras, a notação de

Sweedler nos possibilita escrever as seguintes igualdades∑
(hg)(1) ⊗ (hg)(2) = ∆(hg)

= ∆(h)∆(g)

= (
∑
h(1) ⊗ h(2))(

∑
g(1) ⊗ g(2))

=
∑
h(1)g(1) ⊗ h(2)g(2)

e

ε(hg) = ε(h)ε(g).

Além disso, ∆(1H) = 1H ⊗ 1H e ε(1H) = 1k.

Observação 2.4. Diremos que uma biálgebra tem uma propriedade P , se sua estru-

tura de álgebra ou de coálgebra tiver a propriedade P . Por exemplo, podemos falar de

biálgebras comutativas (se sua estrutura de álgebra for comutativa) ou biálgebra cocomu-

tativas (se sua estrutura de coálgebra for cocomutativa).

Exemplo 2.5. Já vimos que o corpo k possui estrutura de álgebra e de coálgebra dada

por ∆ : k → k ⊗ k o isomorfismo canônico, e ε : k → k a identidade em k. Assim,

resta-nos verificar que ∆ e ε são morfismos de álgebra.

De fato, sejam α, λ ∈ k, temos

∆(αλ) = αλ⊗ 1 = (α⊗ 1)(λ⊗ 1) = ∆(α)∆(λ),

∆(1) = 1⊗ 1 = 1k⊗k,

ε(αλ) = αλ = ε(α)ε(λ)

e

ε(1) = 1.

Portanto, k é uma biálgebra.

Exemplo 2.6. Sejam G um grupo e kG a álgebra de grupo cuja estrutura de coálgebra

é dada por ∆(g) = g ⊗ g e ε(g) = 1. Verifiquemos que ∆ e ε são morfismos de álgebra.

Sejam g, h ∈ kG (g, h na base de kG), temos

∆(gh) = gh⊗ gh = (g ⊗ g)(h⊗ h) = ∆(g)∆(h)



39

e

ε(gh) = 1 = 1 · 1 = ε(g)ε(h)

Portanto, kG é uma biálgebra.

Outra possibilidade para construir novas biálgebras é considerar o dual de uma

biálgebra de dimensão finita.

Proposição 2.7. Seja H uma biálgebra de dimensão finita. Então H∗ com a estrutura

de álgebra dual da coálgebra H e com a estrutura de coálgebra dual da álgebra H é uma

biálgebra, chamada biálgebra dual de H.

Demonstração. Denotamos por ∆ e ε a comultiplicação e counidade de H, e por δ e E a

comultiplicação e a counidade de H∗. Lembramos que dado f ∈ H∗ temos E(f) = f(1H)

e δ(f) =
∑
f1 ⊗ f2, em que f(ab) =

∑
f1(a)f2(b), para quaisquer a, b ∈ H.

Agora, mostremos que δ é morfismo de álgebra. De fato, sejam f, g ∈ H∗ com

δ(f) =
∑
f1 ⊗ f2, δ(g) =

∑
g1 ⊗ g2 e a, b ∈ H, temos

(f ∗ g)(ab) =
∑
f((ab)1)g((ab)2)

=
∑
f(a1b1)g(a2b2)

=
∑
f1(a1)f2(b1)g1(a2)g2(b2)

=
∑

(f1 ∗ g1)(a)(f2 ∗ g2)(b).

Assim,

δ(f ∗ g) =
∑

(f1 ∗ g1)⊗ (f2 ∗ g2)

=
∑

(f1 ⊗ f2)(g1 ⊗ g2)

=
∑
δ(f)δ(g).

Além disso, ε(ab) = ε(a)ε(b) para quaisquer a, b ∈ H. Logo, δ(ε) = ε⊗ ε, e assim, δ

é um morfismo de álgebras.

Agora, mostremos que E é morfismo de álgebras. Temos

E(f ∗ g) = (f ∗ g)(1H) = f(1H)g(1H) = E(f)E(g)

ainda, E(ε) = ε(1H) = 1. Portanto, H∗ é uma biálgebra.
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Definição 2.8. Sejam H e L duas k-biálgebras. Dizemos que uma aplicação k-linear

f : H → L é um morfismo de k-biálgebras se f é um morfismo de álgebras e um morfismo

de coálgebras.

Teorema 2.9. Sejam H uma biálgebra, e I um subespaço vetorial de H que é um ideal

(da estrutura de álgebra de H) e um coideal (da estrutura de coálgebra de H). Então

as estruturas de álgebra quociente e coálgebra quociente H/I define uma biálgebra, e a

projeção canônica p : H → H/I é um morfismo de biálgebra.

Demonstração. Da estrutura de coálgebra em H/I, temos que dado h ∈ H, ∆(h) =∑
h1 ⊗ h2 e ε(h) = ε(h). Verifiquemos que ∆ e ε são morfismos de álgebra.

De fato, sejam h, g ∈ H, temos

∆(hg) =
∑

(hg)1 ⊗ (hg)2

=
∑
h1g1 ⊗ h2g2

=
∑
h1g1 ⊗ h2g2

=
∑

(h1 ⊗ h2)(g1 ⊗ g2)

= ∆(h)∆(g).

Claramente, ∆ = 1⊗ 1. Agora,

ε(hg) = ε(hg)

= ε(h)ε(g)

= ε(h)ε(g).

E ainda, ε(1) = ε(1) = 1. Portanto, H/I é uma biálgebra.

Corolário 2.10. Seja H uma biálgebra e I um subespaço vetorial como no teorema

acima. Se H é comutativa (cocomutativa) então a biálgebra H/I é comutativa (cocomu-

tativa).

2.2 Álgebra de Hopf

Nos resta um último detalhe: a aplicação ant́ıpoda. Para isso, façamos a seguinte

construção.
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Sejam (C,∆, ε) uma coálgebra, e (A,µ, η) uma álgebra. Definimos no conjunto

Hom(C,A) de todas as aplicações k-lineares de C em A, uma estrutura de álgebra com

multiplicação, denotada por ∗, dada por

(f ∗ g)(c) =
∑

f(c1)g(c2)

para quaisuqer f, g ∈ Hom(C,A) e para todo c ∈ C. Tal multiplicação definida acima é

associativa pois, dados f, g, h ∈ Hom(C,A) e c ∈ C, temos

((f ∗ g) ∗ h)(c) =
∑

(f ∗ g)(c1)h(c2)

=
∑
f(c1)g(c2)h(c3)

=
∑
f(c1)(g ∗ h)(c2)

=
∑

(f ∗ (g ∗ h))(c).

A unidade da álgebra Hom(C,A) é η ◦ ε ∈ Hom(C,A) pois

f ∗ (η ◦ ε)(c) =
∑

f(c1)η(ε(c2)) =
∑

f(c1)ε(c2)1 = f(c).

Logo, f ∗ (η ◦ ε) = f e analogamente, (η ◦ ε) ∗ f = f .

Note que no caso em que A = k, temos que ∗ é o produto de convolução definido

na álgebra dual da coálgebra C. Por isso, no caso em que A é um álgebra qualquer,

também chamaremos ∗ de produto de convolução.

Agora, considere um caso especial da construção acima. Seja H uma biálgebra.

Denote por Hc a estrutura de coálgebra de H e por Ha a estrutura de álgebra de

H. Assim, podemos definir uma estrutura de álgebra em Hom(Hc, Ha) como fizemos

acima, em que a multiplicação é definida por (f ∗ g)(h) =
∑
f(h1)g(h2) para quaisquer

f, g ∈ Hom(Hc, Ha) e para qualquer h ∈ H. Note que a unidade em Hom(Hc, Ha) é

η ◦ ε e também que a aplicação identidade I : H → H é um elemento de Hom(Hc, Ha).

Definição 2.11. Seja H uma biálgebra. Uma aplicação linear S : H → H é chamada

de ant́ıpoda da biálgebra H se S é a inversa da aplicação identidade I : H → H com

respeito ao produto de convolução em Hom(Hc, Ha).

Definição 2.12. Uma biálgebra H é dita uma álgebra de Hopf se H possui uma ant́ıpoda.

Observação 2.13. Da definição de álgebra de Hopf, podemos fazer as seguintes ob-
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servações:

(i) Dada uma álgebra de Hopf, então a ant́ıpoda é única, pois é o inverso do elemento

I na álgebra Hom(Hc, Ha).

(ii) Se S : H → H é uma ant́ıpoda, então podemos escrever S ∗ I = I ∗ S = η ◦ ε, e

assim

(S ∗ I)(h) =
∑

S(h1)I(h2) =
∑

S(h1)h2 = (η ◦ ε)(h) = η(ε(h)) = ε(h)1H

e

(I ∗ S)(h) =
∑

I(h1)S(h2) =
∑

S(h1)h2 = (η ◦ ε)(h) = η(ε(h)) = ε(h)1H

Portanto,
∑
S(h1)h2 =

∑
h1S(h2) = ε(h)1H , para todo h ∈ H.

(iii) Como uma álgebra de Hopf é uma biálgebra, diremos que uma álgebra de Hopf

satisfaz uma propriedade P , se sua estrutura de álgebra ou de coálgebra satisfizer

a propriedade P .

Definição 2.14. Sejam H e B duas álgebras de Hopf. Uma aplicação f : H → B é

chamada um morfismo de álgebras de Hopf se é um morfismo de biálgebras.

Na definição de um morfismo de álgebras de Hopf, não pedimos nada a respeito da

ant́ıpoda. Assim, podeŕıamos nos perguntar se dado um morfismo de álgebras de Hopf,

tal morfismo preserva a ant́ıpoda. De fato isso acontece e a próxima proposição nos

mostra isso.

Proposição 2.15. Sejam H e B duas álgebras de Hopf com ant́ıpodas SH e SB. Se

f : H → B é um morfismo de álgebras de Hopf, então SB ◦ f = f ◦ SH .

Demonstração. Considere a álgebra Hom(H,B) com o produto de convolução e os ele-

mentos SB ◦f e f ◦SH desta álgebra. Mostremos que ambos os elementos são invert́ıveis
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e têm a mesma inversa f , e dáı teremos SB ◦ f = f ◦ SH . De fato,

((SB ◦ f) ∗ f)(h) =
∑

(SB ◦ f)(h1)f(h2)

=
∑
SB(f(h1))f(h2)

=
∑
SB(f(h)1)f(h)2

=
∑
εB(f(h))1B

=
∑
εH(h)1B.

Logo, SB ◦ f é inversa a esquerda de f . Também

(f ∗ (f ◦ SH))(h) =
∑
f(h1)(f ◦ SH)(h2)

=
∑
f(h1)f(SH(h2))

= f(
∑
h1SH(h2))

= f(εH(h)1H)

= εH(h)1B.

Assim, f ◦SH é inversa a direita de f . Segue que f é invert́ıvel no produto de convolução

e a inversa à esquerda e à direita são iguais.
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3 Geometria Algébrica

3.1 Introdução

Fixe k um corpo algebricamente fechado. Definimos n-espaço afim sobre k como o

conjunto de todas as n-uplas com elementos de k, e denotaremos por Ank ou simplesmente

An. Os elementos P ∈ An serão chamados de pontos, e se P = (a1, . . . , an) com ai ∈ k,

então chamaremos ai das coordenadas de P .

Seja k[x1, . . . , xn] o anel de polinômios com n variáveis sobre k. Interpretaremos

elementos de k[x1, . . . , xn] como funções do n-espaço afim para k, definindo f(P ) =

f(a1, . . . , an), em que f ∈ k[x1, . . . , xn] e P ∈ An. Assim, se f ∈ A é um polinômio,

podemos falar do conjunto dos zeros de f , isto é, Z(f) = {P ∈ An; f(P ) = 0}. Mais

geralmente, se T é qualquer subconjunto de k[x1, . . . , xn], definimos o conjunto dos zeros

de T como os zeros comuns de todos os elementos de T ,ou seja,

Z(T ) = {P ∈ An; f(P ) = 0, ∀f ∈ T}

É fácil ver que se 〈T 〉 é o ideal de k[x1, . . . , xn] gerado por T , então Z(T ) = Z(〈T 〉).

Definição 3.1. Um subconjunto Y de An é dito um conjunto algébrico se existe um

subconjunto T ⊆ k[x1, . . . , xn] tal que Y = Z(T ).

Proposição 3.2. Se k é um corpo algebricamente fechado, então k é infinito.

Demonstração. Suponha k finito, digamos k = {a0, . . . , an}, em que a0 = 0 e a1 = 1.

Agora, considere p(x) = (x−a0) · · · (x−an)+1. Claramente, p(x) é não constante e não

tem ráızes em k. Uma contradição com o fato de que k é algebricamente fechado.
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3.2 Topologia de Zariski

A próxima proposição nos permitirá introduzir uma topologia no n-espaço afim An.

Proposição 3.3. A união de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. A

intersecção de qualquer famı́lia de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. O

conjunto vazio e o espaço todo são conjuntos algébricos.

Demonstração. Se Y1 = Z(T1) e Y2 = Z(T2), então Y1 ∪ Y2 = Z(T1T2), em que T1T2 é o

conjunto de todos os produtos de um elemento de T1 por um elemento de T2. De fato,

se P ∈ Y1 ∪ Y2, então ou P ∈ Y1 ou P ∈ Y2, logo, P é zero de todo polinômio em T1T2.

Por outro lado, se P ∈ Z(T1T2), e suponha P /∈ Y1, isto é, existe um polinômio f ∈ T1

tal que f(P ) 6= 0. Agora, dado qualquer g ∈ T2 , temos (fg)(P ) = 0, e assim, g(P ) = 0,

portanto, P ∈ Y2.

Se Yα = Z(Tα) é uma famı́lia qualquer de conjuntos algébricos, então é fácil ver que

∩Yα = Z(∪Tα).

Por fim, ∅ = Z(1) e An = Z(0).

Definição 3.4. Definimos a topologia de Zariski em An tomando os conjuntos abertos

como o complementar de conjuntos algébricos. Isto é uma topologia, pois, segundo a

proposição acima, a intersecção de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto, e a

união de qualquer famı́lia de conjuntos abertos é um conjunto aberto. Além disso, o

conjunto vazio e o espaço todo são abertos.

Exemplo 3.5 (Conjuntos Algébricos na reta afim A1). Já sabemos que todo ideal em k[x]

é principal, isto é, todo ideal de k[x] é gerado por um único elemento. Assim, todo con-

junto algébrico é o conjunto dos zeros de um único polinômio. Como k é algebricamente

fechado, todo polinômio não nulo f(x) pode ser escrito como f(x) = c(x−a1) · · · (x−an)

com c, a1, . . . , an ∈ k. Logo, Z(f) = {a1, . . . , an}. Com isso, podemos concluir que os

conjuntos algébricos de A1 são apenas os subconjuntos finitos (incluindo o conjunto va-

zio) e o espaço todo. Em vista a Proposição 3.2, note que, em particular, esta topologia

não é Hausdorff.
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Exemplo 3.6. S1 ⊆ A2 pode ser considerado um conjunto algébrico em que S1 = Z(x2 +

y2 − 1). Da mesma forma podemos ver S2 como conjuntos algébrico de A3.

Definição 3.7. Um subconjunto não-vazio Y de um espaço topológico X é dito irre-

dut́ıvel se ele não pode expresso como união de dois subconjuntos próprios Y = Y1 ∪ Y2,

em que cada um deles é fechado em Y . O conjunto vazio não é considerado irredut́ıvel.

Definição 3.8. Uma variedade algébrica afim (ou simplesmente uma variedade afim) é

um conjunto fechado irredut́ıvel de An (com a topologia induzida).

Exemplo 3.9. Pela Proposição 3.2, A1 é irredut́ıvel, pois seus subconjuntos fechados

próprios são conjuntos finitos.

3.3 Teorema dos Zeros de Hilbert

Agora, vamos explorar a relação entre subconjuntos de An e ideais de k[x1, . . . , xn].

Para isso, dado um subconjunto Y ⊆ An, definimos o ideal de Y por

I(Y ) = {f ∈ A; f(P ) = 0,∀P ∈ Y }

O próximo teorema, conhecido como Teorema dos Zeros de Hilbert, tem papel im-

portante para demonstração de alguns resultados. Daremos três equivalências para este

teorema para um corpo algebricamente fechado e a demonstração pode ser encontrada

em [2], seção 8.4.

Teorema 3.10. Sejam k um corpo e n um inteiro positivo, são equivalentes:

(i) Os ideais maximais de k[x1, . . . , xn] são da forma 〈x1−a1, . . . , xn−an〉, a1, . . . , an ∈
k.

(ii) Se I é um ideal de k[x1, . . . , xn] e Z(I) = ∅, então I = k[x1, . . . , xn]. Equivalente-

mente, se I é um ideal próprio, então Z(I) 6= ∅.

(iii) Se I é um ideal de k[x1, . . . , xn], então I(Z(I)) =
√
I. Em que

√
I é o radical de

I definido por

√
I = {f ∈ k[x1, . . . , xn] ; f r ∈ I para algum inteiro positivo r}
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(iv) k é algebricamente fechado.

3.4 Ideais vs Conjuntos Algébricos

Começaremos esta seção com uma proposição que nos ajudará na demonstração de

muitos resultados. Para simplificar, denotaremos Z(I(Y )) = ZI(Y ).

Proposição 3.11. :

(i) Se T1 ⊆ T2 são subconjuntos de k[x1, . . . , xn], então Z(T2) ⊆ Z(T1);

(ii) Se Y1 ⊆ Y2 são subconjuntos de An, então I(Y2) ⊆ I(Y1);

(iii) T ⊆ IZ(T ) e Y ⊆ ZI(Y );

(iv) ZIZ(T ) = Z(T ) e IZI(Y ) = I(Y );

(v) Para quaisquer dois subconjuntos Y1, Y2 de An, temos I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2).

Demonstração. Os itens (i), (ii), (iii) e (iv) são imediatos. Vamos mostrar o item (v).

(v) Seja f ∈ I(Y1∪Y2) então f(x) = 0 para todo x ∈ Y1∪Y2, em particular f(y) = 0

para todo y ∈ Y1 e f(z) = 0 para todo z ∈ Y2. Logo, f ∈ I(Y1) e f ∈ I(Y2), isto é,

f ∈ I(Y1 ∪ Y2)

Por outro lado, dado f ∈ I(Y1) ∩ I(Y2), temos que f(x) = 0 para todo x ∈ Y1 e

f(y) = 0 para todo y ∈ Y2. Assim, para z ∈ Y1 ∪ Y2, z ∈ Y1 ou z ∈ Y2, logo f(z) = 0, ou

seja, f ∈ I(Y1 ∪ Y2).

Lema 3.12. Sejam A um anel comutativo, I1, . . . , In ideais de A e R um ideal primo

contendo ∩ni=1Ii. Então R ⊇ Ii para algum i e se R = ∩ni=1Ii, então R = Ii para algum

i.

Demonstração. Suponha que R + Ii para todo i, então para cada i existe xi ∈ Ii tal que

xi /∈ R. Assim,

x1 · . . . · xn ∈
∏

Ii ⊆ ∩Ii ⊆ R.

Mas como R é ideal primo, temos que
∏
xi /∈ R. Portanto, R ⊇ Ii para algum i.
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Agora, se R = ∩Ii, então R ⊆ Ii, logo R = Ii.

Proposição 3.13. Seja Y um conjunto algébrico de An, então Y é irredut́ıvel se, e

somente se, I(Y ) é um ideal primo.

Esta proposição nos dá uma nova caracterização para variedades afins e a sua de-

monstração pode ser encontrada em [6] item 1.4. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.14. Como o ideal nulo em k[x1, . . . , xn] é um ideal primo e Z(0) = An,

temos que An é irredut́ıvel.

Exemplo 3.15. Seja f um polinômio irredut́ıvel em k[x, y]. Então o ideal gerado por f

em k[x, y] é um ideal primo. Assim, Y = Z(f) é irredut́ıvel e chamamos da curva afim

definida pela equação f(x, y) = 0. Se f tem grau d, dizemos que Y é uma curva de grau

d.

Exemplo 3.16. Mais geralmente, se f é um polinômio irredut́ıvel em k[x1, . . . , xn],

obtemos uma variedade afim Y = Z(f), o qual chamamos de superf́ıcie se n = 3, ou

uma hipersuperf́ıcie se n > 3.

3.5 Morfismos

Definição 3.17. Seja Y ⊆ An um conjunto algébrico afim, definimos o anel de coorde-

nadas afim A(Y ) de Y por k[x1,...,xn]
I(Y ) .

Observação 3.18. Se Y é uma variedade afim, então A(Y ) = k[x1,...,xn]
I(Y ) é um domı́nio

de integridade, pois I(Y ) é um ideal primo.

Definição 3.19. Sejam X ⊆ An e Y ⊆ Am variedades afins. Dizemos que uma

função ϕ : X → Y é um morfismo se existem ψ1, . . . , ψm ∈ A(X) tais que para todo

(x1, . . . , xn) ∈ X temos que

ϕ(x1, . . . , xn) = (ψ1(x1, . . . , xn), . . . , ψm(x1, . . . , xm)).

Observação 3.20. Dada uma variedade afim X ⊆ An, morfismos ϕ : X → A1 são o

mesmo que funções polinomiais em X pois, pela definição, existe ψ ∈ k[x1,...,xn]
I(X) tal que

ϕ(x1, . . . , xn) = ψ(x1, . . . , xn).
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Definição 3.21. Uma k-álgebra comutativa A é dita finitamente gerada quando existe

um homomorfismo sobrejetor de k-álgebras ϕ : k[x1, . . . , xn]→ A.

Observação 3.22. É posśıvel mostrar que o funtor X 7→ A(X) induz uma equivalência

categórica contravariante entre a categoria de variedades afins sobre k e a categoria das

álgebras finitamente geradas sobre k. Tal demonstração pode ser encontrada em [6] item

3.8.

Sejam X,Y variedades afins e Φ : X → Y é um morfismo então, podemos definir

o comorfismo Φ∗ : A(Y ) → A(X) dado por Φ∗(f) = f ◦ Φ para f ∈ A(Y ). A próxima

proposição mostra algumas propriedades destas aplicações.

A próxima proposição mostra algumas propriedades destas aplicações e a sua de-

monstração pode ser encontrada em [4] seção 6.6.

Proposição 3.23. Sejam X,Y, Z conjuntos algébricos, Φ : X → Y , ψ : Z → X morfis-

mos de conjuntos algébricos e Φ∗ : A(Y )→ A(X) o comorfismo de Φ então

(i) Φ∗(f) ∈ A(X) para f ∈ A(Y );

(ii) Φ∗ é um morfismo de álgebra.

(iii) (id)∗ = id

(iv) (Φ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ Φ∗

O próximo lema é importante para mostrar resultados no caṕıtulo seguinte e sua

demonstração pode ser encontrada em [6] Lema 4.2.

Lema 3.24. Seja f um polinômio irredut́ıvel de k[x1, . . . , xn]. Considere Z(f), então

An \Z(f) é isomorfo a Z(g) ⊆ An+1 em que g = xn+1f − 1. Em particular An \Z(f) é

uma variedade afim, e seu anel de coordenadas é k[x1,...,xn,xn+1]
〈xn+1f−1〉 .

3.6 Produto de Variedades

Aqui, vamos definir o produto entre duas variedades e mostrar algumas propriedades.
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Sejam X ⊆ An e Y ⊆ Am variedades afins. Então X × Y ⊆ An+m com a topologia

induzida é irredut́ıvel. A variedade afim X × Y é chamada do produto de X e Y . De

Fato, suponha X = Z(T ) e Y = Z(U) para algum T ⊆ k[x1, . . . , xn] e para algum

U ⊆ k[y1, . . . , ym], então X × Y = Z(T ∪ U) vendo elementos de T ∪ U como elementos

de k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym].

O resto desta seção será destinado a mostrar que A(X ×Y ) ∼= A(X)⊗k A(Y ). Para

isso, precisaremos de alguns lemas:

Lema 3.25. Seja P um ideal primo de k[x1, . . . , xn], então

P =
⋂
M⊇P

M ideal maximal

M.

Demonstração. Claramente, P ⊆ ∩M . Agora seja q(x) /∈ P . Como P é um ideal primo

e pelo teorema dos zeros de Hilbert, temos que I(Z(P )) =
√
P = P . Assim, existe

x0 ∈ Z(P ) tal que q(x0) 6= 0. Considere o ideal maximal M = (x1 − x0
1, . . . , xn − x0

n).

Logo, como q(x0) 6= 0, q(x) /∈ M . Além disso, note que {x0} = Z(M) ⊆ Z(P ), logo

M ⊇ P pois ambos os ideais são radicais. Portanto, q(x) /∈ ∩M .

Lema 3.26. Seja A uma k-álgebra finitamente gerada. Então A ∼= k[x1,...,xn]
I , para algum

ideal I. Além disso, se A é um domı́nio de integridade, então I é um ideal primo.

Demonstração. Basta usar a definição e o primeiro teorema do isomorfismo e a segunda

parte é trivial.

Lema 3.27. Sejam A, B e C k-álgebras e sejam ϕ : A → C, ψ : B → C morfismos de

álgebras tal que ϕ(a)ψ(b) = ψ(b)ϕ(a) ∀a ∈ A e ∀b ∈ B então

ϕ� ψ : A⊗B → C

a⊗ b 7→ ϕ(a)ψ(b)

é morfismo de k-álgebras.

Demonstração. Vamos usar a propriedade universal do produto tensorial para mostrar
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que ϕ� ψ está bem definida. Considere

ϕ× ψ : A×B → C

(a, b) 7→ ϕ(a)ψ(b)

e note que, como ϕ e ψ são morfismos de álgebras, ϕ× ψ é bilinear. Assim existe única

ϕ� ψ : A⊗B → C

a⊗ b 7→ ϕ(a)ψ(b)

como queremos.

Agora, sejam a, c ∈ A e b, d ∈ B temos

ϕ� ψ((a⊗ b)(c⊗ d)) = ϕ� ψ(ac⊗ bd)

= ϕ(ac)ψ(bd)

= ϕ(a)ϕ(c)ψ(b)ψ(d)

= ϕ(a)ψ(b)ϕ(c)ψ(d)

= ϕ� ψ(a⊗ b)ϕ� ψ(c⊗ d).

Por fim, note que ϕ� ψ(1A ⊗ 1B) = ϕ(1A)ψ(1B) = 1C1C = 1C .

Lema 3.28. Existe um isomorfismo de álgebras

k[x1, . . . , xn]⊗ k[y1, . . . , ym] ∼= k[x1, . . . , xn, y1, . . . ym].

Demonstração. Considere ϕ : k[x1, . . . , xn]⊗ k[y1, . . . , ym]→ k[x1, . . . , xn, y1, . . . ym] tal

que p(x) ⊗ q(y) 7→ p(x)q(y) que, pelo Lema 3.27, é morfismo de álgebras. Agora, tome

p(x)⊗q(x) ∈ ker(ϕ), então p(x)q(x) = 0 e como k é algebricamente fechado, ou p(x) = 0

ou q(x) = 0. Suponha h ∈ k[x1, . . . , xn, y1, . . . ym], assim h = p(x1, . . . , xn)q(y1, . . . , ym)

em que p(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] e q(y1, . . . , ym) ∈ k[y1, . . . , ym]. Portanto, ϕ(p⊗q) =

pq = h.

Lema 3.29. Sejam A,B k-álgebras unitais, I um ideal de A e J um ideal de B. Então

A

I
⊗ B

J
∼=

A⊗B
〈I ⊗ 1B, 1A ⊗ J〉

,

em que I ⊗ 1 = {i⊗ 1; i ∈ I}.
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Demonstração. Note que ϕ : A⊗B → A/I ⊗B/J definida por a⊗ b 7→ (a+ I)⊗ (b+J)

é morfismo sobrejetor. Mostremos que ker(ϕ) = 〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉.

De fato, claramente 〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉 ⊆ ker(ϕ). Agora, defina

f :
A

I
× B

J
→ A⊗B

〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉
(a+ I, b+ J) 7→ a⊗ b

Assim, f está bem definida e é bilinear, logo, existe um homomorfismo sobrejetor

ψ :
A

I
⊗ B

J
→ A⊗B
〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉

Ou seja, a aplicação

ψ ◦ ϕ :
A⊗B
ker(ϕ)

→ A⊗B
〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉

que leva a⊗ b em a⊗ b está bem definida. Portanto, ker(ϕ) ⊆ 〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉.

Definição 3.30. Seja X ⊆ An, defina o fecho de X, X, como a intersecção de todos os

conjuntos fechados que contém X.

Proposição 3.31. Se Y um conjunto qualquer de An, então ZI(Y ) = Y .

Demonstração. Temos que Y ⊆ ZI(Y ), que é um subconjunto fechado. Assim,

Y =
⋂
X⊇Y

Xfechado

X ⊆ ZI(Y ).

Por outro lado, seja W um conjunto fechado que contém Y . Temos W = Z(J), para

algum ideal J de k[x1, . . . , xn]. Logo, W = Z(J) ⊇ Y e, portanto, J ⊆ IZ(J) ⊆ I(Y ).

Logo, W = Z(J) ⊇ ZI(Y ). Assim, ZI(Y ) = Y .

Lema 3.32. Sejam k um corpo algebricamente fechado e A um k-álgebra finitamente

gerada. Então todo ideal primo de A é a intersecção dos ideais maximais que o contém.

Demonstração. Basta aplicar os lemas 3.25 e 3.26.

Lema 3.33. Sejam k um corpo algebricamente fechado e A,B k-álgebras que são domı́nio

de integridade. Então A⊗B é um domı́nio de integridade.
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Demonstração. Suponha, por contradição, que existam r =
∑
ai ⊗ bi e s =

∑
cj ⊗ dj

não nulos tais que rs = 0. Considere A′ = 〈{ai} ∪ {cj}〉k e B′ = 〈{bi} ∪ {dj}〉k, como A

e B são k-álgebras finitamente geradas, temos A′ e B′ k-álgebras finitamente geradas.

Assim, como A′ ⊗ B′ ⊆ A ⊗ B, basta resolver o problema em A′ ⊗ B′. Sem perda de

generalidade, podemos supor {ai} e {cj} LI.

Afirmação 1. Para todo homomorfismo ϕ : B′ → k, temos ker(ϕ) ⊇ {bi} ou ker(ϕ) ⊇
{dj}.

De fato, considere

IA ⊗ ϕ : A′ ⊗B′ → A′

a⊗ b 7→ ϕ(b)a

e note que

0 = (IA ⊗ ϕ)(rs)

= (IA ⊗ ϕ)(
∑

ij aicj ⊗ bidj)
=

∑
ij ϕ(bidj)aicj

= (
∑

i ϕ(bi)ai)(
∑

j ϕ(dj)cj)

Como A′ é domı́nio,
∑

i ϕ(bi)ai = 0 ou
∑

j ϕ(dj)cj = 0. Assim, ϕ(bi) = 0 ou ϕ(dj) = 0,

pois {ai} e {cj} são LI, o que conclui a afirmação.

Agora, pelo teorema dos zeros de Hilbert, temos que B′/m ∼= k com m maximal,

logo o núcleo de ϕ : B′ → B′/m é m, ou seja, todo ideal maximal de B′ é o núcleo de

alguma ϕ : B′ → k. Neste caso, todo ideal maximal de B′ se encaixa em alguma famı́lia

P1 de todos os ideais maximais de B′ que contêm todos os bi’s ou P2 de todos os ideais

maximais de B′ que contêm todos os dj ’s.

Assim, pelo lema 3.32,

{0} =
⋂
mEB′

m = (
⋂
m∈P1

m) ∩ (
⋂
m∈P2

m)

Denote por I1 =
⋂
m∈P1

m e I2 =
⋂
m∈P2

m. Logo, como I1I2 ⊆ I1∩I2, então I1I2 = {0}.
Como {0} é primo, I1 = 0 ou I2 = 0. Assim, bi = 0 para todo i ou dj = 0 para todo j.

Contradição! Logo rs 6= 0.

Lema 3.34. Sejam X,Y conjuntos algébricos. Então:
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(i) X ∩ Y = Z(I(X) + I(Y ));

(ii) I(X ∩ Y ) =
√
I(X) + I(Y ).

Demonstração. (i) “ ⊆ ” Sejam z ∈ X ∩ Y e p(x) ∈ I(X) + I(Y ). Assim, p(z) = 0 e

portanto z ∈ Z(I(X) + I(Y ).

“ ⊇ ” Seja z ∈ Z(I(X) + I(Y )), então z ∈ Z(I(X)) e z ∈ Z(I(Y )), logo z ∈ X e

z ∈ Y . Assim, temos z ∈ X ∩ Y .

(ii) Por (i), X ∩ Y = Z(I(X) + I(Y )), aplicando I, temos I(X ∩ Y ) = I(Z(I(X) +

I(Y )). Pelo teorema dos zeros de Hilbert, I(X ∩ Y ) =
√
I(X) + I(Y ).

Lema 3.35.
√
I + J =

√√
I +
√
J

Demonstração. A inclusão é óbvia, mostremos então que
√
I + J ⊇

√√
I +
√
J .

Seja x ∈
√√

I +
√
J , então xn ∈

√
I +
√
J para algum n ≥ 1. Assim, xn = r + s

onde rm ∈ I e sp ∈ J para m, p ≥ 1. Logo, xn(m+p) ∈ I + J e portanto x ∈
√
I + J

Para simplificar as contas, denote por k[X] = k[x1, . . . , xn], k[Y ] = k[y1, . . . , ym] e

k[X,Y ] = k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym].

Lema 3.36. Se I um ideal primo de k[x1, . . . , xn] e J um ideal primo de k[y1, . . . , ym].

Então
k[X]

I
⊗ k[Y ]

J
∼=

k[X]⊗ k[Y ]

〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉
∼=

k[X,Y ]√
〈I〉+ 〈J〉

,

em que 〈I〉 e 〈J〉 são os ideais gerados por I e J em k[X,Y ], respectivamente.

Demonstração. O primeiro isomorfismo segue do Lema 3.29. Como k[X]
I e k[Y ]

J são

domı́nios de integridade, pelo Lema3.33, k[X]
I ⊗

k[Y ]
J é domı́nio de integridade e, portanto,

〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉 é ideal primo. Agora, considere o isomorfismo do Lema 3.28

ϕ : k[X]⊗ k[Y ]→ k[X,Y ]

Afirmamos que ϕ manda o ideal 〈I ⊗ 1, 1 ⊗ J〉 em
√
〈I〉+ 〈J〉. De fato, claramente

ϕ(〈I⊗1, 1⊗J〉) ⊆
√
〈I〉+ 〈J〉. Por outro lado, temos ϕ−1(I) ⊆ 〈I⊗1, 1⊗J〉 e ϕ−1(J) ⊆
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〈I ⊗ 1, 1 ⊗ J〉. Assim, ϕ−1(〈I〉 + 〈J〉) ⊆ 〈I ⊗ 1, 1 ⊗ J〉 e, portanto, ϕ−1(
√
〈I〉+ 〈J〉) ⊆√

〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉 = 〈I ⊗ 1, 1⊗ J〉.

Agora, usando os lemas anteriores podemos mostrar o seguinte teorema.

Teorema 3.37. Sejam X ⊆ An e Y ⊆ Am variedades afins então A(X) ⊗ A(Y ) ∼=
A(X × Y ).

Demonstração. Sejam X e Y variedades afins, considere os conjuntos X ′ = X × Am e

Y = An×Y . Note que X ′ = Z(〈I(X)〉) visto como ideal em k[X,Y ], logo X ′ é conjunto

algébrico e, da mesma forma, Y ′ também é um conjunto algébrico. Agora, note que

X × Y = X ′ ∩ Y ′ e observe que

A(X × Y ) = A(X ′ ∩ Y ′)

=
k[X,Y ]

I(X ′ ∩ Y ′)
Lema 3.34

=
k[X,Y ]√

I(X ′) + I(Y ′)

=
k[X,Y ]√

I(Z(〈I(X)〉)) + I(Z(〈I(Y )〉))
Teo 3.10

=
k[X,Y ]√√

〈I(X)〉+
√
〈I(Y )〉

Lema 3.35
=

k[X,Y ]√
〈I(X)〉+ 〈I(Y )〉

Lema 3.36∼=
K[X]

I(X)
⊗ k[Y ]

I(Y )

= A(X)⊗A(Y ).

3.7 Grupos Algébricos Afins

Definição 3.38. Seja G uma variedade afim que admite uma estrutura de grupo. Se as

aplicações

m : G×G → G e s : G → G

(x, y) 7→ xy x 7→ x−1
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são morfismos de variedades afins, então dizemos que G é grupo algébrico afim ou sim-

plesmente um grupo algébrico.

Definição 3.39. Sejam G, H dois grupos algébricos. Uma aplicação ϕ : G → H,

dizemos que ϕ é um morfismo de grupos algébricos se ϕ é um morfismo de variedades

afins e um homomorfismo de grupos.

Observação 3.40. Sejam G um grupo algébrico afim e H um subgrupo de G. Se H é

fechado então H também é um grupo algébrico afim, neste caso dizemos que H é um

subgrupo algébrico afim.

Exemplo 3.41. Considere Ga o grupo aditivo dado a partir de k = A1, isto é, (k,+).

Então Ga é um grupo algébrico com morfismos m(x, y) = x+ y e s(x) = −x.

Demonstração. Já vimos que A1 é uma variedade afim e admite a estrutura de grupo de

forma natural a partir do corpo k, resta mostrar que m e s são morfismos de variedades

afins. Mas para isso, basta notar que m e s são dados através de funções polinomiais de

A2 para A1 pela Observação 3.20. Logo, Ga é um grupo algébrico afim.

Exemplo 3.42. Considere Gm como o grupo multiplicativo dado a partir do conjunto

k \ {0} de A1, isto é, (k\, ·) com morfismos m(x, y) = xy e s(x) = x−1, então Gm é um

grupo algébrico afim.

Demonstração. Note que Gm pode ser visto como {x ∈ A1;x 6= 0} logo, pela Lema 3.24,

Gm é uma variedade afim e seu anel de coordenadas é A(Gm) = k[x,y]
〈xy−1〉 .

Agora, note que m(x, y) = xy ∈ A(Gm ×Gm) k[x,y]
I(Gm×Gm) e, portanto, m é morfismo

de variedades afins. Para mostrar que s é morfismo de variedades, temos

A(Gm) =
k[x, y]

〈xy − 1〉
,

logo, s(x) = x−1 ∈ A(Gm) representado pelo morfismo x 7→ y. Portanto, s é morfismo

de variedades e Gm é grupo algébrico afim.

Exemplo 3.43. Sejam n ≥ 1 e Mn(k) o conjunto de todas as matrizes n × n com

coeficientes em k. Denote o subconjunto de Mn(k) de todas as matrizes n × n com

determinante diferente de zero por GLn = GLn(k) = {A ∈ Mn(k); det(A) 6= 0}, então
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GLn é um grupo algébrico afim com a multiplicação usual de matrizes e a inversa dada

pela matriz dos cofatores, isto é, morfismos dados por

m((aij)ij , (bij)ij) = (

n∑
r=1

airbrj)ij

e dado A ∈ GLn(k)

s(A) = det(A)−1Aji

em que Aij é a matriz dos cofatores e Aji a transposta da matriz dos cofatores de A.

Demonstração. Mn(k) pode ser identificado pelo espaço afim An2
em que cada coorde-

nada de (a11, . . . , ann) representa uma entrada da matriz
a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann

 .
Assim, GLn pode ser escrito como {P ∈ An2

; det(P ) 6= 0} em que det é um polinômio

de k[x11, . . . , xnn] tal que det(a11, . . . , ann) é o determinante da matriz
a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann

 .
Logo, pelo Lema 3.24, GLn é uma variedade afim com anel de coordenadas A(GLn) =
k[x11,...,xnn,y]
〈det·y−1〉 .

Da mesma maneira que fizemos no exemplo anterior, m ∈ A(GLn × GLn) e s ∈
A(GLn) = k[x11,...,xnn,y]

〈det·y−1〉 representada pelo morfismo (a11, . . . , ann) 7→ Aji · y, temos que

m e s são morfismos de variedades. Portanto, GLn é um grupo algébrico afim.

Exemplo 3.44. Seja n ≥ 1. O conjunto de todas as matrizes n× n com determinante

igual 1 com coeficientes em k, denotado por SLn(k) = SLn, é um subgrupo algébrico

afim de GLn.

Demonstração. De fato, temos que SLn é um subgrupo de GLn que é fechado pois é
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definido pelos zeros do polinômio nos coeficientes das matrizes det− 1.

Exemplo 3.45. Assim como no exemplo anterior, temos que o conjunto Dn das ma-

trizes diagonais n × n com determinante diferente de zero, o conjunto Tn das matrizes

triangulares superiores com determinante diferente de zero, o conjunto Un das matrizes

triangulares inferiores com determinante diferente de zero, são todos subgrupos fechados

de GLn, logo, grupos algébricos afins.
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4 Grupos Algébricos e Álgebras de
Hopf Comutativas

Nos caṕıtulos 1 e 2, definimos algumas estruturas com o intuito de definir a estrutura

de álgebra de Hopf e no terceiro caṕıtulo desenvolvemos matemática suficiente para

definirmos uma variedade afim e seus morfismos. Neste caṕıtulo, vamos conectar essas

duas estruturas que aparentemente não possuem nada em comum.

Vimos no caṕıtulo anterior que dado um morfismo de variedades ϕ : X → Y ,

podemos associar o seu comorfismo ϕ∗ : A(Y ) → A(X), e é isso que utilizaremos para,

a partir de um grupo algébrico afim, associar uma álgebra de Hopf.

Dado um grupo algébrico afim G com morfismos m : G × G → G e s : G → G,

vamos mostrar que A(G) possui estrutura de álgebra de Hopf. Para isso, vamos associar

os comorfismos de m e s, a fim de definir a comultiplicação e a ant́ıpoda. Um problema

que possivelmente nos atrapalharia é que quando associamos o comorfismo dem, obtemos

m : G×G→ G⇒ m∗ : A(G)→ A(G×G).

E para definir a comultiplicação precisamos de um morfismo que vá de A(G) para o

produto tensorial A(G)⊗A(G). Porém, também vimos no caṕıtulo anterior, que dadas

duas variedades afins X e Y A(X × Y ) ∼= A(X) ⊗ A(Y ), um dos principais resultados

para dar continuidade a esta seção.

Teorema 4.1. Seja G um grupo algébrico afim, então A(G) é uma álgebra de Hopf.

Demonstração. Já sabemos que A(G) é uma álgebra.

Afirmação 2. A(G) é uma coálgebra.
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Demonstração. Podemos representar um grupo como sendo um conjuntoG com aplicações

m : G×G→ G e u : {1G} → G tais que os diagramas a seguir comutam

G×G×G I×m //

m×I

��

G×G

m

��
G×G m

// G

e G×G

m

��

{1G} ×G

u×I
88

G× {1G}.

I×u
ff

G

ff 88

O primeiro diagrama dá a associatividade da operação do grupo e o segundo diagrama

da o elemento neutro à esquerda e à direita. Ainda é necessária mais uma aplicação

e um diagrama comutativo para denotar inverso de cada elemento, mas este usaremos

mais tarde.

Agora, associando os respectivos comorfismos nos diagramas acima obtemos

A(G×G×G) A(G×G)
(I×m)∗oo

A(G×G)

(m×I)∗

OO

A(G)
m∗

oo

m∗

OO

e

A(G×G)
(u×I)∗

ww

(I×u)∗

''
A({1G} ×G)

''

A(G× {1G}).

ww
A(G)

m∗

OO

Que são diagramas comutativos pela Proposição 3.23. Agora, denotando ∆ = m∗ e

ε = u∗ temos ∆(f)(x, y) = f(xy) (note que ∆(f) : G × G → k) e ε(f) = f(1G) para
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f ∈ A(G) e x, y ∈ G. Ainda, como A(G×G) ∼= A(G)⊗A(G), temos que os diagramas

A(G)
∆ //

∆

��

A(G)⊗A(G)

I⊗∆

��
A(G)⊗A(G)

∆⊗I
// A(G)⊗A(G)⊗A(G)

e

A(G)

∆

��

k ⊗A(G)

77

A(G)⊗ k

gg

A(G)⊗A(G)

ε⊗I

gg

I⊗ε

77

comutam, e estes são exatamente os diagramas da coassociatividade e counidade. Assim,

A(G) é uma coálgebra.

Afirmação 3. ∆ e ε são morfismos de álgebras.

Demonstração. Para mostrar que ∆ é morfismo de álgebras devemos verificar que os

diagramas

A(G)⊗A(G)
∆⊗∆ //

µA(G)

��

A(G)⊗A(G)⊗A(G)⊗A(G)

µA(G)⊗A(G)

��
A(G)

∆
// A(G)⊗A(G)

e

A(G)
∆ // A(G)⊗A(G)

k

ηA(G)

aa

ηA(G)⊗A(G)

99

comutam.
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Primeiramente, dado
∑
fi ⊗ gi ∈ A(G)⊗A(G), temos

(∆ ◦ µA(G))(
∑
fi ⊗ gi)(x, y) = ∆(

∑
figi)(x, y)

=
∑
figi(xy).

Por outro lado,

µA(G)⊗A(G) ◦ (∆⊗∆)(
∑
fi ⊗ gi)(x, y) = µA(G)⊗A(G)(

∑
∆(fi)⊗∆(gi))(x, y)

= µA(G)⊗A(G)(
∑
fi(xy)⊗ gi(xy))

=
∑
figi(xy).

Assim, temos a comutatividade do primeiro diagrama. Agora, note que ∆(1) = 1 para

concluir a comutatividade do segundo diagrama. Portanto, ∆ é morfismo de álgebra.

Façamos a mesma coisa para ε. Dado
∑
fi ⊗ gi ∈ A(G)⊗A(G) temos

(ε ◦ µA(G))(
∑
fi ⊗ gi) = ε(

∑
figi)

=
∑
figi(1G)

e

(µk ◦ ε⊗ ε)(
∑
fi ⊗ gi) = µk(

∑
ε(fi)⊗ ε(gi))

= µk(
∑
fi(1G)⊗ gi(1G))

=
∑
figi(1G).

Para o segundo diagrama, basta notar que ε(1) = 1. Portanto, ε também é morfismo de

álgebras.

Com as duas afirmações anteriores, temos que A(G) possui estrutura de biálgebra,

para concluir o teorema no resta mostrar que A(G) possui ant́ıpoda. Para isso, vamos

usar novamente a estrutura de grupo de G com a aplicação e o diagrama que ficaram

faltando da Afirmação 1. Podemos representar o fato de que todo elemento de um grupo

ter inverso com a aplicação s : G→ G e o seguinte diagrama comutativo

G×G

I×s
��

G
ψoo ψ //

ϕ

��

G×G

s×I
��

G×G m
// G G×G,m
oo
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em que

ϕ : G → G e ψ : G → G×G
g 7→ 1G g 7→ (g, g)

.

Assim como na Afirmação 1, vamos associar os respectivos comorfismos a fim de que s∗

seja a ant́ıpoda de A(G), ou seja, denotando s∗ = S precisamos da comutatividade do

seguinte diagrama

A(G×G)
µ // A(G) A(G×G)

µoo

A(G×G)

I⊗S

OO

A(G)
∆

oo

η◦ε

OO

∆
// A(G×G).

S⊗I

OO

Para obter tal diagrama vamos verificar que ϕ∗ = η ◦ ε e ψ∗ = µ (já vimos que m∗ = ∆).

De fato, dados f ∈ A(G) e x ∈ G, temos:

ϕ∗(f)(x) = (f ◦ ϕ)(x) = f(ϕ(x)) = f(1G)

e

(η ◦ ε)(f) = η(ε(f)) = η(f(1g)) = f(1G)

Agora,

ψ∗(f)(x) = f(ψ(x)) = f(x, x)

e vendo µ em A(G×G) temos

µ(f)(x) = f(x, x)

Portanto, S = s∗ é ant́ıpoda e assim A(G) é uma álgebra de Hopf.

Agora vamos considerar alguns de nossos exemplos de grupos algébricos afins e

explicitar os morfismos na estrutura de álgebra de Hopf.

Exemplo 4.2. Para o grupo algébrico afim Ga do Exemplo 3.41, temos que A(Ga) =
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k[x]
I(Ga) . Como Ga = k = A1, I(Ga) = {0}. Assim,

A(Ga) =
k[x]

I(Ga)
=
k[x]

{0}
= k[x].

Neste caso, dado a ∈ k, temos x(a) = a. Logo,

ε(x) = x(0) = 0,

∆(x)(a, b) = x(a+ b) = a+ b,

logo,

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x

e

S(x)(a) = x(−a) = −a.

Assim,

S(x) = −x.

Exemplo 4.3. Para o grupo algébrico afim Gm do Exemplo 3.42, como visto anterior-

mente podemos ver Gm como Z(g) ⊆ A2 em que g = xy − 1. Assim,

A(Gm) =
k[x, y]

I(Z(g))
=

k[x, y]

〈xy − 1〉
.

Logo,

ε(x) = x(1) = 1

e

∆(x)(a, b) = x(ab) = ab.

Portanto,

∆(x) = x⊗ x

e

S(x)(a) = x(a−1) = a−1

assim,

S(x) = x−1.

Exemplo 4.4. Sejam S1 = Z(x2 + y2 − 1) ⊆ A2 e I = 〈x2 + y2 − 1〉. Podemos ver
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Z(x2 +y2−1) como o subconjunto dos complexos módulo 1. Assim, dados a+ bi e c+di

temos (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i. Então

∆(x)(a+ bi, c+ di) = x((ac− bd) + (ad+ bc)i) = ac− bd,

logo

∆(x) = x⊗ x− y ⊗ y.

∆(y)(a+ bi, c+ di) = y((ac− bd) + (ad+ bc)i) = ad+ bc,

logo

∆(y) = x⊗ x+ y ⊗ y.

ε(x)(a+ bi) = (x)(1 + 0i) = 1,

e

ε(y)(a+ bi) = y(1 + 0i) = 0.

Neste exemplo podemos observar que x representa a função cos, y representa a

função sen e que a comultiplicação é dada pela fórmula trigonométrica de adição de

arcos.

Exemplo 4.5. Identifiquemos o grupo algébrico afim GLn(k) com Z(g) em An2+1 em

que g = y · det− 1. Assim,

A(GLn) =
k[x11, . . . , xnn, y]

I(Z(g))
=
k[x11, . . . , xnn, y]

〈det · y − 1〉
.

Logo,

ε(xij) = xij(In) = ij-ésima entrada da matriz identidade = δij

e

∆(xij)(A,B) = xij(AB) = ij-ésima entrada de AB.

Então,

∆(xij) =

n∑
k=1

xik ⊗ xkj

e

S(xij(A)) = xij(A
−1) = ij-ésima entrada de A−1.

E como SLn(k) é um subgrupo de GLn(k) que é fechado, basta fazer a restrição de cada
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aplicação acima para obter que SLn(k) é um grupo algébrico afim.

É posśıvel mostrar que o funtor G → A(G) define uma equivalência contravariante

entre a categoria de grupos algébricos afins e as álgebras de Hopf comutativas, isto é,

para todo grupo algébrico G conseguimos uma álgebra de Hopf comutativa e, por outro

lado, dada uma álgebra de Hopf comutativa, conseguimos um grupo algébrico afim. Tal

demonstração pode ser encontrada em [4] seção 7.2.
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Conclusão

Vimos que a partir da definição de uma álgebra, conseguimos dualizar esta estrutura

“revertendo”o sentido das flechas nos diagramas da definição de uma álgebra e obter a

definição de uma coálgebra. Conseguimos definir uma biálgebra como uma estrutura que

possui tanto estrutura de álgebra quanto de coálgebra com uma compatibilidade entre

estas estruturas. Por fim, definimos uma álgebra de Hopf como sendo uma biálgebra

que possui uma aplicação ant́ıpoda.

Com um estudo introdutório de geometria algébrica, conseguimos definir um grupo

algébrico afim e mostrar resultados suficientes para relacionar a estrutura de grupo

algébrico afim com a estrutura de álgebra de Hopf.

O trabalho foi desenvolvido ao longo do ano de 2014 e não tem um final, possui uma

continuação natural dentro do estudo feito. Apesar da grande parte do trabalho ter sido

feita em 2014, o ińıcio se deu no final de 2013, onde tive a oportunidade de começar a

estudar uma introdução à geometria algébrica.

No começo de 2014, o estudo das álgebras de Hopf se deu ińıcio junto com um

seminário realizado com o professor orientador deste trabalho, dois mestrandos e outro

professor do Departamento de Matemática. O seminário foi de grande importância para

o desenvolvimento do conteúdo e ajudou a sanar as dúvidas.

A maior parte do trabalho se deu no segundo semestre. O estudo necessário de

álgebras de Hopf para o objetivo do trabalho estava quase pronto, e eu pude relacionar

todo o conteúdo estudado no ano anterior com o recém estudado.
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