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Resumo

Neste trabalho fazemos uma descricao completa do grupo
quantico A(SL,(2)), em que ¢ é a raiz ctibica da unidade, como uma
extensdo de Hopf-Galois fielmente plana de A(SL(2,C)) a partir da

sequéncia exata de algebras de Hopf
A(SL(2,C)) > A(SL,(2)) — A(F)

determinada pelo morfismo de Frobenius F'r. Além disso, estendemos
o resultado para o subgrupo quantico de Borel, obtendo a estrutura de
produto cruzado.

No mais, é feito um estudo dos resultados da teoria de &alge-
bras de Hopf e da teoria de extensoes de algebras obtidas a partir de
algebras de Hopf. Ainda, mostramos que toda bialgebra que admite
uma extensao de Hopf-Galois fielmente plana é uma algebra de Hopf.

Palavras-chave: algebras de Hopf, extensoes de Hopf-Galois,

grupos quanticos.
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Abstract

In this work, we present a complete description of the quan-
tum group A(SLy(2)), where ¢ is the cubic root from the unit, just
like a faithfull flat Hopf-Galois extension of A(SL(2,C)) for the Hopf

algebra’s exact sequence
A(SL(2,C)) 5 A(SLy(2)) — A(F)

determined by the Frobenius’ morphism F'r. Also, we extend the re-
sult to the Borel’s quantum subgroup, obtaining the structure of cross
product.

Beyond that, we present a study about Hopf algebras theory
and extension of algebras obtained from Hopf algebras. Furthermore,
we show that a bialgebra that admits a faithfull flat Hopf-Galois ex-
tension is a Hopf algebra.

Key-words: Hopf algebras, Hopf-Galois extension, quantum

groups.
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Introducao

A teoria de algebras de Hopf teve seu inicio em 1941, em que
Heinz Hopf observou o primeiro exemplo da mesma. Tal exemplo foi
evidenciado na topologia algébrica, onde foi relacionado a homologia

de um grupo de Lie conexo com a algebra de Hopf graduada.

Além dessa associagdo com a topologia algébrica, as algebras
de Hopf também estao relacionadas com diversas areas, entre elas, a
mecanica quantica, a teoria dos nimeros (através dos grupos formais),
o conceito de H-espago, a teoria de esquemas de grupo na geometria
algébrica, a teoria de Lie (uma vez que a algebra envolvente universal
de uma &lgebra de Lie ¢ um exemplo de algebra de Hopf), a teoria
de grupos (através do conceito de anel de grupo), a teoria de Galois e
extensoes separdveis de corpos, a teoria de operadores, teoria de anéis
graduados, e assim segue uma lista infindavel, o que a torna um dos

grandes campos de pesquisa em &lgebra atualmente.

A grosso modo, uma algebra de Hopf é uma estrutura que
admite um produto e uma unidade (estrutura de algebra associativa),
um coproduto e uma counidade (estrutura de codlgebra), uma rela-
¢ao de compatibilidade entre essas duas estruturas e por fim, um anti-

homomorfismo, ao qual nos d4 a ideia de inversibilidade de elementos.



Sendo hoje um ramo muito estudado da algebra, vemos que
as algebras de Hopf tiveram um desenvolvimento tardio, tornando-se
objeto de estudo estritamente algébrico a partir do fim da década de
60 e tendo seu grande avango apenas no final da década de 80, onde foi
observado sua forte conexdo com a mecénica quantica, manifestando o
interesse de muitos fisicos tedricos e matemaéticos.

Os grupos quanticos foram introduzidos por Jimbo e Drinfeld
por volta de 1985, em trabalhos independentes, em que ambos defini-
ram uma classe de algebras de Hopf que podem ser consideradas como
deformacgoes de um parametro das algebras envolventes universais de
uma 4algebra de Lie semi-simples complexa (U,(sl(2))). Em algumas
referéncias, tal classe recebe o nome de algebra de Drinfeld-Jimbo, em
homenagem aos mesmos. Um outro evento marcante, que ocorre si-
multaneamente ao primeiro, é a invengao, por S.L. Woronowicz, do
grupo quantico SU,(2) e o desenvolvimento da teoria de grupos de
matrizes quanticas compactas. Um outro exemplo surge no trabalho
de L.D. Faddeev e a escola de Leningrado sobre o método de espalha-
mento inverso para resolver modelos integraveis. Ainda, neste mesmo
periodo, foi dada uma aproximacao algébrica para as algebras coorde-
nadas quantizadas por Yu.l. Manin.

Um grupo quéantico pode ser visto, a grosso modo, como uma
generalizacao da teoria de grupos, uma vez que podemos considerar
um grupo como uma cole¢ao de transformagoes. Transformagoes estas
que sao invertiveis. Assim, qualquer colegao fechada de transformacoes
invertiveis é um grupo. Do mesmo modo, grupos quanticos também
podem agir sobre certos espacos. Entretanto, agora, as transformacoes
nao sao todas invertiveis, na verdade, ha uma estrutura um pouco

mais fraca, ao qual ja citamos acima (antipoda), que garante nao a



inversibilidade de elementos mas sim a de combinacoes lineares. Assim,
varias generalizagoes da teoria de grupos podem ser feitas para grupos
quanticos através dessa fraca inversibilidade.

Uma outra definigdo que podemos dar para um grupo quan-
tico é advinda de Drinfeld, que em [I3], definiu um grupo quantico
como uma algebra de Hopf nao comutativa e nao cocomutativa. Na
verdade, as estruturas de comutatividade e de cocomutatividade sao
controladas por uma matriz R, e a essa estrutura, chamamos algebras
de Hopf quasi-triangulares.

Este trabalho pode ser dividido em trés partes. Primeira-
mente, estudamos a teoria de élgebras de Hopf para ganharmos fami-
liaridade com essa estrutura, no primeiro capitulo, mostramos alguns
resultados sobre a antipoda, definimos o conceito de par dual, médulos
de Hopf, integral sobre élgebra de Hopf, produto Smash, contexto de
Morita e produto cruzado. Ja no segundo capitulo, nos dedicamos ao
estudo de extensoes de algebras obtidas a partir de algebras de Hopf.
Nele, definimos as extensoes vistas neste trabalho (extensoes fielmente
planas, fendidas, de Hopf-Galois e homogéneas principais), algumas
propriedades das mesmas e resultados que as relacionam. Ainda, ve-
mos a relagao entre o produto cruzado e as extensoes fendidas.

Depois, passamos ao estudo do artigo "A bialgebra that ad-
mits a Hopf-Galois extension is a Hopf algebra" do autor Peter Schau-
enburg ([31]). Podemos ver tal artigo como uma aplicacao teorica da
teoria de extensoes de algebras obtidas a partir de algebras de Hopf. Por
fim, estudamos o artigo "Explicit Hopf-Galois Description of SL zix/3-
Induced Frobenius Homomorphisms"de Ludwik Dabrowski, Piotr M.
Hajac, Pasquale Siniscalco ([§]), o que podemos entender como uma

aplicacgao préatica da teoria de extensoes.
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Neste trabalho, vemos principalmente a idéia de extensoes
de Hopf-Galois, que foram introduzidas por Chase e Sweedler em 1969,
onde as idéias de agoes de grupos sobre anéis comutativos (extensoes de
Galois) foram estendidas para coagoes de algebras de Hopf agindo sobre
uma k-algebra comutativa, com k um anel comutativo. E generalizadas
por Kreimer e Takeuchi no caso de algebras de Hopf de dimensao finita,
além dessa, vemos também a nogao de extensoes fielmente planas, ex-
tensoes fendidas, que tem forte associagao com a estrutura de produto
cruzado, e extensbes homogéneas principais, em que a algebra A que
aparece na definicao de extensao de Hopf-Galois agora passa a ser uma
algebra de Hopf e A é visto como uma A/J extensdo de Hopf-Galois,
em que J é um ideal de Hopf.

Quando estudamos essa idéia de H-extensoes, é comum as-
sumirmos que H é uma algebra de Hopf. Uma excegao é feita em
[11], onde extensdes fendidas sobre uma bialgebra séo consideradas. Ja
a questao de se ha possibilidade de uma bidlgebra (que ndo tem anti-
poda) admitir uma extensao de Hopf-Galois chamou a atengao do autor
Yokio Doi em conexao com [30].

No Capitulo 3 desse trabalho, usamos a nogao de extensao
sobre bialgebra, para entao construirmos uma estrutura de algebra de
Hopf sobre a mesma. A idéia é construirmos um morfismo, denominado
S, que seja o inverso por convolucao do morfismo identidade. Para
tanto, utilizamos um lema técnico que pode ser utilizado em outras
situacoes, uma vez que o resultado é enunciado para uma coélgebra
e nao para a estrutura de bidlgebra a qual trabalhamos neste mesmo
capitulo. Ainda, cabe salientar que durante todo o terceiro capitulo,
consideramos k£ um anel comutativo com unidade.

Para finalizar, como vimos acima, existem varias classes de
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exemplos de grupos quanticos, porém, as duas principais sdo U, (sl(2)) e
SL,(2). Nessas estruturas baseiam-se a maior parte dos trabalhos sobre
grupos quénticos, e observa-se que existe uma relagao dual entre ambas.
Neste trabalho, estudamos uma dessas duas classes de exemplos, que
é o grupo quantico das fungdes coordenadas A(SLy(2)), em que g é a
raiz cubica da unidade, ou seja, ¢ = €>™/3. Neste capitulo, todos os
espacos vetoriais sao considerados sobre C.

Tal grupo quéntico possui uma série de relagoes definidoras,
que embora aparecam impostas num primeiro momento, surgem natu-
ralmente quando consideramos a coacao de M»(C) em C,[z,y] & direita
e & esquerda, uma vez que a estrutura de bialgebra de M (C) coincide
com a estrutura de bialgebra de A(SL,4(2)).

Com a estrutura de algebra de Hopf sobre A(SL4(2)) defi-
nida e tendo familiaridade com essa estrutura, iniciamos um estudo
para sabermos se o grupo quantico em questao admite alguma das ex-
tensodes vistas no Capitulo 2. Na verdade, vemos que A(SL,(2)) admite
uma extensao de Hopf-Galois fielmente plana induzida pelo morfismo
de Frobenius. No trabalho, provamos este resultado de forma direta,
porém, o mesmo pode ser feito utilizando a dualidade entre fungoes so-
bre grupos e as dlgebras envelope universais. Provamos também que, se
considerarmos o subgrupo quantico de Borel, A(SL,(2))/(T%1), em que
T € um dos elementos geradores de A(SLy(2)), o mesmo admite uma
extensao de Hopf-Galois fendida, novamente induzida pelo morfismo de
Frobenius. Neste ultimo, apresentamos claramente o morfismo fenda e
também o morfismo que define o cociclo e a acao do cociclo, obtendo a
estrutura de produto cruzado.

Por fim, o trabalho encontra-se dividido em 4 capitulos e 4

apéndices. Abaixo damos uma idéia geral do que consta em cada um



dos apéndices, uma vez que ja comentamos sobre os capitulos acima.

No apéndice 1, introduzimos as nogoes de algebras e codlge-
bras. Este estudo serve de base para todo o trabalho, uma vez que
dependemos dessas duas estruturas para podermos definir o que vem
a ser uma algebra de Hopf. Além das nogoes usuais dessas estruturas,
vemos ainda a teoria de algebra e coalgebra dual, o dual finito de uma
algebra e finalizamos estudando as estruturas de médulos e comodulos.

O segundo apéndice é dedicado ao estudo de duas classes
especiais de modulos, chamados modulos planos e fielmente planos.
Essas classes de modulos sao importantes, pois a partir deles podemos
definir a estrutura de extensoes fielmente planas que possui aplicagoes
interessantes vistas tanto no capitulo 3 quanto no capitulo 4. Também,
provamos que todo modulo projetivo finitamente gerado é fielmente
plano.

No terceiro apéndice tratamos de trés lemas da Teoria de
Algebras que sao de fundamental importancia para o trabalho. O pri-
meiro estabelece condigoes para se encontrar bases em algebras cujos
elementos sao expressos por polinémios nao comutativos. O segundo
resultado trata da relacao entre o kernel e o cokernel de determinados
diagramas comutativos através de sequéncias exatas. E finalizamos com
o Lema de Dedekind, que estalece condigbes para obtermos conjuntos
linearmente independentes.

Por fim, no ultimo apéndice, trazemos alguns detalhes de
conta que nao sao apresentados no capitulo quatro por crermos que,
caso feito, deixaria a demonstracao do resultado em questao muito

densa e perderia-se o foco da demonstragao.



Capitulo 1

Algebras de Hopf

Neste capitulo introduzimos a nogao de algebra de Hopf. Tal
estrutura é a base deste trabalho e portanto é de suma importancia
a conhecermos, assim como vermos algumas propriedades da mesma,
para podermos entao dar prosseguimento com os estudos de extensoes

sobre algebras de Hopf e exemplos.

1.1 Bialgebras

Iniciamos este trabalho definindo a estrutura de bidlgebra,
que nada mais é do que um espago vetorial que tém estrutura de algebra
e de coalgebra satisfazendo uma certa relagao de compatibilidade entre
tais estruturas.

No Apéndice[A] trazemos os principais resultados das estrutu-
ras de algebra e coalgebra. Lembramos aqui suas respectivas defini¢Ges
para podermos definir formalmente uma bialgebra.

Por algebra entendemos uma tripla (A, u, 1), em que A é
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um k-espaco vetorial, p: A® A — Aen:k — A sdo morfismos de

k-espagos vetoriais tais que os seguintes diagramas comutam:

A A A An A Ao A
= |
p@la o ko A M ARk
AoA—" o4 \ /
® A

E por coalgebra entendemos uma tripla (C, A, ¢), em que C
é um k-espago vetorial, A : C — C® C e € : C — k sao morfismos de

k-espagos vetoriais tais que os diagramas abaixo sao comutativos:

N

A Ioa ko C A Cok

c—4% _oxC

Assim, uma bidlgebra é uma quintupla (H, u,n, A, £), em que
(H, p,n) define uma estrutura de algebra, (H, A, ¢) define uma estru-
tura de coalgebra, com A(h) = ) h(1) ® h(z), para todo h € H pela

notagao de Sweedler, e valem as condigbes da seguinte proposicao:

Proposicao 1.1 Dada a quintupla (H,p,n,A€), em que (H,p,n) é
uma dlgebra e (H,A,e) € uma codlgebra. Sao equivalentes:
(i) 1 e n sdo morfismos de coalgebras;

(ii) A e € sao morfismos de algebras.

8



Demonstragao: Notemos que por (i) temos os seguintes diagramas
validos:

(I HeoH—" .

AH@H A

em que Aggy = 0230 (A®A) e 093 = Iy ® 0 ® Iy, onde 0 morfismo

oc:H®H — H® H é a transposi¢io o(h ® k) = k ® h.

(I1) HeoH—" s H
51&\ /
em que EggH = £ D E.
(I11) k—"1 > H
Ak AH

(IV) k— " . H

\/

E por (ii) temos os segumtes diagramas validos:

(V) HeoH—" o H

AR®A A

em que figen = (1 ® p) 0 o23.



(V) H—2% - HeoH

NP4

em que NpgH(A) =M1y ® 1H), para todo A € k.

(VII) HoH-—sH
Qe 5
(k@k) ——k
(VIII) H— >k

\/

E assim, é facil vermos que (i) é valido se, e somente se, (ii) é

valido, uma vez que temos a equivaléncia entre os seguintes diagramas,
1) < (V), ) & (VII), (IIT) & (VI) e (IV) < (VIII).
[ |

Exemplo 1.2 Seja G um grupo. Conforme os exemplos[A.4 e
temos que kG € uma dlgebra e uma codlgebra. Como sua estrutura de
codlgebra é dada por A(g) = g®g e e(g) = 1, fica claro que A e e sao

morfismos de dlgebras e portanto kG € uma bidlgebra.

Exemplo 1.3 Dadas duas bidlgebras A e B, podemos ver facilmente

que A ® B admite uma estrutura de bidlgebra com
pags = (1ta @ pB) 0 023, Nagr(A) = A(1a ® 1p);

Apgp = 0230 (Ag ® Ap), €agB = €4 ®€B.

Exemplo 1.4 Sejam g uma k-dlgebra de Lie, k corpo e B = U(g) a

10



dlgebra envolvente universal, conforme visto no exemplo [A-21, Sobre
B podemos definir uma estrutura de bidlgebra, onde a comultiplica¢ao
¢ dada por A(z) = = ® ly(g) + lyg) @ = e counidade e(x) = 0, para
todo xz € U(g).

Exemplo 1.5 No exemplo temos que um k-espago vetorial H
com base {c; : i € N} tem uma estrutura de codlgebra. Definimos sobre
H uma estrutura de dlgebra da sequinte forma:
Sejam ¢;, ¢; € H, entdo a multiplicacio dos elementos c; e
¢j, para todo i, j € N € dada por p(c; Rcj) =¢;-¢cj == ! —’.—] Citj-
i
E a unidade em H € dada por cgp.

Vejamos que a multiplicacao definida acima € associativa. Se-

jam ¢y, ¢m e cp € H, logo,

n+m

(Cn : Cm) “Cp = Cntm | - Cp
n
n—+m n+m-+p
= Cn+m+p
n n—+m
_ (n+m+p)!
N nlm/!p! Cntmtp
m-+p n+m-+p
= Cnt+m+p
m n
m-+p
= Cn- Cm+p
m

= c¢p-(em-cp).

Claramente, a estrutura € unital. Mostremos que H tem uma
estrutura de bidlgebra. Lembremos que H tem uma estrutura de codl-

gebra dada por A(cy) =Y ¢ ® cm—i € €(cm) = So.m. Assim, basta
i=0

11



vermos que A(cy - ¢m) = A(cn) - Alcm ). De fato,

n

(£ e a2 ¢ @ ency)

A(cn) - Alem)

=0
n m
= > > G C®Cni Cmj
i=05=0
n_m 1+ J n+m-—1i—j
:Z Z . . Citj @ Cndm—i—j
1=05=0 7 n-—1
= +n t t n+m-—t
1+7=t m
= > Ct & Cppm—t
t=0 i=0 7 n—1
ntm n+m
- Z ¢t ® Cn4+m—t
t=0 n
n+m
= A Cn+m
n
= Acn - em)-

Observamos que na igualdade entre a primeira e a segunda li-
nha, utilizamos uma identidade combinatoéria conhecida como Formula
de Euler. A mesma pode ser encontrada em diversos livros de Analise

Combinatoria, dentre eles, indicamos, [27] e [I5].

Exemplo 1.6 Seja k um corpo e n > 2 um inteiro positivo. Mostre-
mos que nao existe uma estrutura de bidlgebra sobre My (k) tal que a
estrutura de dlgebra € a dlgebra matricial.

De fato, sejam k e n = 2 como acima. Suponhamos que
M, (k) admita uma estrutura de bidlgebra.

Entao existe € : My, (k) — k um morfismo de dlgebras. Dad,
ker(e) € ideal de M, (k). Logo, ker(e) = 0 ou ker(e) = M, (k).

Como e(1a, (1)) = 1k, seque que ker(e) = 0, ou seja, € €
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injetora, o que € um absurdo, uma vez que dim(My(k)) > dim(k).

Assim como nas estruturas de algebra e coalgebra, em que
definimos a nocao de ideal e morfismo, podemos refazé-lo aqui, defi-

nindo:

Definigao 1.7 Um subespaco I C H é um bi — ideal se I for um ideal
e um coideal de H conforme as defini¢oes[A.10 e[A-33 respectivamente.

Definigao 1.8 Uma aplicacio f : H — H,y de bidlgebras é chamada

morfismo de bidlgebras se f for morfismo de dlgebras (vide Defini¢ao

e de codlgebras (vide Defini¢io[A.30).

Ainda, observamos que o quociente H/I é uma bidlgebra se,
e somente se, I for um bi-ideal de H. Neste caso, a aplicagdo canonica
H — H/I & um morfismo de bialgebras.

No intuito de adquirirmos mais exemplos de bialgebras, con-

sideramos a seguinte proposi¢ao, que avalia o dual de uma bialgebra.

Proposicao 1.9 Seja (H,A, e, p,n) uma bidlgebra com dim(H) < oc.

Entao H* € uma bidlgebra.

Demonstragdo: De fato, como dim(H) < oo, sabemos que dadas as
estruturas (H, u,n) e (H, A, ) de algebra e codlgebra respectivamente,
podemos dualizé-las, obtendo as estruturas (H*, u*,n*) e (H*, A* e*)
de coalgebra e algebra, pela Proposicao e pelo Corolario do
Apéndice [A] respectivamente.

Ainda, como H é uma bialgebra, temos que g e 1 sdo mor-
fismos de codlgebra e A e e sdo morfismos de algebra, o que implica,
respectivamente, em p* e n* serem morfismos de édlgebra e A* e ¢*

serem morfismos de coalgebra. E portanto, H* é uma biélgebra.

13



|
Disto, concluimos que kG e (kG)* sdo bidgebras para G um
grupo finito.
Encerramos esta se¢ao definindo o conceito de par dual. Mais
a frente estendemos essa nogao para algebras de Hopf e a utilizamos na

demonstracao de alguns resultados.

Definigao 1.10 Sejam H e A bidlgebras. Dizemos que uma aplica¢do
linear

(,):Hx A=k

€ um par dual entre H e A se vale:
(i) (h,14) = epm(h), para todo h € H;
(i) (1gr,a) =ea(a), para todo a € A;
(iii) (h ® g,Aa(a)) = (hg,a), para todo h,g € H e a € A;
(iv) (A (h),a ®b) = (h,ab), para todo h € H e a, b € A,

em que

(hvg, Aa(a)) =D (h,a@)){g.a2)) e (Am(h),a@b) = (b, a)(h),b).

1.2 Algebras de Hopf

A partir desta secdo iniciamos o estudo das 4lgebras de Hopf.
A grosso modo, uma algebra de Hopf é uma bidlgebra com uma es-
trutura de "inversibilidade", ao qual denominamos antipoda. Antes de
definirmos formalmente essa nova estrutura, lembramos que se (C, A, €)
¢ uma coalgebra e (A, 1, n) é uma élgebra, entao Homg (C, A) é uma al-
gebra com o produto de convolugao *, ou seja, (f*g)(c) = > f(cay)g(cey),

como visto na Proposigao [A-37] e unidade noe.
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Assim, se (H,pu,n,A,e) é uma bidlgebra e denotarmos por
He¢=(H,A,e) e H* = (H, 11,m), entdo Homy (H®, H*) é uma 4algebra
com o produto de convolugao *, e portanto, definimos o que chamamos

de antipoda por:

Definicao 1.11 Seja (H, u,n, A, e) uma bidlgebra. Uma transforma-
¢ao linear S : H — H é chamada uma antipoda em H se S € a inversa
da transformacao identidade I : H — H com respeito ao produto de

convolugao em Homy (H®, H*), ou seja, SxI = IS = noe, ou ainda,
e(h)1g = (S*I)(h }:Shm (1.1)

e(h)1y = (I*S)( E:hDSh@ (1.2)

que pode ser resumido nas igualdades:

Zh h(g) = )1H:ZS(h(l))h(2)- (1.3)
h

Definicao 1.12 Uma bidlgebra H que possui uma antipoda é chamada

uma Algebra de Hopf.

Observamos que a antipoda de uma algebra de Hopf é tnica,
pois Hom(H, H) é um anel, e sabemos que se o inverso de um elemento

de um anel existe, entao é tinico.

Exemplo 1.13 Jd vimos que kG possui uma estrutura de bidlgebra.
Mostremos que a aplicacdo S : kG — kG definida por S(g) = g~ para
todo g € G satisfaz a equagao . De fato, como A(g) = g ® g, temos

que

IxS(g ZgS Zg~g‘1:e:nog(g).
g
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E facil vermos que o mesmo ocorre para S x I e portanto, o
morfismo S satisfaz a propriedade da antipoda. Logo kG € uma dlgebra

de Hopf.

Exemplo 1.14 Sejam G wm grupo finito e {p,/g € G} a base de
(kG)*, dada por (pg, h) = dgn para todo g,h € G. O espago H = (kG)*

tem uma estrutura de dlgebra de Hopf com multiplicagdo satisfazendo

(PgPn- 1) = (Pg, 1) (Pn, 1) = 0g10n1,

para todos g, h,l € G e 1y = € a fun¢ao aumento de kG. A comultipli-

cacao de H ¢ tal que

Apg) = Z Dgh—1 @ Ph
heG

¢ €(py) = 04 para todo g,h € G. Por fim, a antipoda S ¢ dada por
S(pg) = pg-1, para todo g € G.

Exemplo 1.15 Sejam H e L dlgebras de Hopf, vejamos que podemos
obter uma estrutura de dlgebra de Hopf sobre H ® L.

Ja vimos anteriormente que hd uma estrutura de bidlgebra

sobre H ® L. Definimos:

S: HL — H®L
hel +— Shel):=Syh) @ SL(),

em que Sy e Sy, sao as antipodas de H e L respectivamente.

16



Seja h®@l € HR® L, logo,

(S5 Inpr)(h®1) = pren(S® Ingr)AneL(h®l)
= oS © Ingr) (X ha) @ o) @ h) © )
= e (X S(ha) ® 1) @ (he) © 1))
=2 (ur @ pr)Ig ® o @ 1L)(32 Su(hay) @ SLlla)) @ he) @)
= 2 Su(h@))he) @ SLlm))le)
= ep(h)lg®@er()lg

enoL(h@Dlygr.

Analogamente, (Iggy, * ,/S’\) = NHQLEHSL, € SEJue que Séa

antipoda de H ® L.

Exemplo 1.16 Vimos no Exemplo que um k-espago vetorial H
com base {c; : i € N} é uma bidlgebra. Vejamos que hd uma estrutura
de dlgebra de Hopf sobre H. Para isso, definimos a antipoda de forma

recorrente da sequinte forma:
S(co) =S(1ly) =1y, paran = 0.

E, suponhamos que S esteja definida para c;, com 0 < i< n—1, assim,

definimos
S(cn) := =S(co)en — S(c1)en—1 — -+ — S(cn-1)c1.

Mostremos que S € de fato a antipoda.

n

(S*Ig)(cn) = ;) S(ci)en—i

= > S(ei)en—i+ S(en)eo

=0
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n

1
= > S(ei)en—i — S(eo)en — S(er)en—g — - — S(ep—1)c1
i=0

= 0=c¢(cy)ly,

como queriamos. Analogamente, vemos que (Iy x S) = ne.

No que segue, definimos a nogao de par dual para algebras

de Hopf e apresentamos algumas propriedades da antipoda.

Definicao 1.17 Seja H uma dlgebra de Hopf e consideremos seu dual
finito H° dado na Definicdo . Definimos o par dual entre as dlge-
bras de Hopf H® e H pelo morfismo:

(,): H°®H — k
{(fra) = fla).

Proposigao 1.18 Sejam H e A dlgebras de Hopf com antipodas S e

S’ respectivamente e { , ) : H® A — k um par dual entre H e A, entdo
<S(h)v a’> = <h» Sl(a)>7

para todo h € H e todo a € A.

Demonstragao: Definimos as aplicagoes

F: HRA — k
h@a +— (S(h),a),

G: HRA — k
h@A — (ha)

J: H®A — &k
h@a — (h,S(a)).
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Mostraremos que F' = J através do produto de convolugao

em Homy(H ® A, k). Seja h®a € H® A.

FxGhoa) = 3(S(ha)) aw))(he),aw@)
> (S(ha)) ® hiz), aq) ® agz))
= (O S(hay)hae),a)

(1m,a)

Por outro lado,

GxJ(h@a) = > (hayaw)(he),S (@)
= > {ha) ® @), aq) @ S'(a@))
= (h,2am)S' (a@))
(h,14)ea(a)
= eg(h)ea(a).

Portanto, F' e J sao inversas por produto de convolucao de
G, e como sabemos que essa inversa é Unica, temos que F' = J e

consequentemente, temos nosso resultado demonstrado.

Proposigao 1.19 Sejam Hy e Hs dlgebras de Hopf com antipodas Sy
e So respectivamente. Se f : Hi — Hy € um morfismo de bidlgebras

entao Spo f = foSy.

Demonstragao: Consideremos o conjunto Homy(Hi, Hs), a idéia é
provarmos que (f o Sy)* f = ne = f * (Sq 0 f). De fato, para todo

h € Hy, temos
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((foS)*f)(h) = >(foS1)(hw))f(he)
= fCSi(hay)he)
= fle(M)lm,)
= e(h)lm, =ne(h),

por outro lado,

(fx(S20f))(h) = X2 F(hw)(S20f)(h@)
= f(h)@)Sa(f(h )(2))

= e(f(h)lm,

= e(h)lu, = ne(h).

Se f é um morfismo de bidlgebras e satisfaz a condig¢ao acima,

dizemos que f é um morfismo de algebras de Hopf.

Proposigao 1.20 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo
(i) S(ab) = S(b)S(a) para todo a,b € H;

(iii) A(S(h)) = ZS(h(g)) ® S(h(1y) para todo h € H;
h
(iv) e(S(h)) = e(h) para todo h € H.

Demonstragao: (i) Para demonstrarmos tal fato, consideramos a al-

gebra de convolugdo Homy(H ® H, H) e definimos os morfismos:

F: H®H — H
a®b — S(ab)

20



G: H®H — H
a®b — S(b)S(a)

M: H®H — H
a®b ~— ab

A idéia é mostrarmos que F * M = ne = M * G, pois assim,
como a inversa por produto de convolugao é unica, teremos F' = G e

portanto, S(ab) = S(b)S(a) como queremos.

Sejaa®b e H® H, logo,

(FxM)(a®b) = 3 Flag)®ba))M(ag) @ b))
= 2 S(ambay)aebe)
= > 5((ab)))(ab)2)
= e(ab)lyg =¢e(a)e(d)1ly
= ne(a®b).

Do mesmo modo,

(M«G)a®b) = 3 M(an)®ba))Glae) @ b))
= > a@a)ba)S(bw))S(ac))
= Y e(bamSlaw)
= ¢gla)e(b)ly =ne(a®D).

(ii) Claramente S(1y) = S(1g)lyg =c(ly)ly = 14.
(iii) Consideramos novamente a algebra de convolucao Homy(H®

H, H) e definimos os morfismos:

®: H —» H®H
h = 228(h)a) ®@S(h)e)
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v: H — H®H
h = >3 8(ha) @ S(ha))

Mostremos que ambos sao inversos por convolugao para A.

Seja h € H, logo,

Ax®(h) = > A(ha))®(he)
= 2(hmya) ® hay2)(S(ha)a) ® S(he)) @)
= 2 hoywShe)w @ha@She)e
= 2(h@S(h@))m @ (hayS(h@))w@)
= AQChw)S(hw))
= Ale(h)ly)=ch)(lg ®1y)
= (Mugnoc)(h).

Por outro lado,

U« A(h)

2 W(h))Alh)

= >2(S(he)) ® S(hq)))(hE) @ hy)
= 2 S(h@)hs) @ S(h))hy

= > elhe)la @ S(hay)hes)

= 1y @32 S(ha)he)

= (M)l ®1n)

= (nuewmoe)(h).

Portanto, como o inverso por convolugao é tinico, temos que
U = ® e segue que Y S(h)q) @ S(h)@2) = > S(h)) @ S(h))-
(iv) De fato,

e(S(h)) > e(S(hwy))e(hiz)) = (>0 S(hay)he))

e(e(h)ly) =e(h)e(ly) =¢c(h). N
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Proposigao 1.21 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Sao
equivalentes:

(i) Z S(he2))hay = €(h)1y para todo h € H;

(ii) Z h(2)S(h(1)) = €(h)1y para todo h € H;
h
(iii) S? = Iy, em que entendemos por S? a composigao So S.

Demonstragao: (i) = (iii) De fato,

(S+SoS)(h) = X S(ha))SoS(hea)
= S S(h@)hq))
= S(e(h)1lm)
= e(h)ly.

(iii) = (i) Sabemos que » S(h())h) = €(h)lg. Entao,

aplicando o morfismo S em ambos os lados da equagao, temos que

Por raciocinio anélogo, vemos que (iii) < (ii).

Proposigao 1.22 Se H € uma dlgebra de Hopf de dimensao finita en-
tao H* também é dlgebra de Hopf.

Demonstragao: J4 vimos na se¢ao anterior que H* é uma bialgebra.
Definimos
S*: H* — H*
B e S*(h*):=h*oS
em que S*(h*) : H — k é definido por S*(h*)(h) := h*(S(h)). Vejamos
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que S* satisfaz os axiomas da antipoda. De fato,

(5 I)(h*)(h)

2257 (h{y))hiz) (h)

= 257(h{y))(h))hiy (b))

= 2 i (S(h@)))hiy (b))

= W (3 S(hay)he)

= h*(e(h)1n)

= e(Wh*(1u) = nu-eu-(h*)(h),

)
)

em que Ny~ : k — H* é dada por ng=(\) = e e eg=(h*) = h*(1g).
Claramente o mesmo vale para I * S* e portanto, H* é uma
algebra de Hopf como queriamos.
[
Agora podemos definir o que vem a ser subalgebra de Hopf e

ideal de Hopf.

Definigao 1.23 Seja H uma dlgebra de Hopf. Um subespago A de H
€ dito uma subdlgebra de Hopf se A € subdlgebra e subcodlgebra de H e

S(A) C A.

Definigao 1.24 Seja H uma dlgebra de Hopf. Definimos I o ideal de
Hopf de H, se I € um ideal e um coideal de H e S(I) C I.

Observamos que se I é um ideal de Hopf, entao a bidlgebra
quociente H/I tem uma estrutura natural de algebra de Hopf, com
antipoda dada por S : H/I — H/I e definida por S(z) = S(x).

Encerramos a secao definindo uma classe de subalgebras de
Hopf, chamadas subélgebras normais e apresentamos um resultado ne-
cessario no estudo da Segdao 2.3 e no Capitulo [} e que também nos

serve de exemplo de ideal de Hopf. Iniciamos notando HT = ker(g)
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para H é uma algebra de Hopf.

Definicao 1.25 Uma subdlgebra de Hopf A de H € dita normal se
HAT = ATH, em que AT = AN ker(ey).

Proposigao 1.26 Seja A uma subdlgebra de Hopf de H. Se A é nor-
mal, entdo I = ATH ¢ um ideal de Hopf em H.

Demonstragao: Claramente, I é um ideal de H, pois A é normal.

Agora, como ¢ = (¢ ® €)A, notamos que se a € AT entdo
Ala) e AT @ A+ A® AT,

de fato, seja a € AT, entao a € ker(e) e a € A, logo, A(a) € ker(e) ®
H+ H ®@ker(e) e A(a) € A® A, o que implica em A(a) pertencer a

interseccao desses conjuntos, ou seja,
Ala) e AT A+ AR AT,
e consequentemente,
Aah) € (At @ A+ A AT H@H)=AT" @ H+ H® AT,

Portanto ATH ¢ um coideal. Ainda, como S(AT) C At
segue que a antipoda estabiliza AT H.

1.3 Moédulos de Hopf

Seja H um algebra de Hopf com antipoda S e seja M um

H-mo6dulo a direita e um H-comddulo & direita com estrutura dada
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porp: M - M®H.

Definicao 1.27 Dizemos que M ¢ um mddulo de Hopf a direita se o

diagrama abaixo comutar

M®H—— M Mo H
PRA Qe
MoH@oHQH—29®" _ MeoHoHoH

ou seja, se

p(m-h) = (m® - ha)) ® (mPDh)),

h,m

para todo m € M e todo h € H.

Exemplo 1.28 Seja V um k-espaco vetorial. Definimos sobre V@ H
uma estrutura de H-mddulo & direita dada por (v ® h)g = v ® hg, e
uma estrutura de H-comodulo a direita p: V QH —V ® H® H dada
por p(v® h) = v ® h1y ® hy. Entdo V @ H tem uma estrutura de
H-mdédulo de Hopf.

Verifiquemos que p((v®@h)g) = S (v@h) O gy @ (v@h) Vg ).

p((v @ h)g)

p(v® hg)

= > v®(hg)a) @ hg()

= 2v®hmgn) ©h@9e)

= 2 (v®ha)ga) @ h)ge)

= Sweh)Ogq @ (veh)Hgq.

No decorrer do trabalho, veremos mais alguns exemplos de

modulos de Hopf.
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Definigao 1.29 Seja H uma dlgebra de Hopf e sejam M e N dois
H-mddulos de Hopf a direita. Dizemos que uma aplica¢ao linear f :
M — N € um morfismo de mddulos de Hopf se f for um morfismo de

mddulos & direita e um morfismo de comddulos a direita.

Definigao 1.30 Seja H uma dlgebra de Hopf e seja M um H-mddulo
a esquerda e um H-comodulo a direita.

(i) O conjunto dos invariantes de H em M ¢é dado por
MH" ={m e M/h-m=ce(h)m,Vh € H};
(ii) O conjunto dos coinvariantes de H em M ¢é dado por
M = Ime M/p(m) =m®1}.

Um resultado preliminar que tiramos dessas definigoes relaci-
ona o conjunto dos coinvariantes de H com o conjunto dos invariantes

de H* em M como segue.

Lema 1.31 Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita e M um
H-comaodulo a direita. Consideremos a estrutura de H*-mddulo a es-

querda de M dada por f > m =3 m© f(mM), entdo
McoH — MH*.

Demonstracio: Mostremos que M C M. Sejam m € M©H ¢

f e H*, como p(m) =m® lyg, temos

fom = X fmim®
= u(f®Ir)oop(lm)
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= f(lH) -m

= eg-(f)m.

E portanto, m € M.

Sejam agora {h;} base de H, {h}} a base dual de H*, m €
MH" e f € H*. Por {h;} e {h}} serem bases de H e H* respectiva-
mente, temos que f := > f(h;)h}. Assim,

feom=Y_ fhi)h;em) =2 fm")m®.

Logo, como m € M " temos:

p(m) = 3 (ki >m)®h;
= Y e(hf)m®h;
= m®Z<hf,1H>hi

= m®ly.

Exemplo 1.32 Seja H o H-comddulo com estrutura induzida por A.

Entao H" = [1y.

De fato, seja h € HH | entdo h)y®h() = A(h) = h®1g,
o que implica em h =) e(h@1))h2) = e(h)lg € klg.

Por outro lado, seja h = aly € kly, dat,
A(h) = A(alpg)

= aA(lH)
= a(lH (%9 1H)
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= aol,®1lyg
= h®ly
= he H®H,

Portanto, HOH = k1.

Teorema 1.33 (Teorema Fundamental de Mddulos de Hopf) Seja H
uma dlgebra de Hopf e M um H-mddulo de Hopf a direita. Entdao a

aplicagcao
f: MeHoH — M

m® h —  mh

€ um isomorfismo de mddulos de Hopf.

Demonstragao: Notemos primeiramente que o Exemplo nos ga-
rante uma estrutura de H-médulo de Hopf & direita sobre MH @ H.
A estrutura de H-moédulo de Hopf sobre M é dada pelo seguinte mor-

fismo:
p: M — M®H

m = S m®em®,

Ainda, definimos o morfismo

g: M — M
m = S mOS(mm),

que nos auxiliard na construcao da inversa do morfismo f.

Mostremos que para todo m € M, g(m) € M<H.

P2 mOS(mM))
= Z(m(o)s(m(l)))(o) ® (m(O)S(m(l)))(l)
= 3 m(O)(O)S(m(l))(l) ® m(o>(1)5(m(1))(2)

plg(m))
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= Zmo)(O)S( )®m(o)( )S(m 8)
= L mlOS(mf > my)S(miy)
= 2m<°>s<m“>> e(mi)1n
_ Zm(O)S(s(m(l)) L) ®1n
= Y mOsmM ey

= g(m)®1y.
Portanto, g(m) € M<H.

Visto isso, faz sentido definirmos o morfismo

F: M — MC0H®H
m = > gm®)em,

Mostremos que F' é a inversa de f. De fato, sejam m € M e

m®h e M°H @ H, logo,

foF(m) = f(Xg(m®)@mm®)
= 3 flg(m®) @mm)
= > g(m®)mb

= Y(m (0))(0)5(( (0))(1))m(1)
- Zosog
= S mOe¢(mM)1y =m.

Por outro lado,

Fof(m®h) F(mh)
> g((mh) @) @ (mh)®)

> g(mhy) ® h)
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= Y (mh1)OS(mh1)D) © he)
= Y (mOha)1))S(mDha)z) © hey
= ¥ m(0>h(1)S(m(1)h(2)) ® hs)

= S mh1)S(he) @ h)

= Y ome(hay) @ he

= Y m®e(ha))hy)

= m®Q h.

Por fim, devemos ver que f é um morfismo de H-médulos de

Hopf, isto é, f é morfismo de H-moédulo e H-comoddulo.

Vejamos primeiramente que é morfismo de H-moédulos. Seja

mhQh e M@ H®H.

o (fRIg)imh®h) ‘(mh ® h') = (mh)h
m(hh') = f(m @ hh')

folly@uw)(mehh).

Seja agora m ® h € MH @ H, entdo

pof(m@h) = p(mh)
= S (mh)© @ (mh)®
= Zm(o)hu) ® m(l)h@)
= Y mh) ® h)
= Y. (feln)(m®hq @ haz)
= (f@Iu)(In @ A)(mh),

o que nos diz que f é um morfismo de H-comddulos.
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1.4 Integrais

Iniciaremos construindo a teoria de integrais sobre bidlgebras
e entdo estenderemos os resultados para as algebras de Hopf. A idéia
de integral tem origem, assim como a maior parte da teoria de algebras
de Hopf, na teoria de grupos, onde é definido a integral de Haar sobre

um grupo G.

1.4.1 Integrais sobre Bialgebras

Seja H uma bidlgebra. Entao H* possui uma estrutura de
algebra que é dual da estrutura de coalgebra de H, com multiplicacao

dada pelo produto de convolucao.

Definicao 1.34 Uma aplicacao T € H* é chamada integral a esquerda
sobre uma bidlgebra H se h* x T = h*(1y) - T, para todo h* € H*

Definimos por [ ; 0 conjunto das integrais & esquerda sobre

Antes de vermos algumas propriedades e exemplos dessa te-
oria, observamos que 7' € H* é uma integral & esquerda se, e somente
se, > T(h2))h@y = T(h)ly, para todo h € H.

De fato, seja T' € H* uma integral a esquerda. Entao, para

todo h* € H* e todo h € H, temos:

h*«T(h) = 3 h*(ha))T(h@) = h*QCT(h@e)ha)
I
W ()T(h) = B (T(W)1n).

O que implica em ) T'(h(g))hy = T(h)1g.
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Por outro lado, se ) T'(h))ha) = T'(h)1g € H, entdo, para
todo h* € H* e todo h € H,

(T (h)hay) = 0" (ha)T (k) ="« T(h)
|
R (T(h)1g) = h*(1g)T(h),

como queriamos.

Ressaltamos ainda que o conjunto [ ;, € um ideal de H*.

E facil vermos que / ;€ realmente um subespago vetorial de
H*. Mostremos que é ideal. Seja g* €¢ H* e T € fL. Entao, para todo
h* e H*,

W x(Txg*) = (h**T)xg*
= ()T g
= h(1u)(T*g*)=h"(1g)T *g"
= Txg* €[, .

Do mesmo modo,

h*x(g"+«T) = (h*xg*)«T
= (k" xg")(1x)T

(h*(1u)g*(1m))T
= h*(1u)(9"(1u)T)
= h(u)(g**T).
= g"'xTe€e fL .

Lema 1.35 Seja T uma integral a esquerda e h, h' € H, entdo

D hyT(hS(') =Y T(hS(h(y))his).
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Demonstragao: Mostraremos o resultado seguindo a linha de racio-

cinio acima, ou seja, aplicaremos h* € H* arbitrariamente.

h*(ChayT(he)S(h)) = > h*(hw)T(ha)S(h))
= 2N (hy)e(hin)) T (hiz)S(hiy)))
= 2 W (hyS(hig))his))T (h2)S(hiy)))
= Y h*(hq) ( (1) (1)h( )) (h 2)S(hl(1) 2)
= 2(hig)) = h*((hS(R{y))) 1)) T((AS(hiy)))(2)
= 2(h{gy = P*)(Aa)T(hS(h(y)))
= 2" (hig))T(hS(hyy))
= h*(ZT(hS( (1)))h/(2)),

como queriamos.

Encerramos a sessao mostrando alguns exemplos.

Exemplo 1.36 Seja G um grupo e seja H = kG a dlgebra do grupo
G. Entao o elemento p. € H*, definido por p.(g) = 6c,q, para todo
g € G, € um integral a esquerda de H. De fato, para todo h* € H* e
todo g € G, temos

portanto, h* x p. = h*(e)pe = h*(1xa)pe

Exemplo 1.37 Mostremos que no Exemplo [1.16, a unica integral de

H ¢ a nula.
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Consideremos o isomorfismo

w: H* — K[[z]]
h* = Y h*(en) X"

n=0

e supomos T € H* integral & esquerda, entao.

WxT = h*(1g)T
= @ =T) = oh*(1g)T)
= o(h)e(T) = h*(1u)e(T)
= o(h)e(T) = @h*)(0)e(T).

Segue que p(T) € uma série formal tal que Fo(T) = F(0)p(T),
para todo F' € k[[X]].

Entao, tomando F # 0 de forma que F(0) # 0, segue que
o(T) = 0, pois k[[X]] nao tem divisores de zero, uma vez que k é
corpo.

E como ¢ € um isomorfismo, temos que T = 0 e portanto,

fL = {0}.

1.4.2 Integral em algebras de Hopf

Consideremos agora H uma algebra de Hopf de dimensao fi-
nita. Uma integral em H, a grosso modo, é simplesmente um invariante

sobre a multiplicacao & esquerda.

Definigao 1.38 Uma integral & esquerda em H é um elemento t € H

tal que ht = e(h)t para todo h € H.

Este conceito de integral esta relacionado com o apresentado

na sec¢ao anterior, pois uma integral em H é simplesmente uma integral
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sobre H* e portanto um elemento de H**, visto sob o isomorfismo

canonico
A: H — H*™

h»—>ﬁ,

em que ﬁ(f) = f(h), isto porque H tem dimensédo finita.
Primeiramente, observamos que kxh = kh. De fato, para

todo f € H,

k «h(f) S k(f))h(f2))
= Y fay(k) fay(h)

f(kh) = kh(f).

Agora, se h é uma integral em H, temos,

o~ — ~ ~

kxh=kh=e(k)h =e(k)h = k(e)(h) = k(1g-)h.

Podemos definir também uma integral a direita em H por um
elemento t' € H tal que t'h = ¢(h)t/, para todo h € H. Definimos o
conjunto das integrais & esquerda em H por flg e a direita por f;
Dizemos que H & unimodular se fé = f}}f
Exemplo 1.39 Seja H = kG dlgebra de Hopf. Entdot=">_ g gera o

geG
espaco das integrais o esquerda e & direita em H.

Exemplo 1.40 Seja H = (kG)* dlgebra de Hopf. Entaot = p; gera o

espaco das integrais & esquerda e o direita em H.

Exemplo 1.41 Seja H uma dlgebra de Hopf sobre k, K uma extensao
do corpo k e H = K @i H a dlgebra de Hopf sobre k, com estrutura
de comultiplicagio dada por A(a® c) := Y (@ ®cq)) ® (1k @ cz)) e
counidade e(a ® ¢) = ap(e(c)), em que ¢ : k — K. entao, se T € H*
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¢ integral & esquerda sobre H implica que T € H ¢ integral a esquerda

sobre H, em que T(§ ®y, h) := 6T(h), para todo § @ h € K @ H.

De fato, seja 6 ® h € K ®y H, logo,

> 0@ ha)T(1x ® ha))
= > 0®h1)T(he)lk
= 20@hmT(hg)

= d®T(h)ly

= §T(h)®1y

= T(0®h)@1y.

(6@ h) )T (6@ h) )

Para mostrarmos o resultado mais importante relativo a in-
tegrais em algebras de Hopf de dimensao finita, vamos estabelecer uma

estrutura de H-mo6dulo de Hopf & direita sobre H*.

Primeiramente, a multiplicagao em H* define de maneira na-

tural uma estrutura de H*-mo6dulo a esquerda em H*, a saber,
P> =px.

Seja {hi}_; € H* uma base em H* e {h;}7; C H a base
dual, tal que hj(h;) = d;; (vide [9], p. 20).

Assim, para todo ¢, € H*,

() (ha) by
(hig) )P (higa) )i
P22 hz(1>¢( iy DI
;.

pxP =

I
SliNgE
Ng|
S

-
Il
_

I
Ms

-
Il

[
o
5
\

s
I
—

w
g



Notemos que fi(w) depende explicitamente de . Portanto, se
definirmos a aplicagao linear
p: H* — H*®QH
v oo Shre £
teremos uma estrutura de H-comoédulo & direita sobre H*.

Verifiquemos que p estd bem definida como transformacao

linear. Suponhamos Y «o;¢; =0, o € k, ¢; € H*. Entao,

S ajp) = Yoy S hie £
] )
{ J

Avaliemos nesta igualdade (a ® Ig), em que ﬁ; € H** ¢ da

forma ﬁ;(gp) = p(hg). Dai,

(e @ Imp(Xage;) = X aifi?”
J
= Z Q; Z h’f(l)@j(h‘k@))
J

= Y hig, (X ajpi)(hie) =0
= p(Qoajpj) =0,

o que garante a boa definigao de f.

Lema 1.42 A dlgebra de Hopf H* com coacdo a direita dada pelo mor-
fismo p: H* — H* ® H, em que p(¢) =Y hi ® fi(w) e agao a direita
dada por ~—: H* ® H — H* e definida por — (¢ ® h) = ¢ — h, em
que (¢ — h)(k) = (S(h) = ¢)(k) = ¢(kS(h)), definem uma estrutura
de H-mddulo de Hopf a direita em H*.
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Demonstragao: Vamos verificar que ~— realmente define uma estru-

tura de modulo & direita. Sejam ¢ € H* e h, k, | € H, entao

(0 ~=h) = E)({1)

(o —Rh)(IS(K))
= ¢(IS(k)S(h))
= (S(hk))

= (¢ hk)({).

Mostremos que para todo ¢, ¥ € H*, ¥ xp = (Ig- @1Y)p(y).

Seja h € H, entao

(Ia- @ ¥)p(e)(h)

= S, £ (h, )
(W, 1)y by
= (¥ h)
(W * @) (h).

Vejamos agora que p ¢ um morfismo de comodulos, ou seja,

(p@Iu)p(p) =

(- @ A)p(ep).

De fato, para todo ¢, 6 € H*, temos:

(g~ 29 @0)(p@ Ix)p(p)

(I © 0 ®6) S (p® Im)(h} © f{))
(I ® ¢ ® 6) zj B ® hy; @ f°)
;@wwmmﬂ%
§<w*@xmfﬁb
gwu@mﬁ%>

@b7 * (0 * ).
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Por outro lado,

(In- @ ¢ ®@0)(Iu- @ A)p(p)

(Ia- @9 @n0) 30 @ fiy, @ fie
Zh}k(%fi(l)ﬂ??’ fi(2)>
YR, fi)

(¢ *m) * .

E portanto, p € um morfismo de comoédulos.

Por fim, vejamos que

plo—h)=> ¢ —hay®eWhoy =3 h — ha) @ fi(he)
Sejam ¢, v € H* e h, k € H, entao:

(U= @Y)ple ~—h)(k) = (@ *(p+ h))(k)
= Y (ka))p(ka)S(h)),

onde —: H* ® H — H*.

Por outro lado,

(g @Y)(Xohi ~ hay @ fi(h)) (k) =
= (hi ~ hay, k)W, fiho))
= Z<h* ks(h(l )><¢(1 fz><1/’ (2)s 2))
= > () * @, kS(h@))) (Y2), h2y)
=2 (). ka)yS(he))) (e, k@) S(h))) (Y. b))
=22, k) (h(2))h(3)><§07k(2)5(h(1))>
(v

= > (¥, k) (e, k@) S(h)).

E como este resultado vale para todo ¢ € H* e todo k € H,

segue que
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plo—h) =Y 00— hay@eWhe) =D hi — ha) @ filh)

Teorema 1.43 Seja H uma dlgebra de Hopf de dim < oo. Sado vdlidas:
i) [ é e[ 11;” sdo ambas unidimensionais;

(ii) A antipoda S de H é bijetiva e S(fé) = flf;

Demonstragao: (i) Pelo lema acima H* € M. Entdo, pelo Teorema
Fundamental de médulos de Hopf, temos que H* ~ H**°H @ H ¢ isto
implica que dimH*°" =1 pois dimH* = dimH.

Pelo Lema [[L31]

l
H*" — g — {f e H* : gxf = ep-(g)f, para todo g € H*} = .
H*

Assim, dim |, Ig = 1. Consequentemente, se substituirmos
H** ~ H por H* provamos que dszll; =1

(ii) Sejam 0 # f € f;l* e h € ker(S). Notemos que f existe
pois " = fé # 0. Entdo, tomando « o isomorfismo dado pelo

Teorema Fundamental de médulos de Hopf,
o(f ©h) = f— h=S(h) —~ f = F(S(h)) =0 = (0).

Logo, f ® h = 0 e portanto h = 0.
Logo, S é injetiva e como dim(H) < oo temos que S é bijetiva.

Por fim, mostremos que S(fé) = flf Seja m € fé, dai,
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S(m)h = S(m)SoS~L(h)
= S8~ (h)m)
S(e(h)m) = e(h)S(m),

portanto, S(m) € f}f

Definigao 1.44 Uma dlgebra A € dita semissimples se ela € um A-

mddulo & direita semisimples, ou seja, se A = @Ni, em que J € um
icJ

conjunto de indices e para todo i € J, N; € um A-mddulo & direita

stmples.

Uma caracterizagao equivalente de uma édlgebra semissimples
é a seguinte:
Se M é um A-modulo a esquerdae N C M é um A-submodulo,

entdo existe um A-submoédulo N/ C M tal que M ~ N @& N'.

Teorema 1.45 (Teorema de Maschke) Seja H uma dlgebra de Hopf
de dimensao finita. Entao H é uma dlgebra semisimples < (t) # 0

para algum t € f}q

Demonstragao: (=)

Sabemos que ker(e¢) é um ideal de codimensao 1 em H. Como
ker(g) ¢ um submoédulo & esquerda de H e H é semisimples, ker(e) é
um somando direto em H. Entao existe I C H um ideal & esquerda tal
que H = ker(e) @ I.

Seja 1 = z+hcom z € ker(e) e h € I. E claro que h # 0 pois

1 ¢ ker(e). Como ker(e) tem codimenséo 1, segue que dim(I) = 1.
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Seja ainda [ € H, entdo lh € I e portanto [h = 0 + lh. Por

outro lado, I = (I —e(I)1g) + e(l)11, o que implica em
(1 —e()1g)h+e(l)h = lh,
em que (I —e()1g)h € ker(e) e e(l)h € 1.

Logo, (I — e(l)1g)h = 0, pois lh = 0 + lh e a representagao
é tnica. Portanto, [h = ¢({)h para qualquer | € H, ou seja, h € fé e
como I Nker(e) =0 e h # 0, segue que e(h) # 0.

(<)

Seja e(t) # 0 para algum ¢ € fIl{ Suponhamos, sem perda de

generalidade, que £(t) = 1 (caso contrario tome | = ¢/e(t)).

Precisamos mostrar que para qualquer H-moédulo M e para

qualquer H-submoédulo N de M, N é somando direto de M.

Seja m : M — N uma projegao qualquer tal que m(n) = n

para todo n € N (N é somando direto de M como espago vetorial).

Definimos P : M — N por P(m) = Zt(l)w(S(tg)m) para
t

todo m € M. Seja n € N, entao

Pn) = 3, taym(S(te))n) =, t1)S(te)n
= (Xit)Slte))n=e(t)lun =n.

Mostremos que P é um morfismo de H-moédulos & esquerda.

Sejam m € M e h € H, entao:
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hP(m) = 3, htym(S(t)m)
= Yonhtaym(S(te))e(he))m)
= 2w htym(S(t@)S(h))h@Em)
= 2w haytaym(S(heyte)ham)
= 2n(h@t)@ym(S((hayt) @) hzym)
= Ynelh@)taym(S(t@)h@m))
= 3, taym(S(t))hm)
= P(hm).

Portanto, existe um morfismo de H-moédulos P : M — N tal
que P(n) = n para todo n € N. Logo M = N @ ker(P) e o resultado
procede.

1.5 Produto Smash

Lembramos que uma élgebra (A4, p,n) é dita um H-modulo
algebra a esquerda se A é um H-modulo a esquerda, em que p e ) s@o
morfismos de H-modulos a esquerda, ou seja,

(i) h > ab = > (k@) > a)(h) > b), para todo a,b € A,
h e H;

(ii) h > 14 = e(h)1a4.
Ainda, dizemos que A é um H-comoédulo algebra a direita se A é um
H-como6dulo a direita em que p e 1 sdao morfismos de H-comddulos a
direita, ou seja,

(i) p(ab) = pla)p(b) = > a@b® @ Wb para todo a,b €
A

)
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(ii) p(14) =14 ® 15.

Definicao 1.46 Seja A um H-mddulo dlgebra. Definimos por Produto
Smash a dlgebra A#H, em que:

(i) A#H = A® H como k-espago vetorial;

(i) (ath) (b#th) = X alha) & D)tk

Mostremos que o produto definido acima é associativo. Sejam

(a#h), (b#k), (c#l) € A#H, dali,

((a#th) (b#K))(c#tl) = (X alha) > b)Fha)k) (c#l)
= 2 (a(hq) > b)) (h)kw) > ) #hs) k)l
= Y (a(ha) > b)) (ke > (k) > ¢)#h ko)l
= Y a(h@y > (b(k@) > ©))#h@2) kel
= (a#h) Qo b(kq) > 0)#k2))
= (a#th)((b#k)(c#1)).

Exemplo 1.47 Para quaisquer H e A, podemos definir a acao trivial
de H sobre A por h > a = e(h)a, para todo h € H e todo a € A.
Vejamos que com a agdo dada, A é um H-mddulo dlgebra e ainda, que
A#H ~ A® H como dlgebras.

Por se tratar da agao trivial, claramente A é um H-mddulo
dlgebra e portanto, A#H define o produto Smash, ainda, para todo
(a#th), (b#k) € A#H, temos

(a#th)(b#tk) = Y al(hq) > b)#h@e)k
= > ae(hq))b#hk
= Y ab#e(hy)h)k
= ab#hk = ab® hk.
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Exemplo 1.48 Definimos uma ac¢ao de H em H™* por:

-~ H®QH* — H*
h®f —= h—f

onde (h — f)(1) :== f(lh). Vejamos que H* é um H-mddulo dlgebra e

definamos o produto Smash.

De fato, sejam g, h € H e f € H*, entao, para todo | € H,

temos:
(9= (=N = (h—f)g)
= [((lg)h) = f(l(gh))
= (gh = N,

(g — N = flla) = f(1).

Portanto, — define uma estrutura de H-mddulo sobre H*.
Mostremos que H* possui estrutura de H-mddulo dlgebra. Sejam f,g €

H* e h € H, entao, para todo |l € H, temos:

(h=fxg)l) = (fxg)h)
= Y flayha)g(lxhe)
= Z(h(l) - f)(l(1))(h(2) - 9)(1(2))
= Y.(ha) = f)*(hy — g)(1),

(h —e)(l) = (lh) = £(1)z(h),
o que implica em (h — ¢ = e(h)e). Assim, H* possui estrutura de
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H-mddulo dlgebra e podemos definir H*# H, com produto dado por:

(f#a)(g#b) = > [x(aq) — g)#apb
= > (Iu — f) *(aq) = g)#a)b,

para todo f, g € H* e todo a, b€ H.

Exemplo 1.49 Seja H = kG e A um kG-comddulo dlgebra. Sabemos
que A € um espago vetorial G-graduado, isto €, A = @& Ag, e para

geG
ag € Ay, temos

plag) = ag @ g.

Entao, p(agby) = agby @ gh, o que implica em agby € Agn,
para todo g, h € G, e ainda, 14 € Ay, o que implica em A ser uma
dlgebra G-graduada.

No caso em que G é um grupo finito, temos que A é uma dlge-
bra G-graduada ((kG)-comddulo dlgebra) se, e somente se, A é (kG)*-
mddulo dlgebra.

Notamos que p, > A := Ay, ou seja, o conjunto {ps} age
como a projecio em A. Assim, visto que A(py) = >, Dy ® Dy, a
estrutura de multiplicagio sobre A#(kG)*, para todou;,:% € A e todo
Pg, Pr € (kG)* € dada por:

(atpg) btm) = alpu > D#porn "2 by .

uv=g

1.6 Funcao Traco

A idéia nessa segdo é generalizar a nogao de funcao trago

existente na teoria de agoes de grupo. Seja G um grupo finito que age
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sobre uma algebra A, definimos a funcao trago como:

tr: A — AC
a — Ygra
geG
Assim, se considerarmos a algebra de Hopf como sendo a
algebra de grupo kG, sabemos que Y ¢g é uma integral sobre kG, o

geG
que nos leva a seguinte definigao:

Definicao 1.50 Sejam H wma dlgebra de Hopf de dimensdo finita
agindo sobre um H-mddulo dlgebra A e 0 # t € fi] Entao a apli-
cacao:

AH

t: A -
a — ta)=t>a

¢ uma aplicacio de AT -bimddulos com valores em A™ .

Para verificarmos isso, temos de mostrar que ¢ ¢ um morfismo

de &lgebras, ou seja, para todoa € A e x € AH,

top(z®a)=po(In @) (z®a) etoula®x) =po(t@Iu)(a®x).

De fato,
topu(z®a) = t(za) = t > (za)
= Yo )lte>a) = deltn)zle > a)
= z(t > a) = z(t(a))
= px @ t(a)) = po(Lan @b (z®a),
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toula®@ ) = t(ax) = t > azx
= Y (twm>alte>z) = dl(ta >aelte)r
= (t > a)x = (t(a))x
- wl@er) = po(f®Lm)e®a).

Chamamos ¢ de funcio traco.

A partir deste momento, salvo quando dito o contrério, in-
dicaremos as algebras A e H com as subalgebras A#1ly e 1#H de
A#H, respectivamente.

Lema 1.51 Sejam A um H-mddulo dlgebra e suponhamos que o mor-
fismo t:A— AH ¢ sobrejetivo. Entao existe um elemento idempotente

nao nulo e € A#H tal que e(A#H)e = Afle ~ A" como dlgebras.

~ S . l
Demonstracgao: Primeiro, sejam h € H, a € Aet € fH, notemos

que, no produto Smash A# H, hat = (h t> a)t. De fato,

hat = (La#th)(a#t)

S La(hy & a)#ho)t
= 2(hq)y > a)fte(h)t
= (h>a)#t=(h>a)t.

Definamos nosso elemento idempotente e. Como 14 € A
eté sobrejetora, existe ¢ € A tal que ?(C) = 14, ou seja, temos que
t > ¢ = 14. Portanto, definimos e := tc = (14#t)(c#1pg). Claramente

e é idempotente, pois

e? = tcte = (t > c)tc = Late = tc = e.

49



Vejamos que vale a igualdade e(A#H)e = Afe. Sejam a € A

e h € H, dai:

e(a#h)e

pois e(h)(t > (ca)) € AH.

Por outro lado, para todo a € A7 et € fll{, temos que

= tc(a#h)tc
= tea(ht)c

= e(h)tcatc
= e(h)(t > (ca))tc € Alle,

tlca) = tr(ca) =Y (ta) > ¢)(te) > a)
= Y (ta) > c)e(t))a=(t>cla=a,

logo:

ae =

Por fim, mostremos que Afe ~ AH com algebras.

a, b€ A¥ entéo,

(ae)(be)

ate

(t > c)atce

(t > ca)tc

tcatc = eae € eA# He.

(atc)(bte)

a(tcbt)c

a(t > (cb))te

Yoaltay > c)(te) > b)te
Y- a(tay > c)e(ta))btc
> a(t > c)bte

abtc = abe. |
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1.6.1 Integral total

Definigao 1.52 Seja A um H-comddulo dlgebra a direita. Uma inte-
gral total o direita para A € um morfismo ® : H — A de H-comddulo

a direita tal que ®(lp) = 14.

Lembramos, por um teorema anélogo ao Lema [1.51] mas
agora com H* sendo H-mo6dulo de Hopf a esquerda, quese 0 #£ T € f ;1 ,
entdo o morfismo 6 : H — H* dado por 6(h) = (h — T') é um isomor-
fismo de H-moédulos & esquerda. Assim, tomando t = 671(g), temos

que t — T = ¢. Mostremos que t € f;I

De fato, sejam h, k € H, entao

6(ht)(k)

(ht =T)(k) = (h—=(t—=T)(k)
(h—=e)(k) = ¢

(
(
e como ¢ valido para todo k € H, temos que 0(ht) = 0(e(h)t) e pela
injetividade de 6, concluimos que ht = ¢(h)t, para todo h € H.

O lema a seguir relaciona a fungdo traco definida na segéo

anterior com a definicao de integral total.

Lema 1.53 Seja A wm H-mddulo dlgebra a esquerda. Entdo o mor-
fismo t:A— AH ¢ sobrejetivo se, e sé se, existe uma integral total
®: H* — A. Aqui, consideramos A com estrutura de H*-comddulo

dlgebra a direita.

Demonstracio: (=) Suponhamos que ¢ é sobrejetiva. Entéo, existe
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c € Atal que t(c) =t > ¢ = 14n = 14. Definimos:

d: H* — A
f o= (e

Como 6 é isomorfismo de H-moédulos & esquerda, segue que
® & morfismo de H-mo6dulo & esquerda, e portanto, morfismo de H*-
comédulo a direita. Ainda, ®(e) =07 1(e)>c=t>c=14.

Assim, ® é uma integral total a direita para A.

(<) Seja @ : H* — A uma integral total a direita para A.
Mostremos que te sobrejetiva. Para tanto, devemos ver que existe

ceAtalquet>c=14.

De fato, tome ¢ = ®(T), logo,
t>e=t>®T) =0t —~T)=2(c) =1a.

No que segue, veremos mais alguns resultados importantes

quando consideramos o fato de t ser sobrejetivo.

Primeiramente, lembremos que dim | II{J =le/ 5 ¢ um ideal
de H, portanto, para todo h € H, th € f;, ou seja, existe o : H — k
que envia h em «(h) tal que th = a(h)t.

Claramente, « € linear, e se t é tal que existe um funcional ¢,

com £(t) = 1y, temos que
a(hk)t = t(hk) = (th)k = a(h)tk = a(h)a(k)t.

E aplicando ¢ a esta ultima igualdade, vemos que
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a(hk) = a(h)a(k),

ou seja, o ¢ homomorfismo de algebra.
Ainda, para todo h, k € H, como A(a) = > a() ® o) se,
e somente se, a(hk) = o) (h)aa(k), temos que

Aa(h® k) = alhk) = a(h)a(k) = (a® a)(h ® k).

Portanto, Aa = a ® «, ou seja, o € um elemento group-like
em H*. A este elemento denominamos "elemento group-like distinto"de
H*.

Ainda nesta estrutura de group-like, podemos enunciar o se-

guinte lema, cuja demonstragao é encontrada em [29].
Lema 1.54 Set ¢ uma integral o esquerda de A, entao S(t) = a — t.

Lema 1.55 Sejam A um H-mddulo dlgebra e 0 #t € f}i Entao, para
todoac€ A ehe H, temos em A#H

() ah = 3" hy (S~ () > a);

(ii) hat = (h > a)t e tah = t(S™'(h*) > a), onde o € H* e
h® =a — h;

(iii) (t) = AtA é ideal de A#H.

Demonstragao: (i) De fato,

Y he)(STHh) > a) = X(la#the) (S~ (ha)) > a#lm)
= Y la(he > (S7'(ha) > a)#he)
= Y(h2S ! (hqa)) > a#ths
= > afte(hay)he
= a#h = ah.
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(ii) Vimos na demonstragao do Lema que hat = (h > a)t.
Mostremos entdo que tah = t(S~*(h®) > a). Para tanto, usaremos (i)

e o fato de que th = a(h)t, assim,

tah = Y the) (ST (ha)) > a)
= Y alhg)tS™ (ha)) > a)
= 2 t(S  (alh@)h)) > a)
= t(S7Ha—h)r>a)
= tS7YhY) > a.

(iii) E facil ver que p((t) @ A#H + A#H ® (t)) = (t) uma
vez que (ii) foi provada. Assim, (¢) é ideal de A#H.

Proposic¢ao 1.56 Seja (t) como acima, entgo:

(i) Para todo a € (t)(VA C A#H, existem {b;}, {¢;} € A
tais que, ad :Zn: bitA(cid), para todo d € A. Isto é, aA an: b AH .

(i) é:(t) = A#H entdo A é finitamente gem?d_o1 como Afl-
modulo & direita.

(iii) Se I = (t)[) A contém um elemento regular de A, isto

é, existe 0 # a € A tal que a ndo é divisor de zero, entdo A é um

AH _submodulo a direita de um A -modulo livre finito.

Demonstragao: (i) Seja a € (¢)[(JA. Como a € (t), existem {b;},

n
{¢;} € A tais que a =3 b;tc;. Dai,
i=1

ad#lH = ad- ]-H

n
bitcile
i=1

1=
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= X Zl bi(tery B> cid)#t(2)
n

e aplicando o morfismo I4 ® € em ad#lg =Y 2:1 bi(t(1) > cid)#t(a),
1=

temos que

ad :zn: bi(t > cid) =) bit(cid).
=1

i=1
n
(ii) Por (i),se A = (t) e a € A temos que aA CY b;AH C A.
i=1
n
Assim, se tomarmos a = 14, temos A C> b; A" C A, como queriamos.
i=1
(iii) Seja @ € I um elemento regular. Novamente, existem

{b:}, {c;} € A tais que a =) b;tc; Definimos

i=1

Vejamos que ¢ é injetora. De fato, seja d € ker(¢), entdo
0 = ¢(d) = (t(c;d));, o que implica em #(¢;d) = 0, para todo i. Assim,

ad = 0 e como a é regular, segue que d = 0. Portanto, ¢ é injetiva.

1.7 Contexto de Morita

Nas secOes anteriores, vimos que existe uma relagao entre
A#H e AY. Nesta secdo, formalizaremos tal relacdo através do con-
texto de Morita. A grosso modo, a idéia é estabelecer uma relacao entre
dois anéis através de seus modulos. Vejamos primeiro o que significa

dizer que dois anéis R e S estao relacionados através de um contexto
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de Morita.

Definicao 1.57 Um contexto de Morita é uma séxtupla (R, S, P, Q, T, )
em que R e S sdo anéis unitdrios, P é um (R, S)-bimddulo, Q é um

(S, R)-bimddulo e as fungoes
T:PRs@Q@—R e ~v:QRrP—S
s@o homomorfismos de bimddulos tais que os sequintes diagramas co-

mutam:

I T
PosQor P2l PogsS QopPosQ 22 QorR

rore | i” o |-

RopP —= P S®sQ — Q

Ou seja, para todo p, p' € P e todo q, ¢ € Q, temos que

py(gep) =7(p@qp" eqr(p®q) =~(q@p)q respectivamente.

Queremos mostrar que existe um contexto de Morita entre
R = A" ¢ S = A#H para qualquer H algebra de Hopf de dimensao
finita, tomando P = @ = A.

Vejamos que P = A tem estrutura de (A", A# H)-bimodulo.

Consideremos a estrutura de A-moédulo & esquerda dada
pela multiplicagao usual em A e estrutura de A# H-moddulo e a direita
dada por a <1 (b#h) = S7Y(h®) > (ab), em que a, b € A, h € H,
a€ H* e h® =a— h =73 alhg))h@). Mostremos que as estruturas

sao compativeis.

De fato, sejam a € A", b€ A e c#h € A#H entdo
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(ab) < (ec#h) = S7L1(h*) > (abc)
= S7(a—h) > (abe)
= > S Ha(hw))hi) > (abe)
= Y alhe)(S™Hhw)a) > a)(S™ (hay) > (be))
= Y a(he)a(SH (ha)) ) > (be)).

Por outro lado,

a(b < (c#)h) = a(S71(h*) > (be))
= Y a8 a(hg)ha)) > (be))
= Y aa(hw) (S (hay) > (be)),

como queriamos.

Do mesmo modo, vejamos que Q = A tem estrutura de
(A#H, AH)-bimodulo.

Consideremos a estrutura de A#H-moédulo a esquerda dada
por (a#th) > b= a(h > b) e de A”-moédulo a direita dada pela multi-
plicacao usual em A. Mostremos que as estruturas sao compativeis.

De fato, sejam c#h € A#H, b € A e a € A entdo, temos
((¢#h) > b)a = c¢(h > b)a. Por outro lado,

(c#h) > (ba) = c(h > (ba)) = Zc(h(l) > b)(h(2) > a) = c(h > b)a.

Lembremos que tah = t(S71(h*) > a) = t(a < (1a#h)).

Teorema 1.58 Seja A um A" -mddulo e wm A#H-mdédulo com as es-

truturas definidas acima, entdo P = 1 Aapp € Q =apn Aan € 0s
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morfismos

T: A®Quu A — A#H v: A@apm A — AH
€ )
a®b —  ath a®b —  t(ab)

onde 0 #t € fIl{ geram um contexto de Morita entre A" e A#H.

Demonstragao: Temos de ver que 7 e 7y estao bem definidos, sdo mor-
fismos de A#H e AH-bimédulos respectivamente e que os diagramas
da Definigao comutam.

Iniciamos mostrando que os diagramas comutam. De fato,

para todo m;, n;, ¢; € A, temos

po(I@r)(Xmien®q) = Y- m @nitg)

= D m; < nitg

= > om; A ((ni#lm)(La#t)(ai#lu))
>o(mi < (ni#t)) < (qi#lm)
So(STHEY) > ming) (qi# L w)
ot > ming)q,

—
*
Z

onde (*) ¢ valido pelo Lema[1.54]

Por outro lado,

~

(- t(ming) ® q;)
> tH(ming)g;
2ot > (mini))ai,

Yo(y@ Qo mi®n; ®q)

0 que nos garante a comutatividade do primeiro diagrama. Ainda,

Yo (@I mi®@n;®q) = P mitn; ® q;)
= Y mitn; > g;
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do(mi(tay > ni)#t ) >
>omg(ty &> ng)(te) > ;)
domg(t > nig;).

Mas,

770 I®7 Zmz®nz®(b - Zmz®t anz :Zml(tb(nlqz))v

mostrando assim que o segundo diagrama é comutativo.

Vejamos agora que v & A#H-balanceada e que 7 ¢ Af-

balanceada. Sejam a, b, c€ Ae h € H.

H((S(h*)) & ba)e)

= 2t ((S(elhe)ha)) > ba)c)

= Y ta(hp) > (S(h(l)) > ba)c)

= Y thi > ((S(ha)) > ba)c)

= 2t ((he)S(hqy)) & ba)(h) > o))
= ¢t ((ba)(h > c))

= t> (bah > c)

= t(b(ah > c))

= (b® (a#h > ¢)).

V(b < agth) @ ¢)

Sejam agora a, b€ A e cec A" logo,

T(a®cb) = atch
= (a#t)(c#1ln)(b#1n)
= 2(altq) > )#l(2) (b#1n)
= Y (ale(t))e)#t2)) (b#1n)
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(ac#t)(b#1y)
= actb="71(ac®Db),

o que mostra que 7 é A”-balanceada.

Por fim, vejamos que 7 é um morfismo de A# H-bimoédulo
e que v é um morfismo de A¥-bimédulo. Iniciamos por 7, sejam,

a, b, ce Aeh e H, logo

T((a#h) > b®@c) = T(a(h > b) @ ¢) = a(h > b)te.

Por outro lado,

(a#th)(bte) =Y a(hq) > b)(hez) > te) = a(h > )te,

e portanto, 7 € um morfismo de A# H-bimodulo & esquerda. E também

é a direita, pois

T(b® (c < af#h)) = 7(b@(S7HAY) > (ca)))

Por outro lado,

T(b®@c)(a#th) = (btc)(a#h)
= (b#1m)(La#t)(c#1m)(a#th)
= (b#t)(ca#th) = bt(ca)h.

Para v, sejam a € A7 e b, ¢ € A, entdo
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v(@b®c) = tA((ab)c)
= t> ((ab)e) =t > (a(bc))
= Z(t(l) > a)(t(g) > bC)

= a(t > be) = at(bc)
= ay(b®oc),

Vboea) = Abca))
= t> (b(ca)) =t > ((bc)a)
= Y (ta) > bo)(te) > a)
= (t> be)a=t(bc)a
= 7(b®c)a,

mostrando assim que v ¢ um morfismo de A”-bimédulo & esquerda e
a direita respectivamente.

]

Dois anéis sao ditos Morita-equivalente se existe um contexto

de Morita relacionando-os de forma que 7 e 7 sao isomorfismos de

bimoédulos.

Corolario 1.59 Seja A um H-mddulo dlgebra, H de dimensdo finita
e0#te fll{ Set:A— A ¢ sobrejetora e (t) = A#H, entio A#H

¢ Morita-equivalente a AY.

Demonstragao: Queremos mostrar que 7y e 7 sao isomorfismos. Note-
mos que como H tem dimensao finita, é suficiente vermos que y e 7 sao
sobrejetivos. O que de fato ocorre por hipotese, pois da sobrejetividade
de t tiramos que v é sobrejetivo e (t) = A#H garante a sobrejetividade

de A#H. [ |
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1.8 Produto Cruzado

Seja H uma algebra de Hopf e A uma algebra com unidade.
Definigcao 1.60 Dizemos que H mede A se existe uma aplicagdo

HA — A
h®a +— h-a

tal que
(i) h- 1A = E(h)lA;

Consideremos o morfismo

c: HH — A
h@k +— o(hk),

para todo h,k € H, inversivel por produto de convolucao, ou seja,

existe p: HQ H - Atalque o x ) =9 *xo =noe.

Definigao 1.61 Sejam H uma dlgebra que mede A e o definida acima.

Entao podemos definir um novo produto em A ® H dado por

(@a@h)(b@k) = alha)-b)o(hw), kq)) @ heke),
para todo a, b € A e todo h, k € H.

Teorema 1.62 O conjunto AQH com o produto definido acima é uma

dlgebra com unidade se, e somente se, tivermos:

(i) h- (k‘ . a) = Z U(h(l), k’(l))(h(g)k’(g) . a)E(h(g), k(g)), em que

T é o inverso de convolucao de o em Homy(H ® H, A);
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(i) >2(hqy-o(kay. la)))o(he), keyle) = 2o o(ha), kay)o(he)ke), 1);

(i) o(1g, h) = o(h, 1) = e(h)1 4.

Demonstragao: (=) Seja A ® H uma &lgebra com unidade definida

por lagy =14 ® 1. Provemos primeiro (iii).

Sejaa® h € A® H, logo

a®h (a®@h)(1a®1y)
Yo alhay - 1a)o(hey, 1a) @ h)
Z G,U(h(l)7 1H) X h(g)

€(h)1A = O'(h, IH),

—
U=
Z

onde (x) é valido desde que tomemos a = 14 e aplicarmos 14 ® e.

Do mesmo modo,

a®h = (1la®1g)(a®h)
= Y 1a(ly - a)o(ly, ha)) @ he
() E(h)lA:U(lHah>7

onde (x) é valido desde que tomemos a = 14 e aplicarmos I4 ® .
Mostremos agora (i) e (ii). Sejam a®@h, bRk, c®l € AQH,

dai

(a@h)((b@k)(c@l) = (a®@h)(3b(ka) - c)o(ke),lq)) @ ka)le)
=>_alhq) - b)(he) - (k) - 0))(he) - o(k@). L)) - o(ha), ks)le) @ he)kals)
(*

= > (hay - (k) - ))a(he), k@) @ bk,

>

(1.4)

tomando a =b=14 el =1y em (*).
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Do mesmo modo,

(a@h)(b@k))(c@l) = alhay-b)a(hwy,ka)) @ hake)(c®1)
(h(1y - b)a(hez), kay) (haykee) - ) - o(huka), L)) @ heykale)

o(hq), k) (h)ke) - ¢) @ h) k),

|

®
Z
=D
(1.5)

tomando a =b=14 el =1y em (*).

Dali, aplicando Iy ® €, a associatividade e multiplicando pelo

inverso por produto de convolugdo a direita, temos (i)

> hay(ky-e)a by, k) (ha), ke) = Y o(hay, ka)) (he k) 0)a(ha), ks)-

Da associatividade, tomando a = b = ¢ = 14, temos

2o (hay - ok, L))o (b, k@)lz) ® he)ks)ls)

>0 (hay, kay)o(he)ke), 1)) @ ha)ks)le),
e aplicando Iy ® ¢, temos (ii).

(<) Seja o satisfazendo (i), (ii) e (iii). Mostremos que a

algebra é associativa. Sejam a ® h, b® k, c® 1 € A® H, entdo,

(a@h)((b®k)(c®l) = (a®h)(Xblka) - c)olke), 1)) @ ks)le)
Y- alhay - b)(he) - (kay - ) (he) - (k@) la)))o(hay, k@)le)
®h(s)ka)ls)
© S alhay ) () - (ka) - o (b, ko (hake, 1) © hekwle)
o a(hy - b)a(hy, kay) (heyke) - a)a(heay, ke))o(he), kay)
o (he)k(s): 1) @ henyke)l)
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(L.5)

a(h(yy - D)o (hz), kay) (s k) - a)o(hayks), L)) @ heykalz)
= (>_alhy - b)o(hey, kay)#h@)ke)) (c#l)
=((a@h)(bx1))(cal).

Mostremos que 14 ® 1y € A ® H é a unidade da algebra
A® H. De fato,

(a®h)(1A®1H) = a(h(l)'].A)O'(h(g),lH)@h(g)].H
a&‘(h(l))&‘(h(g))l,q & h(g)
= a®h.

Do mesmo modo, (14 ®1g)(a®h) =1a(1g-a)o(1u, hay) ®
lah@) = a® h, e portanto, 14 ® 1y é a unidade em A ® H.
]

Definigao 1.63 Sejam H uma bidlgebra que mede A eoc: HQH — A
como acima e satisfazendo as condigdes (i), (ii) e (iii) do teorema acima.
Entao o produto cruzado A#, H € a algebra unital A® H com o produto
dado por

(@@h)(b@k) = alha) - b)o(hw), k1)) @ b ke),
para todo a, b€ Aetodo h, k€ H.

Exemplo 1.64 Para o primeiro exemplo, consideremos o caso em que

o € trivial, isto €, o(h, k) = e(h)e(k)1a, para todo h, k € H, entdo

he(k-c) =Y a(ha),ku)(heke) - a)o(he k) = hk-a,

para todo h, k € H e todo a € A, o que implica que A € um H-mddulo
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dlgebra e assim, A#.H = A#H, com produto

(a@h)(b2k) = > " a(hgy-b)o(he), k1) ®h@ ke = Y alha)b)@hw)k,

para todo h, k € H e todo a, b € A.

Exemplo 1.65 Seja H = kG a dlgebra de grupo. Entdao
g-(h-a) =2 olg,h)(gh-a)a(g,h),

(g-o(h,k))o(g,hk) = o(g, h)a(gh, k),

para todo g, h, k € G, e todo a € A. E o produto em A#,kG € dado
por

(a®g)(b® h)=a(g-b)o(g,h) @ gh,
para todo g, h € G e todo a, b € A.

Exemplo 1.66 Como um caso especial desse exemplo, notamos que
para qualquer grupo G e qualquer subgrupo normal N de G, podemos
escrever kG = kN#,k[G/N], o produto cruzado de kN com o grupo
quociente G = G/N.

De fato, para toda classe g € G/N, tomemos sua representa-
cao

v: G/IN = G
g = 9.

Notemos que dada a classe g, temos que
g=Nv(9).
Assim, G = |J N~(9), ou seja, um elemento g € G pode

geG/N
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ser reescrito como g = n;¥(g;). Ainda, como G = |J N~v(7), entdo
geG/N

kG = kNvy(G/N), em que a multiplicagao entre dois elementos de kG,

ny(g) e my(h), € dada por:

(ny(@)(my(h)) = ny(g)my(h)

e este elemento pertence a kG = kN~(G/N), pois, primeiramente,
como N é um subgrupo normal, temos que ¥(g)N~v(g)~! € N. Por
fim, mostremos que N~ (gy(h)y(gh)™* = N.

Sabemos que gh = gh, assim,

N%(g)N~(h) = N~(gh)
[
Ny(g)v(h),

o que implica em N~(g)y(h)y(gh)~' = N. Portanto,

@)y (R)y(gh)~* € N.

Assim, temos que kG = kN#,k[G/N]
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Capitulo 2

Extensoes de Algebras
obtidas a partir de
Algebras de Hopf

Iniciaremos o capitulo definindo as nogoes de extensao e ex-
tensao fielmente plana. A primeira aparece em praticamente todas as
definigoes de extensoes que daremos daqui pra frente, como extensoes
fendidas, extensoes de Hopf-Galois e extensoes homogéneas principais,
afirmando que existe uma estrutura de comoédulo-algebra sobre a alge-
bra em questao. A segunda, definida sobre um anel, tem no Capitulo
sua principal aplicagao e portanto, tratamos aqui sua defini¢ao, assim
como o resultado que usaremos no Capitulo Veremos no Capitulo
M que também podemos construir uma extensao fielmente plana sobre
A(SL4(2)) e no Apéndice B} apresentamos alguns resultados importan-

tes dessa teoria que fogem ao escopo do trabalho.
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Definigao 2.1 Dizemos que B C A é uma H-extensio a direita se A
¢ um H-comddulo dlgebra com A" = B, onde A, B sdo dlgebras e H

€ uma dlgebra de Hopf.

2.1 Extensoes Fielmente Planas

Iniciamos esta secao definindo a estrutura de modulo fiel-
mente plano, para entao darmos sequéncia ao estudo de extensoes fiel-

mente planas, para maiores detalhes, indicamos o Apéndice [B|e [20].

Definigao 2.2 Seja P um mddulo a direita sobre um anel R. Dize-
mos que Pr € um mddulo fielmente plano se satisfaz qualquer uma das

condigoes do teorema abaizo, cuja demonstragdo pode ser vista em [20)].

Teorema 2.3 Para qualquer mddulo a direita P sobre um anel R, sao
equivalentes:

(i) A sequéncia

M/L>Ml>M”

é exata, se, e somente se,
PRp M ——=PQRQrM —PQr M"

é uma sequéncia exata;

(ii) P & um modulo plano, e para qualquer R-modulo A es-
querda M, P ®r M = 0 implica em M = 0;

(iii) P &€ um modulo plano, e o morfismo ¢ : M/ — M",
na categoria dos R-moddulos a esquerda (g9), é nulo se o morfismo

induzido Ip ® ¢ : P®@r M’ — P ®r M" & nulo.
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Exemplo 2.4 Todo k-espaco vetorial, k corpo, € um k-mddulo fiel-

mente plano.

De fato, sejam V um k-espago vetorial e f: W — W' uma

transformacao linear injetiva.

Sejam ainda {e;}icr € W base de W e {vy}rean C V, base
de V.

Como f € injetiva, os vetores {f(e;)}icr € W' sdo linear-

mente independentes. Podemos, assim, obter uma base de W da forma
{f(ei)}ier U {wj}jes
Agora, consideremos a transformacéo linear
Iy@f: VoW VoW,

como {vx®e;}rcnicr € base de VW e {f(e;)}ier sdo vetores linear-
mente independentes em V@ W', logo, Iy @ f € injetiva, o que implica

em que V seja um k-maodulo plano.

Por outro lado, suponhamos que Iy @ f: VW -V W'

€ injetiva e seja {nr}rca base dual em V*, isto €, na(v,) = dxp-

Seja > aie; € ker(f) C W, entao Y, a;f(e;) = 0. Dai, to-

mando \g € A, temos que

Zaimo ®e; € ker(Iy ® f),

0 que é uma contradig¢do, visto que Iy ® f € injetiva.

Portanto, f € injetiva, o que garante que V € fielmente plano

como k-mddulo.
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Definigao 2.5 Uma extensio B C A ¢é dita fielmente plana se A €

uma extensao em que A é B-mddulo fielmente plano.
Uma defini¢ao equivalente a esta, vista em [20], é dada por:

Definigao 2.6 Uma extensio B C A, A, B k-dlgebras, € dita fielmente
plana & esquerda se para qualquer morfismo de B-mddulos & direita
f:M — N, f €injetora se, e somente se, fQIy: MR A — NRgA

€ 1njetivo.

Para mostrarmos a propriedade citada acima, precisamos de-

finir o que chamamos de equalizador de dois morfismos.

Definigao 2.7 Sejam os morfismos f,g: M — N, chamamos de equa-

lizador de f e g o conjunto ker(f,g) ={m € M : f(m) = g(m)}.

Dizemos que o diagrama do equalizador

h !
0—-L—+M=N
g

é exato se Im(h) = ker(f, g) e h for injetivo.
A partir de agora e no decorrer do todo este capitulo, a menos
que se diga o contrario, assumimos que k é um anel comutativo com

unidade.

Lema 2.8 Seja A uma k-dlgebra k-fielmente plana e M um k-mddulo

G esquerda. Entao a sequéncia
0sMSAeM S AAe M

é exata, onde O(m) =14m ed(a®@m)=aR1a@m — 14 R aRm.
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Demonstragao: Como A é k-fielmente plano, basta mostrarmos que

a sequéncia
O—)A@kML@GA@kA@kML@(SA@;CA@]CA@]CM

é exata, ou seja, temos de mostrar que 14 ® 0 é injetor e também que

Im(Iy ®0)=ker(I4®9).
Seja > a; @ m; € ker(I4 ® 0) entao

e aplicando o morfismo p ® Ip; temos que

0:Zai®mi,

portanto, 14 ® 6 é injetivo.
Vejamos que I'm(I4 ® 0) = ker(I4 ® 9).

Claramente I'm(I4 ® 0) C ker(I4 ® ), pois

(Ta®6) o (Ia®0) (> a; @ m;) Ia®6 (Y a; ®14 @my)
Da;i®ly0140m;

> a;®14®14@m; =0.

Por outro lado, seja > a; ® b; @ m; € ker(I4 ® 0) entdo

0=1,400 (Z a; ®b; ® mi) = Z a¢®bi®1A®mi*Z a; @1 A®b;@my,
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logo, > a;®14®b;@m; = > a; ®b; ® 14 ® m; e aplicando o morfismo
R Is® Iy temos que

Zai®bi®mi :Zaibi®1A ®@m; = (Ix ®0) (Zaibi®mi)-

Assim, Im(I4 ® €) = ker(I4 ® §) e segue que a sequéncia
0-MS A M2 A2 A M é exata por A ser k-fielmente plano.
|

2.2 Extensao Fendida

As extensoes fendidas sdo extensdes que possuem uma estru-
tura trivial, sendo caracterizadas por produtos cruzados. Ao final desta
se¢ao veremos um teorema que descreve tal caracterizagao. Iniciamos

o capitulo definindo uma extensao fendida.

Definicao 2.9 Dizemos que uma H-extensdo B C A é H-fendida (ou
H-extensdo fendida) se existe um morfismo de H-comddulos a direita

~v: H — A que € inversivel por convolugao.

Conforme visto na Proposi¢ao [A-37, um morfismo ¢ : H — A
é inversivel por produto de convolucao se existe v : H — A tal que
g =pxp=noc.

Como Hom(H, A) é uma algebra com unidade, sabemos que
se o inverso de um morfismo ¢, se existir, é tnico.

Ainda, se ¥ : A - A® H é um morfismo de algebras, entao

Yy Hom(H,A) — Hom(H,A® H)
¢ = Pu(@) =90 g,
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¢ um morfismo de &dlgebras. E segue que ©.(¢) é inversivel, se ¢ é

inversivel.

Pensando agora sobre o morfismo « dado na defini¢cao, vemos

que o mesmo pode ser normalizado, tornando-o unital.
De fato, seja ¥ : H — A como acima tal que (1g) := b.

Notemos que b € B, pois

p(b)

porN(ly) = (A ®Ig)oA(ly)
Y1lg)®1lg =b® 1y.

Ainda, b é inversivel, pois

la = noe(ly) = 3%7(1n)
= A(1w)A(1g) = B(1n).

Chamemos 7(1z) = b~ !, claramente b~ € B, pois

(b 1g)p(b™)
O ' @1g)(b®1lm)p(d")
(Ot @ 1m)p(b)p(b~")
(b7t @ 1m)p(bb~1)
= blely.

p(b~h) =

)
(

Por fim, definamos o morfismo

vy: H — A
h — b71F(h).

E facil ver que v é colinear a direita e inversivel por produto de

convolugdo, basta definirmos 7 : H — A por F(h) = (3b)(h) := 7(h)b.
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Assim, v é unital como queriamos.

O préximo teorema mostra que toda extensao fendida é de

fato um produto cruzado, conforme definido no Capitulo [} Defini¢ao

63l

Teorema 2.10 Uma extensao B C A é H-fendida se, e somente se,

A~ B#,H como dlgebras.

Demonstragao: (=) Seja B C A uma H-extensdo fendida de B.
Entao existe um morfismo de comédulos v : H — A unital e inversivel

por produto de convolugao, ao qual denominamos morfismo fenda.

Definimos, para todo h € H e todo a € B = A°°H uma acao
de H em B dada por

hDa—Z'y y)ay(h2)),

em que 7 : H — A é o inverso por convolucao do morfismo fenda -,
e um morfismo inversivel por produto de convolugao, 0 : H ® H — B

definido por

a(h@k) =" (h)y(ka)T(heke)

para todo h, k € H, com inversa
a(h@k) =Y v(hayka) T (h@)T(ke)-

Provemos que h > a e o(h,k) € B, para todo h, k € H e
todo a € B. De fato,
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p(h > a) p(>_v(hay)ay(he)))

> p(v(ha)))p(a)p(F(h2)))

= > (v(ha)) ® h@))(a® 1g)(F(ha) © S(ha)))

> v(hy)a¥ () @ hi2)S(hs))

> (hy)av(he)) @ e(hz)lu
) ®

> v(hay)ay(he)

| Ol

1H7

em que (x) diz que p(F(h)) = (F® 5) 0 A°P(h). O que de fato é valido,
pois, para todo h € H, temos que Y 7(h))y(h2)) = €(h)1p e dai,

como 14 =1p,

eMip@ly = p(h)v(hw))
= Y)Y @7(hay) M) (v(he) @ h)
= 2 Aha) (b)) @ 7(hay) D
= F(hw) O @F(ha)® =3 F(he) @ S(ha)y),

uma vez que Y J(h(z)) ® S(h(1)) € o inverso de ) y(h(1)) ® h) em

Hom(H,A® H), e o inverso é tnico.

Visto isso, provemos que o(h, k) € B

plo(h, k) = pv(hay)v(k)T(h k)
= 2 (v(hqa)) ® b)) (V(k1)) ® ke2)) (V(h(ayk)) @ S(he)ks)))
= Y(h) (k)T (h@ k) ® hiayk2)S(ks)S(he))
= Vh@) (k)7 (h@)ks) @ e(h))e(ke)1a
= Y(ha)v(kay)T(h2ke) @ 1u,

como querfamos.
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Podemos ver também que H mede B (conforme Definigao

do Capitulo . Sejam h € H, a, b € B, entao

h>1lp = Z’Y(h(l))lBW(h@)) =¢e(h)1p,

h>ab = 3 v(ha))aby(h))
= Y v(hqay)as(h@) ()
= Y (hay)av(he))y(hes)) 07 (hy)
= Y2(ha) > a)(h) > b).

Ainda, vemos que B#,H é uma algebra associativa com uni-
dade, como no Teorema [1.62] Para todo h, k € H e todo a € B,

temos

h> (ke a)=hre Qy(kaq)ay(kae))

=2 v(ha))v(kay)aT (k)7 (hz)

= > v(h) (k)T (R k) v (hiz) k) a¥(haykay) Y (hisykes) )T (k) ) 7 (o))
=Y o(hayka) (k) > a)a(he)kes)).

E, para todo h, k, | € H, temos

>0 (hay, ky)o(heke)l) =
=2 (hy) (k@) T (he), key)v(hayke) YU a) T (ha kwle))
= > v (hay)v (k) w)T(heyke)le)-

Por outro lado,

Yo (hay > o(kay, ly))o(hey, ko)le) =
= > (hay) (k) v )T (k) L2)) T (Ri2) )y (Rsy )y (k) La) )T (R eay kayLa))
= > v(h) (k) vUa))T(k@)l2))e(h) v (k@) (ha)kala)
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= > v(h@y)v (k) vl))e(k@)le)7 (R ka)ls)
= > v(hy) (k@)U 1)T(he) kel 2)-

como queriamos.

Claramente, o item (iii) do Teorema ¢é demonstrado, pois,

dados 1, h € H, temos que
o(lg ®h) =v(La)v(ha)¥(Lahe)) = e(h)la,

analogamente para o(h ® 1g).

Por fim, vejamos que A ~ B#,H, conforme Definic¢ao [1.63]
Definamos, para todo a € A, b® h € B#,H, os morfismos

¢: B#,H — A Y: A — B#,H
bh +— by(h) a = Y a9%%aM)®a?

Notemos primeiramente que o morfismo ¢ é um morfismo de
algebras e de H-comodulos a direita. Sejam a @ h, b @ k € B#,H,

entao:

P((a®@h)(b@ k) = o3 alha) > b)o(hw), ka)) @ hes)k@)

> ay (b)) by () )y () (k) )T (hiayk) ) v (R k)
22 ay(hay)be(hz) )y (ky)e(hes k)

2 ay(h)by(k) = dpla®@ h)op(b & k),

podla®h) = play(h)

p(ay(h))
pla)p(y(h))
= (a®@1a)((y® Ix)o A(h))

= Y ay(hq) ® b
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= > 9(a®hu)) ®hy
= (¢®1Ig)o(Ta®A)(a®h)
= (¢®In)opagu(a®h).

Por fim, mostramos que 9 é o inverso de ¢. Sejam a € A e

b®h € B, H.

po(a) = ¢(Xa3(V)®a?)
= S5 a®)
= Y aP¢M)=qa

Yop(b® h) Y(by(h))
= Y 0O4(h) 05Ny (h) V) @ b@ ()
2y (hy)7(he2) @ hys)

= Zba‘(h(l)) & h(g) =b®h.

Portanto, A ~ B#,H, como queriamos.

(<) Suponhamos A = B#,H, para B e o determinados.

Provemos que existe v : H —+ A = B#,H inversivel por pro-
duto de convolugao. Para isso, definimos uma estrutura de comédulo

sobre A através do morfismo

p: A — AQH
b@h = 0@ ha)® h).

Mostremos que B = A°H Claramente, B C B#,H, pois ha

uma copia de B em B#,H dada pela imersao

B < B#,H C A®H
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que a cada b € B associa o elemento b ® 1g. Seja Y. a; @ h; € A®H,
Suponhamos sem perda de generalidade que {a;} s@o linearmente in-

dependentes. Entao, aplicando p, temos que
Zai ® higyy ® higyy = Z a; @ hi @ 1g

e aplicando o morfismo I4 ® € ® Iy, temos que

Zai®hizzai®€(hi)lH- (2.1)

Dai, tomando funcionais lineares {a; € B*}? | de forma que

a;(aj) = d;; e aplicando em [2.1| temos que

(aj®IH)(Zai®hi) = (aj®IH)(Zai®s(hi)1H)
= hj :E(hj)].H
= Eai®hi22ai€(hi)®1H€B®1H:B.

Portanto, B = A°H | como querfamos.

Vejamos agora que A é um H-comoOdulo algebra. De fato,

sejam a® h, b® k € B#,H. Dal,

plla®h)(b@k)) = p(3alha) > b)o(he), ka)) ® hake)
>_alh) > b)o(he), ka)) @ heg)ke) @ hia)ks).-

Por outro lado,

pla®@h)p(b®@k) = (a®ha)®h@o)(b® ka) © k)
22 alhq) > b)a(h), k) @ hke) © hak).

E portanto, A é um H-como6dulo dlgebra.
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Por fim, definimos

~: H — B#,H
h — 1B®h,

tal que vale y(1g) =15 ® 1y = lp4, g ¢ vemos que

p(y(h) = p(1p @ h) = Z 15 ® h(1) ® h(2y, para todo h € H;

(v@Ig)A(h) = Z’y(h(l))®h(2) = Z 1B®h(1)®h(2), para todo h € H.

A inversa de v é dada por

5. H — B#,H
h = 325(S(he)), b)) @ S(hay).

De fato, para todo h € H, temos

Fxyh) = F(hw)v(he)
= 2(0(S(h2)), b)) @ S(ha))) (1 ® b))
= 2. 5(S(hy) hs))(S(ha) > 18)a(S(he), he)) @ S(hay)he)
= > 0(S(h(3))s hia))a(S(h)), b)) @ S(hey)h)
= 1p®> S(hay)he =c(h)lp ® 1.

yxF(h) = Y y(ha)T(he))
= >(1p®@hw)(@(S(ha)), b)) @ h))
= Y(ha) > (S(h)), her)))o(hz), S(hs)) @ hez)yS(hey) = *.
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Para continuarmos a demonstragao, precisamos ver que

h> (k1) = a(hay, kayln)a(he ke, l2)F(ha), k).

para todo h, k, l € H.
De fato, como Y 7 (k(1),l(1))0(k2),l(2)) = e(k)e(l)1p, temos

que

e(Me(k)e(Dlp = h > (X a(ka),l1)o (k@) l2)

= > (hy > Tk, L) (hz) > ok, l(2))

= > (hay > Tk, (1)) (hey, ko)) o(hayks), Le))T(hay, kals)
= b > 7k, 1) = o (hay, byl )T k) L) )70, k)

Assim, tomando k = S(h)) e | = h(s), temos

* = > (ha)>0(S(hw), h)))o(he), S(hs)) @ 1r
= Y o(hqy, S(h())h))a(ha)S(he))s haio))a(he), S(he)))
o(h(), S(hs) ® 1
= Y o(ha),1u)a(h@)S(hs)) hay) @ 1
= e(h)lp®1y.

O que nos mostra que se A ~ B#,H, entdo B C A é uma

H-extensao fendida.

2.3 Extensoes de Hopf-Galois

Na teoria de grupos, dizemos que uma extensao algébrica

E C F (F\FE) é galoisiana (extensao de Galois) se F'\ E' é uma extensao
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normal e separdvel. Por extensao normal, entendemos que para todo
a € F, o polindomio minimal Irr(«a, E) tem todas as raizes em F. Por
separével, dizemos que para todo « € F, Irr(«a, E) tem raizes simples.

Podemos ver tais extensoes, de forma mais geral, como agoes
de grupos sobre anéis comutativos. Essas idéias foram estendidas para
coagoes de algebras de Hopf agindo sobre uma k-algebra comutativa,
com k um anel comutativo, ao que foram chamadas de extensbes de
Hopf-Galois por Chase e Sweedler. E generalizadas por Kreimer e Ta-
keuchi no caso de algebras de Hopf de dimensao finita. Formalmente,

sejam H uma &lgebra de Hopf, A, B algebras.

Definigao 2.11 Dizemos que wma H-extensio B = A" C A com
p:A—= A® H (estrutura de H-comddulo de A), é H-Galois & direita
se 0 morfismo

can: AQp A — A®r H
definido por can(a ®p b) = (a ® 1g)p(b) € bijetiva.

No decorer do trabalho, chamaremos extensoes H-Galois por
H-extensao de Hopf-Galois.
Podemos definir também as H-extensoes de Hopf-Galois a

esquerda, através do morfismo can’ dado por

can’ A®RpA — AL H
a®b — pla)(b®1y).

Se a antipoda, S, é bijetiva, temos o seguinte resultado:
Afirmacgao: O morfismo can’ é bijetivo se, e somente se, o
morfismo can é bijetivo.

Seja ¢ € End(A® H) tal que ¢p(a®h) = p(a)(1a®S(h)) e sua
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inversa ¢~ € End(A® H) dada por ¢ *(a®h) = (14 @ S~1(h))p(a).
Assim, vemos que ¢ o can = can’ e ¢! o can’ = can.
Portanto, can ¢é bijetiva se, e somente se, can’ é bijetiva.

Observagao 2.12 Para extensées de Hopf-Galois B C A, considera-
remos para todo h € H, l;(h), r;(h) € A, i € I, uma quantidade finita

de termos tais que

La®@h=> > Lk)ri(h)? @rh)" e Ae H (2.2)
i (h)

Dizemos que Y l;(h) ®@r;(h) € unicamente determinada como

a tmagem inversa de 14 ® h pelo isomorfismo can.

Vejamos ainda, que no contexto das extensoes algébricas de
corpos, as definigoes de extensao de Galois e extensao de Hopf-Galois

se equivalem.

Teorema 2.13 Seja F\E uma extensao algébrica finita e G = gal(F\E),
entdo F\E ¢ uma extensdao galoisiana se, e somente se, E C F é uma

(EG)*-extensao de Hopf Galois.

Demonstragao: (=) Tome G = {1,292, - ,2,} esejam {by, b, -+ ,b,}
uma FE-base de F, {p1,p2, -+ ,pn} & base dual de (EG)* e uma coagao

dada por
p: F — FQg(EG)*
a Z (:L’i > a) & ;-

i=1

Afirmacéo: E = Fo(EG)")

85



De fato, seja a € F, entao

pla) = Za@)}?i = G®Zpi =a® lpg)--
Por outro lado, seja b € F(EE)) ogo, p(b) = b® 1(gG)~, assim,

zi>b=Y b0 <g,, b >=b=>beE.

Portanto, E = Fco(EG)"),

Definimos:

can: FepF — F®g(EG)*
a®b = (a®1lge-)pD) =3 alz; >b) @ p;.

Mostremos que can é injetivo. Sejaw = " a;Qb; € ker(can),

entao
0 = can(w) = can(z a; ®b;) = Zaj(xl- > b;) ® p;

em que {b;} é base de F\E. Como {p;} é base de (EG)*, concluimos
que Y aj(zx; > b;) = 0, para todo ¢, assim, a; = 0, pelo Lema de
Dedekind (ver Lema e o fato de A = (z; > b;); ; ser uma matriz
inversivel e portanto, w = > a; ® b; = 0.

Como dim(F @ F) = n? = dim(F @ (EG)*), segue que can
é sobrejetiva, e portanto, bijetiva.

(<) Sabemos que dim(F @ F) = [F : E]? e também que
dim(F ® (EG)*) = |G|[E : F]. Logo, como

dim(F @ F) = dim(F @ (EG)"),
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temos que [F': E] = |G| e portanto, F\E' é uma extensao galoisiana.

|
O exemplo abaixo mostra que nem toda extensao de Hopf-

Galois é uma extensao algébrica galoisiana.

Exemplo 2.14 Sejam E = Q, F = Q(v/2), w := v/2 e o quociente

H = kle,s]/ < ¢* + 5% —1,c8 > com estrutura de comultiplicagio dada

por
A: H — H®p H
c = c®c—s®s,
s = c®s+s®c
counidade
e: H —» FE
c — 1
s = 0,

e antipoda

c — Cc

S =  —S.

A acao de Hy, sobre E € dada por

Portanto, ¥ C F' é H}-extensao de Hopf-Galois para o corpo
k=Q = FE. Porém, F C F nao é uma extensao galoisiana cléssica,
pois, embora E C F' seja uma extensao algébrica separavel, a mesma

~ , N . .« . 4 . 4
néo ¢ normal, uma vez que o polinémio minimal de v/2 é 2% — 2 e tem

raizes imaginarias +iv/2 ¢ Q(v/2) C R.
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No préximo exemplo, caracterizamos os anéis graduados como
extensoes de Hopf-Galois. Antes de enuncia-lo, lembramos que uma al-
gebra A ser fortemente graduada é o mesmo que dizermos A, A, = Ay,

para todo x, y € G.

Exemplo 2.15 Sejam G um grupo e A uma dlgebra G-graduada, ou
seja, A € um kG-comddulo dlgebra via p : A — A ® kG, dada por
pla)= Y a, @z, em quea= Y, a, € ® A,. Ainda, como H = kG,
zeG zEG zeG
entdo A°H = A,.
Entao A, C A é kG-extensao de Hopf-Galois se, e somente

se, A € fortemente graduada.

Primeiramente, verifiquemos que A ser fortemente graduada

€ equivalente a A, - A1 = A, de fato,
Apy = Ay - Ac = Ayy - (Ay-1 - Ay) = (AgyAy-1)A, C Ay - Ay C Ay

= Ay Ay = Agy.

Demonstremos por fim o resultado dado no exemplo acima.

(<) Sejam A fortemente graduada e

can: A®as, A — ARKG
a®b = >ab,Qu,

o morfismo de Galois. Mostremos que can € bijetiva.

Definimos

w: AokG — Ao, A
a®g = Yad @b’
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em queal € Ay, b) € Ag,i=1,-ng ey alb] =1e Ay =A, - Aj1.
i

Sejam a, b€ A e g € G, entao,

canow(a®g) = can(daal @bY)
5
= Yaddbt! @z
1, *
= Yadlt] ®g
5
= a) alt}®yg
i

= a®g.

Por outro lado,

wocan(a®b) = w(d aby ®g)
9
= Zabgafq ® bfq
g5t ) '

— Ta®beal ¥,

g,

= Ya®b;=a®b.
9

(=) Seja can : A®a, A — AR kG bijetiva. Em particular,
can € sobrejetiva, logo, 14 ® y € Im(can), para todo y € G. Portanto,
existem a;, b; € A tais que can(Zai ®b;) = Zaibim R =14Qy, para
todo y € G. Segue que ) a;b;, ; 1y e Zaizz, = 0, para todo x # vy,

iy it

o que implica em Ay, - Ay = A, e consequentemente, A € fortemente

graduada como queriamos.

Vejamos agora um lema que nos dé algumas propriedades

sobre a inversa do morfismo can, com base no que foi definido na Ob-

servagao [2.12]
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Lema 2.16 Seja B C A uma H-extensio de Hopf-Galois. Escrevendo
can (14 @ h) = Y 1l;(h) ® r;(h) como na Observagao . Entao,
para todo h € H ea € A, temos:

1) S a®%Li(aM)@r;(aV) =14 ® a;
(ii) Y Li(h)ri(h) = e(h)1a;

(iii) Y2 Li(h) @ ri(h )(0)®7“i(h)(1) = > li(hqy) ®@ri(hay) @ hg)

Demonstracgao: (i) Seja a € A, entdo

la®a

can~tocan(ly ® a)
H(EadV @ah)

= Za(o can~ (14 ® aM)

5> aD(aM) @ ri(aM).

—
*
~

1

Notemos que (*) é valido pois can™' é um morfismo de A-

moédulos & esquerda.

(ii) Seja h € H, logo, temos

e(M)ly = pla®e)(la®h)
= p(la®e)canocan (14 ® h)
= pIa@e) (S Lh)ri(h)® @ri(h)®)
> Li(h)ri(h) Ve(ry(h)™)
= 2 L(h)ri(h).

(iii) Para mostrarmos (iii), consideramos o morfismo can® Iy

e aplicamo-lo dos dois lados da equagao, entao
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(can @ Iy) (3 Li(h) @ ri(h) @ @ ri(h))) =
— S Ui(h )rz(h)(o ©) @ 7;(h) O @ r;(h)D)
=S L)) @7 (h)D @ ri(h)@
= (I @ A) (S L(h)r()© @ ry(h) V)
=Ia®A)(1a®h)
=1a®ha) ® hy.

Pelo outro lado, temos

(can @ Igr) (Zl ( ) ® Tz(h(1)) & h(z)) =
= Y li(hay)ri(hay)© @ ri(ha))™ @ b
=14®h() ®h(2).

O que mostra a igualdade (iii).
|

Finalizamos essa se¢ao com um lema que caracteriza uma
extensdo de Hopf-Galois a partir de certas propriedades dadas. Para
sua demonstracao, entretanto, precisamos antes provar que existe um
isomorfismo ¢ : ker(n) - A ®c A/C, em que A ¢ um H-como6dulo

algebra & direita e C' uma subalgebra de A,

De fato, consideremos a sequéncia exata

OHC(@AQA/C%O.

Tensorizando em A sobre C, temos a seguinte sequéncia exata,

A0cC 8 A0 A Ags AJC 0.
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Notemos que mesma cinde, de fato, se considerarmos o mor-
fismo A : A = A®c¢ C, definido por A(a) = a ® 1¢ entdo Ao p é um
morfismo de AQc A — A®c C tal que Aopo(I4®i) = Iag.c, ainda,

vemos que [4 ® i é injetora, pois como
(Aop)o(Ia®1) =14Rc e,
temos que A o i é epimorfismo e T4 ® i € monomorfismo, e que
02> A®RcC—>ARcA— ARcA/C —0

é exata e cindida.

Assim, como a sequéncia cinde, existe Q C A ®¢ A tal que
A®cA =Im(I4®1)®Q e deduzimos que Q = ker(Aop). Se provarmos
que A é injetora, obtemos que @ = ker(u), mas, temos a aplicagio k-

linear
p: AReC — A

a®c = ac,

e como po A = I4, temos que A é injetora.

Lema 2.17 Sejam A um H-comddulo dlgebra a direita e C uma su-

bdlgebra de A°H tal que

v: AQRc A — AR H
a®b — Y ab® @M

€ bijetivo e exista s : A — C homomorfismo unital e C-linear & direita.

Entio C = A°H ¢ A é uma extensio H-Galois de C.

Demonstracio: Claramente C' C A®H . Mostremos que A®H C C.
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Notamos primeiramente que dado z € A", temos,

lawz = ¢ Y(la®a))
= Y (20 ®2M)
= 1/171(.1‘®1H)
= (Pl ®14))
= r®14.

Entao, como existe o isomorfismo ¢ : ker(u) = A ®c A/C
dado por ¢(> " a; ®b;) = > a; ®[b;]c. Temos que, em particular, ¢ leva
ly®z—2®14 em 14 ® [z]c, dai, aplicando o morfismo po (s ® I)
em 14 ® [z]c, temos que 0 = po (s ®14,c)(1a ® [z]c) = [z]c, ou seja,
z € C' como queriamos.

2.3.1 Extensoes Fendidas e a Propriedade da Base

Normal

Um teorema cléssico da teoria de Galois diz que se F\ E ¢ uma
extensao de Galois finita de corpos, e G é o grupo de Galois associado,
entdo F'\ E tem uma base normal, isto ¢, existe a € F' tal que o conjunto
{z > a: x € G} é uma base para F sobre E (vide [25]). Assim como na

se¢ao anterior, estenderemos essa nogao para H-extensoes de Galois.

Definicao 2.18 Seja B C A uma H-extensio a direita. Dizemos que
ela tem a propriedade da base normal se A ~ B® H como B-mddulo a

esquerda e H-comaodulo a direita.

O exemplo abaixo nos mostra que a definicao de base normal

para extensoes de Hopf-Galois é equivalente a definigao classica de base
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normal para extensoes de Galois, quando a algebra de Hopf H tem

dimensao finita.

Exemplo 2.19 Sejam H wma dlgebra de Hopf de dimensdo finita,
dimH =n, e B C A uma H-extensao. Consideremos H* agindo sobre
A, com A" = B.

Suponhamos que A tenha uma base normal no sentido usual.
Isto ¢, existe u € A e {f;} C H* tais que {f1 > u, fo > u,--+, fn > u}

€ uma base para o B-mddulo livre & esquerda A.

Lembramos que, se 0 #t € fél entdo H ~ H* — t, isto €,

v: H* — H
o= (=0

€ isomorfismo de H*-mddulo & esquerda. E portanto, definimos

6: BeH — A
b (f—=1t) — b(f>u).

Como BQ H é um H*-mddulo a esquerda com ac¢do dada por
f-(b®h) =bR(f — h), seque pela dualidade, que B® H tem estrutura

de H-comddulo & direita, com coagdo dada por (I ® A).

Além disso, o morfismo ¢ dado acima € um morfismo de H*-
modulo & esquerda e portanto, morfismo de H-comddulo a direita, e

claramente, ¢ € isomorfismo de B-mddulo & esquerda.

Por outro lado, consideremos A ~ BQH. Seja{f1, fa, -, fn}

uma k-base para H*, entao

{Ip®(fi =), 1@ (fo = 1), , 1@ (fn = 1)}
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€ uma B-base para B ® H.
Dai, via ¢ : B® H S A, seque que

{fl |>U7f2>u,"' 7fnl>u}
é base de A, em que u = ¢(1p @ t).

O préximo exemplo, na verdade um contra-exemplo, eviden-
cia que nem toda extensao de Hopf-Galois tem a propriedade da base

normal.

Exemplo 2.20 Seja A = M3(k). A € Zy-graduado pelos conjuntos

k kO 00 k&
Ag=|k k 0| e Ar=]0 0 k
0 0 k k k0O

E facil vermos que A é fortemente graduado, logo, pelo Exem-
plo A C A é uma extensio de Hopf-Galois. Porém, A #
A ® kZs, pois dim(A) =9 # 10 = (dimAy ® kZs).

Para finalizarmos essa segao, relacionamos as extensoes fen-
didas com as extenstes de Hopf-Galois que possuem a propriedade da
base normal através do seguinte teorema, e mostramos algumas aplica-

coes.

Teorema 2.21 Seja B C A uma H-extensao, entdo sao equivalentes:
(i) B C A é H-fendida;
(ii) B C A é H-extensio de Hopf-Galois e tem a propriedade

da base normal.

95



Demonstragao: (1) = (ii) Seja B C A uma extensdo fendida, en-
tao, pelo Teorema [2.10} A ~ B#,H como B-moédulo a esquerda e
H-comoédulo a direita. Portanto, a propriedade da base normal é satis-

feita.

Resta mostrarmos que B C A é H-Galois, ou seja, acharmos

quem ¢ a inversa para o morfismo

can: AR®pA — AQH
a®b = Y ab® @M

Como B C A é H-fendida, tomamos v : H — A um morfismo

fenda e definimos

can™l: A®H — A®pA
a®h — p(la®1p)o(F®7y)oA(h) =3 ay(hu)) @v(h@2))-

Claramente can~! estd bem definida. Vejamos que ela é a

inversa do morfismo can. Sejaa ® h € A® H, dai,
can o can”™ Z ay(hay)y(he)) @ hz) =a® h.

1

Por outro lado, para mostrarmos que can™" o can = Iaga,

precisamos provar que > bOF(b()) € B = A®H,

De fato,

P HOF0D)) = ¥ p(b©@)p(F(b™M))
= SO0 @pO0) (70 5) 0 AP(BM))
= YOO @pO0)(F@ 8) o (b @ b))
= TO0 @bOM) (1 (b)) © SO)))
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= YOO 2)(y(b®)® S(b))
= S 00~(bB) @ bW S(b32))
= SO~ @ e(dM)

S 0Oy (0W) @ 1.

Portanto, 3. b6(05(b(M) € B = A®H | ¢ segue que para todo
a®Rbe AR A,

can~tocan(a®b) = 3 can ' (ab® @ b))
= Y abO5(b)) @ (b))
= Xa@bO70W)y ()
= Y a®be(b®)
= a®b,

como queriamos.

(ii) = (i) Seja B C A uma H-extensao de Hopf-Galois com a
propriedade da base normal, ou seja, can é bijetiva e existe um isomor-
fismo de B-modulo a esquerda e H-comodulo a direita ¢ : B H — A.

Assim, definimos,

v: H — A
h +— ~(h):=¢(lp®h).

Claramente, v é morfismo de H-como6dulo a direita, pois ¢ o

H — B®H
h — 1®h,

é morfismo de H-comodulo & direita.
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Mostremos que vy é inversivel por produto de convolugao.
Para isso, seja g € Homp(A, B) tal que g(a) := (I ® €) o ¢~ (a).
Notemos que se ¢~ 1(a) = > b; @ h; entdao g(a) = bie(h;).

Notamos ainda que g(y(h)) = e(h)1p, e entdo,

y: H — A
h — po(la®g)ocan (14 ® h),

estd bem definida. Vejamos que 7 é a inversa por convolucao de . Seja

h € H, logo,

v(h) = Y v(ha))T(h2)
= Yvha)(po(Ia®g)ocan (14 ® hy)))
= Y pol(v(ha) ®1p)Ia®g)|ocan (14 ® h(z))
= Y po(la®g)((v(ha)) ®La)ean™" (14 @ h(y)))
= Y po(la®g)ean™ (v(h)) @ hz))
= Yuo(la®g)ocan ' (y(ha)) ® b))
= po(l4®g)ocan~topo~y(h)
o(Ia®g)ocantocan(la ®y(h))
= po(la®g)o(la®y(h)
= (h)lA

Para mostrarmos que 7 * v = 1 o € devemos ver que:

(a) Ja®A)ocan = (can ® Ig) o (14 @ p);

(b) (Ia®p)ocan™ = (can ' @ Iy) o (14 @ A);

(©) a =3 g(a®)y(aM).

Para (a) basta aplicarmos ambos os lados da equagdo no
ponto a®b € A®p A que a igualdade é facilmente verificada. Para (b),

suponhamos que a igualdade nao é valida e aplicamos o morfismo can
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a direita e o morfismo (can ® Iy ) a esquerda da desigualdade sugerida,
obtendo (can ® I) o (I4 ® p) # (Ia ® A) o can, o que contradiz a
igualdade (a).

Mostremos (c). De fato, para todo a € A, existem {a;} € B
e {h;} € H tais que a = ¢(3_ a; ® h;), por causa do isomorfismo
¢:B®H — A. Dai, Z

- a®@al = pla) = poo(Y aiohy) = (99I)e(LaOA) (Y ai@hi)

E entéo, aplicando o morfismo u(g ® 7), temos que

Y 9(@My(aM) = Y god(a; @ hig))v(hig,)
Yopo(la®e)od™ dla; @ hiy )y (hig,)
doaiy(hi) =3 aip(lp @ hy)

P ai®@hi)=a

Por fim, seja h € H, dai

Fxryh) = D A(hay)v(he))
= Ylpo(Ia®g)ocan (14 ® hy)y(hz)
© Slio (1a ® ) (L(h) ® (ra(h) O)y((rs(h)) M)
= S L)) @)y ((ra(h)) V)
S th)ri(h) = e(h)La.

como queriamos.
|

O corolario a seguir relaciona as extensoes de Hopf-Galois que

possuem a propriedade da base normal com o produto cruzado de B
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com H. A demonstragao segue do teorema acima e do Teorema [2.10]

Corolario 2.22 Seja B C A uma H-extensdo a direita. Entio B C A
€ H-extensao de Hopf-Galois com a propriedade da base normal se, e

somente se, A ~ B#,H.

A partir deste corolario, vemos que dada uma extensdo de
Hopf-Galois fendida, conseguimos determinar o cociclo e a agao do co-

ciclo, que definem a estrutura de produto cruzado, através das férmulas:

oy (h@1) :=>_ y(ha) 7)) T(ha)le);
hi>, b= Z’Y(h(1))b7(h(2)),

emqueh, [€H, be B=AH ¢~:H - Aéum morfismo fenda.
Por outro lado, com a ajuda de 7, podemos construir um

morfismo de B-moédulos & esquerda, unital, que nos permite calcular

o cociclo 0, de maneira mais simples que a dada acima. A saber,

definimos
sy A — B

a = po(la®7) o pla).

Lema 2.23 Seja A uma H-extensao Hopf-Galois fendida. FEntdo o

cociclo 0., € dado por
oy =s8y0p0(y®7),
em que 7y € um morfismo fenda.

Demonstragao: Sejam h, [ € H, entao,
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syopo(y®@y)(h®l)

sy(v(h)v (1))
o (Ia@75)p(y(h)p(y(1))
po(Ia @) (v @ Iu)o A(R))((v @ In) o A(l))
)V (Ry) V) ® hiz)l2)
)7(lay) @F(h2)le)) = oy (h@1).

po(la®y

(R

Salientamos ainda que, com a ajuda do morfismo translagao

7:H — A®pg A definido por 7(h) := can (1 ® h) =

2 li(h) @ri(h),

podemos calcular o morfismo v : H — A. A saber,

° (14 ®sy)o7(h)

Li(h)sy(ri(h))

Li(h)(ri(R) 5 ((ri(h) ™)
(no(Ta®7) o can)(3_Li(h) @ ri(h))
(o (Ia @7) o can)(can™ (1 @ h)) = 75(h)

E portanto, v = (po (Ia ® s,) o).

2.3.2

Extensoes de Galois para Algebras de Hopf

de Dimensao Finita

Para finalizarmos a se¢ao, veremos alguns resultados da teoria

de extensoes de Hopf-Galois para o caso onde H é uma algebra de Hopf

de dimenséo finita e A é um H-modulo algebra, e portanto, um H*-

comoédulo algebra.

Teorema 2.24 Sejam A e H como acima ecan : AQu A — AQ H*
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sobrejetora. Entao:
(i) A & AH-médulo projetivo, finitamente gerado a direita;

(i1) O morfismo can é injetivo.

Demonstragao: (i) Sabemos que

0: H* — H
foo= 0(f) =t~ f)=2 fto)te),

é um isomorfismo de H*-modulo & direita, para algum 0 # ¢ € fsz

Tomemos T € H* tal que t — T = 1y. Assim, T € f;

Como can é sobrejetora, existem a;, b; € A tais que

14T = can(z a; ®b;) :Z aibz(»o) ® bgl).
i=1 1=1
Para cada i € {1,2,---,n}, defina ¢;(a) := t - (b;a) € AH,
para todo a € A. Dali,

n

> aipi(a) =

i=1

o

<
Il
=

|

«
I
—

ai(t(l) . bi)(t(g) -a)

aib” <0ty > (tz) - 0)

I

©
I
-

I
M=

<T, t(l) > (t(g) -CL)

1
~T) a=a.

I
—_
=

(ii) Como H tem dimensao finita, se provarmos que o mor-
fismo can’ é injetivo, estara provado que o morfismo can é injetivo, em

que can’(a ®b) = 3 a Db @ aM. Seja 3 u; ® v; € ker(can’), ou seja,
=1

1=
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Zugo)vi ® u§1)7 entdo por (i), segue que

éu,@vi = %aa‘%(uz‘)@vi
= Z a; @ ¢J (us)v;
= Z a;® Z (t - (bjus))vi
= Z%®Z ((tay - bj)(t2) - ui))vi
( uy!

- Yaey (t x<> )

yL(2) >)v; = 0.

Portanto, ker(can’) = 0 e segue que can’ é injetiva. Conse-
quentemente, can é injetiva.

|

Lembramos que a agao a esquerda de A#H sobre A é dada

por (a#h)-b = a(h-b). Assim, determinamos o morfismo de algebra

7 A#H — End(Aar), onde A é um A¥-moédulo via multiplicacio a

direita. Do mesmo modo, relacionamos A¥ com os endomorfismos de

A#mrA através do seguinte lema.

Lema 2.25 Sejam A e H como definidos acima. Entio A™ ~ End(sppA)°P

como dlgebras.

Demonstragao: Definimos ¢ : A — End(ax5A)° por ¢¥(a) = ay,
a multiplicacdo & direita por a € AX.
Notemos que para todo a#th € A#H, b e A e c € A, temos
que
a#th(p(b)(c)) = (a#h) - (cb)
= a(h-cbh)
>_alhq) - ¢)(he2) - b)
= a(h-c)b
$(b)((agth) - ),
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portanto, ¢ estd bem definida. Vejamos que 3 é um isomorfismo de
algebras.

Sejam a, b€ A e c € A, logo,

Y(ab)e = c(ab) = (ca)b

Ainda, ¥ é um morfismo injetor, pois se a € ker(v), entao
¥(a) =0, o que implica em ba = 0, para todo b € A. Em particular, se
tomarmos b = 1, temos que 9(a)(1) = la = a = 0. Por fim, mostremos
a sobrejetividade.

Sejam o € End(axnA)? e a € A, entdo

o(a) = o((a#lm) - 14) = (a#lu)o(la) = ac(1a) = P(o(1a))(a),

pois o(14) € A, Para vermos isso, seja h € H, dai,

h~0(1A) = (1A#h)'0(1,4) :O'(h~1A) :E-:(h)O'(lA).

Portanto ¢ é um isomorfismo, como queriamos.
|

Finalizamos essa subse¢ao com uma série de equivaléncias que
relaciona as extensoes de Hopf-Galois & direita com a teoria vista até

agora nessa subsecao, assim como com o contexto de Morita.

Teorema 2.26 Sejam A e H como antes, entdo sao equivalentes:
(i) A c A ¢ H*-Galois a direita;
(ii) a) 7 : A#H — End(An) é um isomorfismo de algebras;
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b) A ¢ um Af-moédulo a direita projetivo e finitamente

gerado.

(iii) A é um gerador para a categoria dos A#H-mddulos &
esquerda g4 M, ou seja, para todo N €44y M existe um conjunto
de indices I e um epimorfismo de A#H-moédulos ¢ : A — N (isto é,

A & um gerador na categoria axpgM).

(iv) Se 0 #£t € f;l, entdo o morfismo

L[]: A®au A — A#H
a®b — atb

é sobrejetor;

(v) Para qualquer M € 44p5.M, considere A® 40 MH como
um A#H-modulo a esquerda com agao (a#h)(b®@m) = a(h -b) @ m.

Entao,

¢ Aoun MH — M

a®@m = a-m

é isomorfismo de A# H-mo6dulos & esquerda.

Antes de iniciarmos a demonstracao, vejamos um fato que
usaremos constantemente. Seja M = A#H entdo M = (14#¢)(A#1y) =
t- A, para todo t € fil Isto vem do fato que, se S é invertivel, entao
A#H = (14#H)(A#1g). A inclusdo (2) é o6bvia, e a inclusdo (C)

pode ser vista notando que

atth = (La#the)((S™ (hay) > a)#1m).
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Demonstragao: (i) < (iv) Basta mostrarmos que [,] = (4 ® ) o can,

onde 0 é o mesmo isomorfismo dado no Teorema 2.241

Sejam a, b € A, entao,

[a,b] = atb
= Y alla) - bie
= S ab® < bW ) > o
= S ab Ot —pM)
— (Ia®0)ocan(a®b).

Assim, se [,] é sobrejetiva, entdo can é sobrejetiva e como H
tem dimensao finita, segue que can é bijetiva. Por outro lado, se can é
bijetiva, pela igualdade demonstrada, segue que [,] é sobrejetiva.
(iv) = (iii) Como [,] & sobrejetora, existem {b;}, {¢;} C A
tais que 14#1y :i b;tc;. Definimos,
i=1
E A — A#H

(a1,a9, - ,an) Zaitci.
7

Claramente, 1) é sobrejetiva e € um morfismo A# H-linear &
esquerda. Assim, A é gerador de g4y M.

(v) = (iv) Seja ¢ o isomorfismo de A# H-modulo a esquerda
dado em (v) e tomemos M = A#H um A#H-moédulo com agao dada
pela multiplicagdo & esquerda. Assim, M =¢- A para0#t € | Il{

Logo, o morfismo ¢ pode ser dado por ¢ : AQ qu tA — A#H
dada por ¢(a @ tb) = atb. E como t esta no centro de A, temos que

A®AH tA:A@AH A

E portanto, (iv) fica demonstrado.
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(iv) = (v) Ja vimos que 14 ® 1y = Y b;tc;. Definimos entéo

Como t € fll{, d; M C MH. Agora, seja m € M, entdo,
m=(1a#lg) -m=>Y bidim= (> b @d;m).

E portanto, definimos

b M — A MH

Vejamos que 1 é a inversa de ¢. Sejam m € M e também

Zaj K my; €EAR u MH, dai,
popim) = 63 bi @ dim) = m.

Por outro lado,

Yood(doaj@my) = P(3a;-my)
= Y b®d;-(a;my)
(;) Zbidiaj Q@ my;

= > a; ®@my,
em que (*) vale pois,

2o di-(agm;) = tci-a;m;
= Y (ta - ciag)(te) -my)
= 2((tq) - ciag)#t2))m;
= [t- ((ciaj)#1m)]#m;
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= (X t-ciaj)m;

= Zt-ciaj S AH .

E (%x) vale pois temos que Y b;d; - a; = a;, uma vez que

Zbidi =14®1g.
Portanto, ¢ é um isomorfismo de A# H-mo6dulos & esquerda.

(if) = (iii) Por (ii)b), existem bq,bs,- - ,bs € A e também

b1, 09, -+, 05 € Hom— 4u (A, AT) tais que para todo a € A,
a ZZ bqu)l(&)

Entao Z bip; =14 € Hom— pu (A)

Notemos que End- 4= (A) L A#H. Logo, para cada indice
i€{1,2,---,s}, existe d; € A#H tal que

¢i=m(di) e Y bidi = 1a#ly.
Vejamos que d; € (A#H)H, pois

w(hd;)(a) = h - ¢;i(a) = e(h)¢;(a) = w(e(h)d;)(a), para todo a € A.

Assim, d; € MY, o que implica em d; = tc; e portanto,

lA#lH = Zbitci = Z[bi,ci].

(ii) < (iii) Basta considerarmos o Teorema de Morita dado

no Teorema Vide [25] para maiores detalhes.
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2.4 Extensoes Homogéneas Principais

Nesta secdo, consideraremos que A é uma algebra de Hopf,
J um ideal de Hopf de A e uma A/J-extensao de Hopf-Galois de B,
em que B = A®4/J  com coagdo p : A — A ® A/J definida por
pla) == (Ip ® ™) o A(a) para todo a € A, em que 7 : A — A/J é o
morfismo projegao.

Sendo A nestas condigoes, dizemos que A é uma A/ J-extensao
homogénea principal de B. Indicamos [§] para referéncias.

No que segue, caracterizaremos as extensoes homogéneas prin-
cipais assim como as relacionaremos com as extensoes fendidas. Ve-
jamos primeiramente dois lemas que facilitam o desenvolvimento do
capitulo.

Os proximos lemas facilitam a construgao de extensoes de

Hopf-Galois e serao constantemente utilizados nesse trabalho.

Lema 2.27 Seja B C A uma H-extensao de Hopf-Galois. Entao, para
todo b € B, temos que ) b1y @ bg) € A® B.

Demonstragao: Seja b € B, entao

(T4 @ p)(3ba) ® b)) = 3 ba) @ plbez))
= Y buy®({a®m)oAbg))
= Y(Ia®Ila@m)(bu) @ Alb))
= Y (Ia®Ia@m)(Ia®A)oAd)
= Y(a®Ila@7)(A®Ia)0AD)
= (A®Iy/ )0 (a®@m)oA(d)
= (A®lass)opb)=(A®14;)(0@14,y)
= 2bay®be) ®@1ay. n
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Lema 2.28 Seja H uma dlgebra de Hopf e H' C H uma subdlgebra tal
que A(H') = H® H'. Definimos H := H/H'*H, em que H'" ¢ dado
por H' (\ker(g). Entdo H é uma codlgebra quociente, um quociente de

H-médulo & direita, H' C HH ¢

can: Heyw H — H®H
TR®Y = Ty @Y@2)s

para todo x,y € H € bijetiva.

Demonstragao: Claramente, H é uma coalgebra quociente e um quo-
ciente de H-modulos & direita, pois H'T é um ideal de Hopf pela Pro-
posicao [1.26]

Vejamos que H' C HH . De fato, seja h' € H’, aplicando p

em h', temos:

p(h) = (Iem) oAl

= Zh’(l) ®7T(h’(2))

= X hzl) ® 7T(h/(g)) -2 h/(1) ® 5(h22))1ﬁ +2 h/(1) ® 5(h/(2))1ﬁ
> hzl) ® 7T(h/(z) - 5(h22)1H))1ﬁ +2 hl(l) ® 5(h/(2))1ﬁ
> h’(l) ® e(h'(g))lﬁ =h® 14,

—
*
N>

em que (*) ocorre pois Ay — e(hiy))ln € H'T = H' N ker(g).
Para provarmos que o morfismo can dado acima é bijetivo,

consideraremos o morfismo

can-l: HoH — HowH
h®k ZhS(k(l)) ®k(2)

que estd bem definido. Notemos que, para todo b € H'T e para todo
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h, k € H, temos

canI(h@bk) = Y hS(buka) O beke)
= Y2 hS(k))S(ba)) @ bayk(2)
= Y2 hS(k))S(ba))be) @nr k(2
= S hS(k)e(b) @ gy = 0.

Assim, podemos definir

can~': H®H — H®Qp H
h@k — ZhS(k(l))@)k(g).

1

Por fim, can™! é o inverso da can. Sejam h,k € H e k € H,

dai

(canocan™')(h@k) = can(3Z hS(kq)) @ k(z))
= 2 hS(k))ke) @ k)
= Y h®e(ka)ke =h®k.

Do mesmo modo,

(can™tocan)(h®@ k) = can ' (3 hka) @ k2))
= Z hk(l)S(k(g)) ® k(3)
= Zh@é(k}(l))k(g) =h®kEk.

E portanto, temos nosso resultado demonstrado.
|
Vejamos agora um teorema que caracteriza uma A/ J-extensao

de Hopf-Galois a partir do ideal J.

Teorema 2.29 Sejam A uma dlgebra de Hopf, J um ideal de Hopf e
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B = A4/ uma subdlgebra de Hopf normal conforme Definicdo .
Entao A € uma A/J-extensio homogénea principal de B se, e somente

se, J = BT A, onde Bt = B(\ker(e).

Demonstragao: (<) Seja J = BT A. Como B ¢ uma Hopf subalgebra
normal de A, pela Proposigao [I.26] temos que J ¢ um ideal de Hopf.
Ainda, como B satisfaz as condi¢oes do Lema [2.28] existe um morfismo
bijetivo can : A®p A - A® A/J, e portanto, A é uma extensao
homogénea principal de B.

(=) Para mostramos esse lado da demonstragao, provemos o

seguinte lema:

Lema 2.30 Sejam A, B e J como no teorema acima. En-
tao B C A é uma A/J-extensio de Hopf-Galois se, e so-
mente se, mp o (S ® 14) o0 A(J) =0, em que o morfismo

T AR A— A®p A € a sobrejecao candnica.

Demonstragdo: (=) Seja B C A uma A/J-extensio de

Hopf-Galois de B. Veremos mais a frente que a sequéncia

05 AQ'BIA AR A Ag A/T -0 (2.3)

¢ exata, em que Q'B = ker(up : B® B — B) e ainda,
Tr:=(n@m)(la ®A).
Vejamos que Tr o (S ® I4) o A(J) =0. Seja j € J, logo,

Tro (S®I4)0A())

Tro (S®14)(D_d) ®j2)
> 8U))de) @ (i)
lp@7(j)=0.
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Portanto, (S®@14)oA(J) C ker(Tg) = A(Q'B)A. E assim,
mpo(S®I4)o0A(J) =0, pois a sequéncia

0= AQ'B) A~ AR A™ Aop A — 0, (2.4)

também é exata.

(<) Queremos mostrar que o morfismo

can: ApA — A®A/J
a®b = (a®1a7)p(b)

é bijetor. Para tanto, definamos

can-l: A®A — AgpA
a®b = (a®1a)mp(3]S(ba)) ® b))
I

> aS(ba)) @5 bez)-

Notemos que para todo a € A e todo j € J, temos por
hipotese que
can1(a® j) = (a® L)mp((S © L1) 0 A(j)) = 0

Entao, podemos definir

can™': A®A/] — A®pA
a@n(b) = (a®1la)mp(3S(ba)) @ b))
I

>-aS(b)) ®B bea)-
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E claramente can™?!

ocan = Iygpa € canocan™ = Iagasy
por raciocinio analogo ao do Lema [2:28]
|

Um corolario imediato que tiramos do lema acima é:

Corolario 2.31 Seja B C A uma extensao A/J-Galois.
Entao o morfismo translagao 7 : A/J — A®p A definido

por 7(w(a)) = can™(14 ® w(a)) pode ser expresso por

7(w(a)) ==Y _ S(aq)) @5 a.

Voltemos a demonstrac¢ao do Teorema Seja A uma A/J-
extensao homogénea principal de B. Entao, pelo corolario acima, para

todo ba € BT A, temos que

7(m(ba)) 2 S(byaq)) ® beyag)
S(aq))S(ba))be) ® a)

— Y Slaq))e(b) @ agz) = 0.

Portanto BT A C J pela injetividade de .
Definimos

B: AxA — A®A/BtA
((L,b) = Zab(1)®7r(b(2)).

-~

Vejamos que B(a,ba’) = B(ab,a’), para todo a, o/ € A e
b € B. De fato,
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~

Bla,ba’) = Y abuyag) ® [ba)a(y|p+a
= ab(l)a'(l) ® [b(g)a’@) — E(b(g))a&) + 5(b(2))a/(2)]B+A

abyafyy @ [(bz) = e(b(z)))ay) + e(b(z))aty]a+a
= Z ab(l)al(l) ® E(b(Q))[a/(z)}BJrA
> abagy) @ [ajy) 5+ a

o~

B(ab,a’),

—~
*
~

em que (*) é valido pois dado b € B, vimos que ) b1y ® ba) € A® B
pelo Lema e portanto, by — e(b(2)) € B*.
Assim, pela propriedade universal do produto tensorial, defi-

nimos

B: AepA — A®A/BTA
a®b — Zab(1)®ﬂ<b(2))7
que ¢ bijetivo pois estamos nas condigoes do Lema [2:28]

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo,

Aop AL~ A0 A/B+A

lIA@JBA l]m@l

Aep A" A®A/J

em que [ : A/BYA — A/J ¢ dada por I([p]g+p) := [p]s e esta bem
definida pois BT A C J.

Entao, I4 ® [ € um morfismo bijetivo, pois 8, can e Tag,a
o sdo. Consequentemente, [ é injetor e segue que se a € J, entdo
a € BTA, e portanto, J € BtA. O que implica J = BT A como

queriamos.
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Antes de discorrermos mais sobre as extensdes homogéneas
principais, devemos justificar porque as sequéncias [2.3] e [2.4] dadas no
Lema [2.30] sdo exatas. Para isso, precisaremos incessantemente do

Lema da Cobra, dado no Apéndice [C] deste trabalho.

Por se tratar de um resultado que envolve, além da habitual
teoria de algebras de Hopf, a teoria de algebra Homoldgica, devemos

definir algumas nocoes bésicas.

Sejam A uma &algebra sobre k, H uma algebra de Hopf sobre
o mesmo corpo, B = A% ¢ O'A = ker(ua) o calculo diferencial

universal de primeira ordem, definimos:

o Ny <A =ker(ua) um A-bimodulo;

e My <kere um ideal invariante & direita pela agdo adjunta Adg,

ou seja, Adr(My) C My ® H, em que

Adrp :=Ig®u)o(Ig®@S®Ig)o(t@Ig) (AR Ig)oA;

e p: A— A® H um morfismo de algebras. Definindo assim uma

estrutura de H-comodulo algebra & direita sobre A.

Dadas essas condigoes, dizemos que a quintupla (A, H, p, Na, M)

é um fibrado quéntico principal se

e O morfismo

Tr: A®A — AQH
a®b = (pa®@Ig)(la®p)(a®b),

é uma sobrejecao.
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® papa(Na) C Na® H, em que

prsa = [Ta®@Ix @ pg)Ia@T®I4)(p® p);

o Tpr(Ny) CAR Mpy;

e Dado o morfismo

T: QUA) = QA/Ne — A ker(e)/My
[a] N, = ((la®@my) o Tr) (),

em que « € ker(ug) e g : kere — kere/Mp, temos que
ker(T) C AQ'(B)A,

em que QY(B) := UB/(NaNQ'B) e Q'B := ker(ualp)-

Notemos que T esta bem definida.

De fato, sejam [a]n, e [B]n, € Q(A) tais que [a]n, = [B]N,-
Logo, a«— 3 € N4 e portanto, Tr(a— ) € AQ My, e aplicando [, @7y
temos que (Ia @ ) o (Tr(aw — B)) = 0, ou seja,

T(laln,) =T(Blns) = T(la)wa = [Blna)
= T(la=Blna)
(IA ®7TH) o) (TR(Oé - ﬁ)) =0.

Assim, T([a]n,) = T([B]n,) como queriamos e T estd bem

definida.

Calculando o morfismo T nos elementos de Q!'(A) explicita-
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mente, temos que

T(pdq) = pg'” @ [¢D]ary — P4 @ Lier 2 /nry -

em que d(q) =14 ®q—q® liere/nmy -

Ressaltamos que a quintupla (A, H, p, Na, M) deveras vezes
denotada também por A(B, H) é um fibrado quantico principal (com
célculo universal) se, e somente se, B C A é uma H-extensao de Hopf-

Galois.

Seja (A, H,p, Na, Mp) um fibrado quantico principal e de-
finamos T, : O'A = A®kere e Ty : N4 — A ® My restricdes

apropriadas de Tr. Assim, os seguintes diagramas sdo comutativos:

0 —— ker(T,) —— ker(Tg) ——0

(1) 0 MA— " s AgAE A0
Tu Tr T
(2) 0— = A®kere —2 = A H—222 4 — 0

Coker(T,) —— Coker(Tg) ——=0——>0
(2.5)
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0 — ker(Ty ) —— ker(T},) ——— ker(T)

(3) 0 Ny & OlA QN A) 0

TNwm Ty T

4) 0— > A® My —2 > A kere 2274 4

® (kere/Mpyg) —0

Coker(Tny ) — Coker(Ty,) Coker(T) —0

(2.6)

cujas linhas e colunas sao sequéncias exatas de A-moédulos a esquerda.
De fato, com excessao da linha (2), as demais linhas e colunas do dia-
grama sao exatas por tratarem de injegoes e projecoes candnicas. Pro-

vemos que (2) é exata.

Seja 0 # > a; ® h; € ker(I4 ® €), em que os elementos a;‘s

sao L.I. sobre k, entao
Iy ®E(Zai ®hz) =0= Zals(hl) =0,

portanto, £(h;) = 0, pois caso contrario, a; = 0 e terfamos Y a;®h; = 0,

contradizendo nossa hipotese inicial.
Assim, h; € kere e consequentemente, Y a; ® h; € Im(iz).

A comutatividade dos diagramas sao de facil demonstragao

uma vez que T, e Ty sao restricoes de Tg.

Entéo, aplicando o Lema da Cobra sobre as sequéncias (1)

e (2) no diagrama [2.5] e sobre as sequéncias (3) e (4) no diagrama [2.6]
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obtemos, respectivamente, as seguintes sequéncias exatas,

0 — ker(T,) — ker(Tr) — 0 — Coker(Ty) — Coker(Tg) — 0 (2.7)

0 — ker(Tynr) — ker(Ty,) — ker(T) —

— Coker(Tny) — Coker(T,) — Coker(T) — 0
(2.8)

Dai, da sequéncia temos que ker(T,) ~ ker(Tr), pois
0 — ker(Twar) — ker(Ty,) — ker(T) — 0,

é exata. E também, como Tgr é injetivo por estarmos trabalhando
com um fibrado quéntico principal, temos que Coker(Tr) = {0} o que

implica em Coker(T,) = 0.

E da sequeéncia [2.§ tiramos que

ker(Tn ) = ker(Ty,) ﬂ Na.

De fato, seja > a; ® b; € Na(ker(T,), logo

Tu(is(D>ai ®b;)) =0

e como o diagrama [2.6] ¢ comutativo, temos que T, 0 i3 = iq 0 Tny €
portanto, i4(Tnar (> a; ® b;)) = 0. E assim, Ty (3 a; ® b;) = 0, pois
14 € injetivo.

Assim, > a;®b; € ker(Tnar), ouseja, ker(T,) (V1 Na C ker Ty .
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Claramente, ker(Tnpr) C ker(Ty,) () Na e temos entao que
ker(Tnnr) = ker(Ty,) m Na,

como queriamos.
Um resultado interessante que podemos tirar do que foi visto

até agora é dado pelo seguinte corolario.

Corolario 2.32 Seja (A, H,p, Na, My) um fibrado quéntico principal.
Entao temos que TR(N4) = A® Mpy.

Demonstragao: Provemos inicialmente que ker(T) = w4 (A(Q!B)A).
Como temos as hipdteses de fibrado quantico principal, cla-
ramente ker(7T) C w4 (A(Q'B)A).
Por outro lado, seja Z piaj ®bjq; € A(Q'B)A, dai

2%
T(ra(X pia; ®b;q;)) = Toma(} pia; ®bjq;)
i\j ij
Y (@) o Tu(}_ piaj ® bjq;)

%]

= (I4® WH)(Z piajquz@) ® q1(1))
0

= (a®@my)(0)=0,

em que () é valido pois o diagrama é comutativo e (xx) & valido
pois 3 a; ®b; € O'B = ker(up).
’ Portanto, ker(T) = w4 (A(Q2!B)A) como querfamos.
Ainda, como A(Q!B)A C ker(Ty,) e m, : ker(T,) — ker(T)
dado no diagrama é uma restrigdo do morfismo w4 ao ker(7,),
concluimos que 7, é sobrejetivo. Consequentemente, pela exatidao da

sequéncia temos que CokerTny =0 e logo Tr(N4) = AR My. B
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Nas linhas que seguem, provaremos que as sequéncias [2.3] e
sao exatas. Porém, os resultados colhidos também servem para
mostrarmos que A(B, H) é um fibrado quéantico principal com céalculo
universal se, e somente se, B C A é uma H-extensdo de Hopf Galois de

B.

Seja B C A uma H-extensao de Hopf-Galois, em que o mor-
fismo Tp : AQg A — A® H é o morfismo candnico bijetivo definido
anteriormente por can. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

de linhas e colunas exatas

(7) (®)

00— A(Q'B)A ker(T) —— ker(T;)
(5) 0 ker(7) AR A T > A®p A——0
TR TB
(6) 0 0 AoH—2" _ Ao H 0
0 Coker(Tgr) — Coker(Tp) —0

(2.9)

Aplicando o Lema da Cobra sobre as linhas (5) e (6) temos

que

0 — A(Q'B)A — ker(Tg) — ker(Tg) — 0 — Coker(Tg) — Coker(Tg) — 0

é uma sequéncia exata de A-modulos a esquerda.
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Como T é um morfismo bijetivo, segue que
ker(Tp) = {0} = Coker(Tp).
Assim, temos que Coker(Tr) = {0}. O que implica em

0— A(Q'B)A — ker(Tg) — 0

ser uma sequéncia exata de A-modulos & esquerda, ou seja, temos que

A(Q'B)A ~ ker(Tr) e portanto, a sequéncia
0= AQ'B)JA—-A®A— AR H -0

é uma sequéncia exata de A-moédulos a esquerda.

Do mesmo modo, aplicando o Lema da Cobra sobre as colunas

(7) e (8) temos que
0— A(Q'B)A — ker(m) — 0

é uma sequéncia exata, ou seja, A(Q'B)A ~ ker(r) e portanto, a

sequéncia [2-4]

0= AQ'B)JA—-A®A— A A—0

é uma sequéncia exata de A-moédulos a esquerda.
|

Demonstrado esse fato, seguimos agora com mais alguns re-
sultados da teoria de extensoes homogéneas principais. Tais resultados

se fardo uteis no decorrer do Capitulo [
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Teorema 2.33 Seja A uma extensido homogénea principal de B. En-
tao A € fendida se, e somente se, existe um morfismo de B-mddulos a

esquerda v : A — B inversivel por produto de convolucao.

Demonstragao: (=) Seja A uma extensdo fendida, entdo existe um

morfismo v : A/J — A inversivel por convolugao. Definimos:

Yv: A — B
@ o P(a) = 5y(0) = po (T4 ®7) o pla).

Claramente v é morfismo de B-moédulo & esquerda, pois s 0
é. Mostremos entao que é inversivel por produto de convolugao.

De fato, tomamos ¢ : A — B dada por ¢(a) := Y v(m(a)))S(a))-
Notamos que 1 esta bem definida, pois, para todo a € A,

p(P(a)) = p(Xv(n(an)))S(ae))
= 2 r(v(m(aw)))p(S(a))
= 2((v®1as5) o Alm(an))))p(S(a))
= Y (v(m(aq))) @ m(ag))(S(aw) @ 7(S(ae)))
= > v(m(a)))S(aw) @ m(ae)m(S(ag)))
= > v(m(an)))Sla@) ®1as;
= p(¥(a)) ®Lay.

Por fim, para todo a € A, temos que

Yrpla) = Slan)y(ag)

= Y apy¥(r(aw))v(r(aa)))S(aw)
Yo amn(e(ae)))Sag))
2 n(lk)aq)Slae) =noe(a)
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vxpla) = Y ¥(an))v(ae)
= Y v(mlaq)))S(aw)a@y(m(aw)))
= Y (r(an)))¥(r(ac)))
= noe(a).

(«) Para mostrarmos a construgao do morfismo fenda, v, a

partir do morfismo 1, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.34 Seja v : A — B como no teorema acima. Entdo para todo

a € A etodobée B,

> W(bya)b) = e(b)(a).

Demonstragao: Pelo Lema [2.27] sabemos que para todo b € B,
Y by ®bg) € A® B. Assim, para todo a € A e b € B, temos

ePla) = Yebe(an))Plaw)
= Zﬂ(b a(1>)w(b<2)a(2>)i( )
= 2 0(bayan))be¥(ae)d(ags)
= Y (bayay)ban o elag)
= Zﬂ(b )a)b(z)-

Portanto, podemos definir o morfismo

v: A/ — A
m(a) = ()= @ La)(a) = X ¥(aq))ac)-
Para vermos que -y esta bem definido, lembramos que A é uma
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A/ J-extensdo homogénea principal, logo, pelo Teorema J=BT%A

e segue que para todo ba € Bt A,

Y(m(ba)) = P(bayan)beyae) = Y e(0)d(an))ae) = 0.
Ainda, -y é colinear, pois

(po)(m(a)) = Xp

Por fim, com o auxilio do morfismo 7 : H - A®p A definido

na Segao [2.3.1] ap6s o Lema [2:23] podemos definir um morfismo

y: A/lJ — A
m(a) = (La*:¥)(m(a)) = > S(aw))¥(aw),

em que 7(m(a)) = S(ag)) ®p az), e claramente

YxJ=noe=7on.

|
A existéncia do morfismo v dado no teorema acima nos re-

mete a seguinte defini¢ao

Definigao 2.35 Dizemos que B C A € uma extensdo cofendida se, e
somente se, existe um morfismo de B-mddulos a esquerda v : A — B

inversivel por produto de convolugdo, chamado morfismo cofenda.
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Ja vimos anteriormente que podemos considerar o morfismo
7 unital, ou seja, y(14,7) = 14. Vejamos que o mesmo pode ser feito
com o morfismo ¢ quando A é uma A/J-extensdo homogénea principal.
De fato, dado 12 : A — B um morfismo cofenda, baseando-
nos no processo que torna - um morfismo unital, basta definirmos o

morfismo

Yv: A — B
a = ) i=1(a)p(la)
que claramente é um morfismo de B-moédulos & esquerda, unital, e
inversivel por produto de convolucdo, com iversasa dada por ¢ : A — B
por $(a) := d(1a)i(a).
Hé4 ainda um lema dizendo-nos que os morfismos v e ¥ podem

ser conormalizados, tornando-os counitais. Vejamos.

Lema 2.36 Seja A uma A/J-extensao homogénea principal de B. En-
tao podemos conormalizar os morfismos vy e 1, respectivamente chama-

dos de morfismos fenda e cofenda, tornando-os counitais.

Quando tratamos de édlgebras, coédlgebras, algebras de Hopf,
dentre outras estruturas ja vistas no trabalho, estamos sempre bus-
cando meios onde podemos "dualizar" a estrutura dada. O processo
de conormalizacao também pode ser visto assim, como uma espécie
de dualizagao do processo de normalizacdo. Quando normalizamos um

morfismo, pensamos no seguinte diagrama:

H IH®1kH®k7®(WOn)A®A M A

)

em que H=A/J e B C A como no enunciado do lema, o que remete-

nos ao seguinte diagrama "dual"
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HoA2geoH Y e = oA,

Demonstragao: Baseado no exposto acima, dado ¥ : H — A um

morfismo fenda, unital, definimos

v~ H —» A
h Zs(ﬁ(h(l)))ﬁ(h@))

que estd bem definido e permanece unital. Vejamos que v é colinear e

counital respectivamente. Seja h € H, entao

poy(h) = X
> e(G(ha))p(A(h2))
= 2 e(3(ha)F @ In) o Ah)
S e(A(h)A(h(2) @ he)
227 (h@) ® hz) = (v ® In) o A(h).

E é counital, pois para todo h € H

eaovy(h) = ea 6A(§(h(1)))

Por fim, « é inversa por produto de convolugao do morfismo

¥y: H — A
h e 3(h) = S 3(ha)e(F(h))-

Portanto, v : H — A é um morfismo fenda, unital, counital,
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colinear e inverso por produto de convolugao.
Por processo anélogo, vemos que dada v : A — B um mor-

fismo cofenda, unital, podemos conormalizé-la, definindo o morfismo

Yv: A — B
o = ) =¥ dlew)s(Plaw)),

que é unital, counital e inversivel por produto de convolugao. A saber,

Y: A — B
a = Pla) =Y e(@(hay))d(he).

Resta mostrarmos que v é morfismo B-linear & esquerda.

Para todo a € A e b € B, temos

bba) = T hbmen)e@beae))
= Y a(l))é'@(bz)ﬁ( 3))a@))
= S obaan) )ﬁ@(b 2)0(2)))€(b(3))
= L Obwaw)e@(beae)be)
= Z&(b a(l))f(é(b(z)) (a(z)))
= Y d(ban)e((a)
= Y bd(aq))e(¥(ag)) = bi(a).

Corolario 2.37 Seja A uma A/ J-extensao homogénea principal de B.
Entdo sao equivalentes:

(i) A & uma extenséo fendida,

(ii) A é uma extensao cofendida;

(iii) Existe um morfismo unital, counital, inversivel por pro-
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duto de convolugao e A/J-colinear & direita
v: AT — A;

(iv) Existe um morfismo unital, counital, inversivel por pro-

duto de convolugao e B-linear & esquerda
P:A— B.

Conseguimos ainda uma correspondéncia 1 —1 entre a familia

de morfismos fenda ~ e a familia de morfismos cofenda ) dada por

C: CZA/J,A — CCZA7B
v = ((a) =5y =po(la®7)opla),

e inversa dada por

x: Cdap — Clasja
v = x@)((a) = (@ x Layg)(a).
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Capitulo 3

Uma bialgebra que admite
extensao de Hopif-Galois é

uma algebra de Hopf

Neste capitulo veremos como as extensoes definidas no Ca-
pitulo 2 influem na construgao de algebras de Hopf, se considerarmos
as mesmas definidas sobre bidlgebras. Nosso objetivo é construir um
morfismo S, chamado de antipoda, que é o inverso por produto de
convolugao do morfismo identidade.

Notamos que nas defini¢oes sobre extensoes, dadas no Capi-
tulo 2, em nenhum momento foram determinadas condigoes que exigis-
sem a existéncia da antipoda, assim sendo, reconsiderar essas defini¢oes
no conceito em que H é uma k-bialgebra pode ser feito sem problemas.
Um fator interessante a se considerar é que a idéia de extens@ao mais

geral acaba levando a algebras de Hopf de novo. Além de H ser uma
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k-bidlgebra, neste capitulo, consideramos que k& é um anel comutativo
com unidade, e ndo um corpo como no restante do trabalho, A e B sao
k-algebras, em que B C A é uma k-extensao.

Lembramos que, pelo Lema 77?7, dado um morfismo inversivel
por convolucdo ¢ : H — A, com inversa 1), e um morfismo de algebras
¢: A— AR H, a composta ¢o1) é inversivel por produto de convolugio,
com inversa ¢ o ).

Os proximos dois resultados comegam a dar base para a cons-
trugao do morfismo S. Neles, relacionamos a nogao de extensao, ou
seja, o fato de A ser um H-comodulo algebra, com a nogao de integral
total (Defini¢ao Subsecao Capitulo , ou seja, a existén-
cia de um morfismo ¢ : H — A de H-como6dulo a direita, ou ainda,
paod = (¢p® Iy)oA. Notamos que a nocao de Integral é diferente
do morfismo fenda, uma vez que o morfismo ¢ nao é necessariamente

inversivel por produto de convolugao.

Lema 3.1 Seja ¢ : H — A um morfismo de k-mddulo. Se ¢ é uma

integral total sobre H entdo pa o ¢ = (i1 0 @) x 1y, em que:

i1: A - A®H m: H — A®H
a — a®ly h = 14Q®h.

Demonstragao: Como ¢ é uma integral total sobre H, sabemos que

paod=(p®Iy)o Ay, logo

paod(h) (¢®In)o Ap(h)

S d(h1) ® ha.

Por outro lado,
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(7;1 o gb) * no(h)

p (X (i1 0 p(h1)) @ no(he))
Yo u((p(h1) @ 15) ® (14 @ ha))
S d(h1) @ ha.

E portanto, vale a igualdade.

Proposigao 3.2 Seja ¢ : H — A um morfismo de k-mddulos, tal que
¢ € uma integral total inversivel por convolucao sobre H, ou seja, um
morfismo fenda, entdo:
(i) O morfismo ng dado acima € inversivel por convolu¢ao;
(ii) Se existe um morfismo de dlgebras o : A — k, entao Iy

€ inversivel por convolugao.

Demonstragao: (i) Vimos acima que ps o ¢ = (i1 0 ¢) * 9. Como
¢ é inversivel por convolugao e p4 e i1 sao morfismos de algebra, pelo
Lema 77?7, temos que pa o ¢ e i1 o ¢ sao inversiveis por convolugao e
segue que 1)y é inversivel por convolugao.

(ii) Notemos que (a® Ir) ong = Ig, logo, Iy € invertivel por
convolugao usando (i).

]

Um resultado imediato que tiramos da proposicao acima é
que se H é uma extensao fendida sobre H, entdao H é uma algebra de
Hopf, pois HH = k neste caso.

O proximo corolario é um caso particular do principal re-
sultado desse trabalho, o Teorema que sera provado mais adiante.

Nele consideramos que a extensao dada é fendida, o que é um resultado
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mais forte do que trabalharmos com extensdes de Hopf-Galois, como

observamos no Teorema Segao [2.3.1

Corolario 3.3 Se A ¢ H-fendida e k-fielmente plana, entdo H € uma
dlgebra de Hopf.

Os proximos resultados, assim como o tltimo lema deste capi-
tulo, dao os passos finais para a demonstragao do teorema. O primeiro
trata de algumas propriedades de extensoes de Hopf-Galois néo trata-
das no Capitulo 2. O ultimo, mais técnico por exigir apenas a condi¢ao
de coalgebra ao invés da habitual k-bidlgebra que estamos considerando
neste capitulo, estabelece uma propriedade importante sobre k-algebras
fielmente planas, justificando o porqué desta condi¢ao aparecer como

hipétese do teorema.

Proposicao 3.4 Sejam H uma k-bidlgebra, E uma k-dlgebra, B C A
uma H-extensao de Hopf-Galois e o : A — E um morfismo de dlgebra,

onde E € um A-bimddulo com estrutura dada por:

a-z=cala)r e x-a==zxaa), para todo a € A, e todo x € E.

Entao aplicando o funtor Homp-(—, E), em que B~ € uma
notagao para B-mddulo & esquerda, em can : AR A — AR H temos

que
w: Homp-(A® H/E) — Homp-(A®pA,E)

f — f ocan,
€ um isomorfismo de B-mddulos a esquerda. E também, temos que
m: Hom(H,E) — Homp-(AFE)
f = m(f),
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em que w(f)(a) = Y a(a®)f(aM), é um isomorfismo de B-bimddulos.

Demonstragao: Mostraremos primeiro que w é um isomorfismo de
k-modulos, demonstrando a injetividade e a sobrejetividade. Notemos

que w é claramente um morfismo de k-moédulos.

Seja f € ker(w) entao
0=w(f) (Zai ®bi) para todo Zai ®b;, € A®Rp A.

Vejamos que f = 0.

De fato, para todo > a; ® h; € A® H,

fol(ecanocan™1) (3 a; @ h;)
= focan(can™t (3" a; @ h;))
= W) ean (S © b)) =0.

f(ai®h)

Seja agora ¢ € Hompg- (A ®p A, E). Definamos o morfismo
y:=1ocan! € Hom(A® H,E). Dai

1

wy) =w@ocan™) = (Yocan ") ocan = o (can™' o can) = 1

como queriamos.

Por fim 7 é um isomorfismo de B-bimo6dulos. Para tanto, con-
sideramos as estruturas de B-bimodulo em Hom(H, E)e Homp_(A, E)
dadas por (b1 fb2)(h) = by - (f(h)) - by e (b1f'b2)(a) = f'(aby) - by Tes-
pectivamente, para todo b1,bs € B, a € A, h € H, f € Hom(H,E) e
todo f' € Homp- (A, E).
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Notemos que 7 estd bem definida pois

m(f)(ba)

1

a((ba) @) f((ba)tM))
a(b(o))a(a(o)) f(o b1 (1))
= a®)(X a(a®)f(ah))

)

(
-m(f)(a),

Il
o

para todo f € Hom(H,E), a€ Aebc B = A%,

E 7 é um morfismo de B-bimodulos, pois

(Y a@)(by - f - by)(aD)

= Y a(@®)a(by)f(aW)a(by)
> (@) f(aWbiY)a(by)

= w(f)(aby) - ba

= by -7(f) - ba(a),

m(by - f - b2)(a)

para todo f € Hom(H,E), a € Ae by, by € B.
Ainda, seja f € ker(r) entdo 0 = 7(f)(a) = 3 a(a®) f(a™)

f) = alla)fh)

(@@ f)(1aeh)

(a® f)eanocan™ (14 @ h)

(@@ f) X li(h)ri(h)© @ ri(h)™M)

> ally(h)ri(h) @) f(ri(h)))

= Yal(h)a(ri(h) ) f(ri(h)™)

(Li(h)m(f)(ri(h)) =0,

para todo h € H, em que . l;(h) @ 7;(h) = can™'(14 ® h) dada na

Observacao o que implica 14 @ h = 3 1;(h)r;(h)© @ r;(h)D).
Por fim, seja F € Homp_ (A, E), definamos F : A® A —» E

[
T =

f
= pla®f

|
Q
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dada por F(a®b) = Y a- F(b). Como F € Homp-(A® A, E) entdo

existe F € Homp- (A ® H, E) tal que F o can = F.
Assim, defina f : H — E tal que f(h) = F(14 ® h), daf

T(fla) = Ya(a®)- fal)

— F(Ta® g a)
= F(la®a)
= F(a).

Portanto m é um isomorfismo de B-bimoddulos como queria-

maos.

Teorema 3.5 Seja H uma k-bidlgebra e A uma extensao H-Galois a
direita de B = A" tal que A € k-fielmente plano sobre k. Entao H ¢é

uma dlgebra de Hopf.

Demonstragao: Queremos ver se existe S : H — H inversa por

convolucao de Iy. Para tanto, consideremos

S: H — A H
ho = S L) Or(h) @ Li(R)D

Mostremos que o morfismo 79 dado por 7g(h) = 14 ® h visto

no Lema é o inverso por convolugao de S. Ou seja, temos de ver

que:
(a) o Li(h) Dri(hay) @ Li(hay) Vhey = e(h)1a @ 1.
(b) Y- li(h@2) Ori(hez)) ® hayli(ha)) ™ = e(h)1s ® 1g.
Para (a) usamos o Lema itens (ii) e (iii), ou seja, as
equagoes

> Li(h)ri(h) = e(h)1a
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Yo lm) @ri(h) O @ri()™ =" li(hay) @ ri(ha)) © h),
respecivamente, juntamente com a aplicagao

Vi AeAeH — AcH
rRyah — S 2O0yezWh,

Assim,

S li(hay) Vri(hay) @ Li(ha) Phey = & (Tlilhay) @rilha)) @ hez)
Dy (Shh) @ rin)® @ ri(h)D)

S L () Oy (h)© @ 1 (h) Wy (h)D

p(>_Li(R)ri(h))

p(e(h)1a)

e(h)la®1p.

o
E

Para (b) usamos a Proposigao considerando F = A® H,

juntamente com o morfismo

can’: ARA — AQH
$®y — Zx(o)y®x(l)7

e a equacio (i) do Lema[2.16] ou seja, S a(Dl;(aM)@7;(aM) = 14 ®a.

Definamos

fi H — AeH
ho = S li(he) Ori(he)) ® hayli(he)®

eainda g : H - A® H por g(h) = e(h)la ® 1. Vejamos que para
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todo a € A, w(f)(a) = m(g)(a) . De fato,

m(f)a) = XaVf(a)

Za<0>z-<a“>><°>r-<a§1§> atul(az)

S a1 (a® N Oy, (a(2)) ® aM;(a@)M
= Z(Q(O)li(a(l)))(O)n(a(l)) ® (a(O)li(a(l)))(l)

*

- a/®1Ha

—
Z

notemos que (x) é verdadeira desde que apliquemos o morfismo can’

m (i) do Lema pois

a@ly = con'(14@a) = can’ (L alOLi(a®) @ ri(alt))
Z(a(o)li(a(l)))(o)m(a(l)) ® (a )y, (a) ))(1).

Por outro lado,
=Y aPaV) =3 aVe(aM) 1y @1y =a® 15

Assim, 7(f)(a) = 7(g)(a) para todo a € A, como queriamos
e segue que f = g pois 7 € um morfismo injetor.

Portanto §>k770 =NARHOEH = ﬂo*g, onde Nagy € a unidade
em A® H. Logo, aplicando o Lemal[3.6] temos que Iy : H — H é inver-
sivel por convolugao, e portanto sua inversa, S, serd o que entendemos

por antipoda da &lgebra de Hopf, o que nos diz que H é uma &algebra

de Hopf.

Lema 3.6 Seja C uma k-codlgebra, H uma k-dlgebra e um morfismo

de k-mddulos f : C — H. Se existe uma k-dlgebra k-fielmente plana A
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tal que

~

f: ¢ - A®H
¢ = 1a® f(e).

€ inversivel por convolugao, entao f também € inversivel por convolu-

¢ao.

Demonstragao: A idéia da demonstragdo é encontrarmos um mor-
fismo g: C — H tal que fxg=ngoec =g=x f.
Para tanto, como H pode ser visto como um k-médulo, usa-

remos o Lema [2.8] que nos diz que

0 H®B Ao H= A Ao H

72

é exata. Ou seja, H é um equalizador de 1y e 72, onde ng(h) = 14 ® h,
ma®h)=a®1la@hema®@h)=140a® h.

Sendo ¢ a inversa por convolucdo de f, notamos que n; o g é
inversa de 7; o fe que 13 o g € inversa de 12 o fpelo Lema 7?7, e que
710 f: 7o © fo que implica 771 0 g = 12 o g pela unicidade da inversa.

Dai, pela propriedade universal do equalizador, existe tinico
g: C — H tal que g = ngog. Mostremos que g é inversa por convolugao

de f. Notamos primeiro que

~

e(Q)la®ly = g=* f(c)
= (Zale) @ flep))
= 2 u((la®glew)) ® (1a® flew)))
= > 1a®@g(cay)flee))-

O que implica em no(e(c) 1) = no (3 g(c1)) f(c(2))) e como

1o € injetivo, segue que g é inversa por convolugao a esquerda de f.
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Analogamente, obtemos o resultado & direita e portanto, g é inverso

por convolucao de f.
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Capitulo 4

O grupo quantico

A(SL 2rif3(2))

Neste capitulo introduzimos o grupo quéantico A(SL4(2)).
Mostramos sua estrutura de algebra de Hopf e construimos as condi-
¢Oes necessarias para que A(SL,(2)) seja uma extensdo de Hopf-Galois
fielmente plana. Ainda, se considerarmos o subgrupo quantico (das
matrizes triangulares superiores) de Borel de A(SLy(2)), vemos que o
quociente A(SLq(2))/(T21), em que T5; é um dos elementos geradores
do grupo quéntico A(SL4(2)), ¢ uma extensdo de Hopf-Galois fendida,
e assim, conseguimos calcular explicitamente o cociclo e a coagao de-

terminando uma estrutura de produto cruzado sobre A(SL,(2))/(T51).

Ao longo deste capitulo, todos os espagos vetoriais considera-

dos serao sobre o corpo de base C.
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4.1 Calculo Quantico

Consideremos a seguinte expressao:

f(x) = fxo)

x—x9

Quando z se aproxima de xp, o limite, se existe, é o que
conhecemos usualmente por derivada. Porém, se definirmos x = gxg
(g-calculo) ou & = xg + h (h-calculo), onde ¢ # 1 e h # 0, e nao
tomarmos o limite, entramos no estudo do céalculo quéantico.

Para o nosso trabalho, consideramos a teoria do g-calculo,
uma vez que 0s grupos quanticos e suas representagoes estao direta-
mente relacionados com essa teoria.

Nos restringiremos a abordar apenas os resultados necessarios
ao Capitulo 4, coeficientes ¢g-binomiais e a definicao de g-determinante,
porém, ressaltamos que a teoria do ¢-cilculo é ampla, se extendendo
desde g-diferenciagao e g-integracao até g-polinémios ortogonais. Indi-
camos [16], [I7] e [18] como referéncias.

Estabelecemos primeiramente o que é um g-ntimero e um g-

fatorial, respectivamente,

k
-1
(k)q ::1_’_q_~_q2+...+qk+1:qu, keZ, k> 0;

(q—1)(¢*=1)---(¢" - 1)
(g — 1)k

Assim, definimos o que é um coeficiente g-binomial pela for-

(k)g! == (1)q(2)q -+~ (k)q = , (0)g! =1
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A idéia de coeficientes ¢-binomiais sdo uma espécie de genera-
lizagao da teoria de coeficientes binomiais. Assim, a primeira pergunta
que surge é se podemos estender a idéia do bindémio de Newton para
esse novo conceito, ou seja, é valido que

o[k
(u+v)* = E ulohL

=0 \ !
q

A resposta para a questdo é sim, desde que vu = quv, mas
para mostrarmos, precisamos ver antes um outro resultado que também

pode ser generalizado,

n _ n—1 +qk n—1
k . kE—1 . k .
De fato,
n—1 n—1 B (n—1),! (n—1),!
e ) Tl S EE DBy T W=k -1
q [ | IR
(Rl — k)t e ’
R T A B s
a (k)q!(n_k)q!(q—1+q g—1 )
Ty (qn - 1)
a (k)g!(n —k)g! \ g —1
_ (n —1)g!(n)g! (n)q!
(k)g!(n —k)g! (n)gl(n —k)g!
_ ( )
k k
A partir disso, provamos que (u + v)¥ =3 ulok~!
=0 l
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por indugao.
Claramente o resultado vale para k = 1. Supomos valido para

k. Dali,

(u+v)* = (u+o)(u+o)k
k k
= (utv)| > ulpk=t
i=0 \ I
q
) Zk: k W=l Gulpkt1-
1=0 l 1=0 l
q q
Rl S k Lkl k Lylgk+1—1 | o k1

= "t 4+ Y u'v + > qu'v +v

=1 [—1 =1 l

a q

T Xk: k +q k ulphH1-1 okt

=1 -1 l

q q

k
= WFE Y k+1 ulph=l 4 k1

=1 [

q
_ k41 [ k41 b,
i=0 l

q

em que (x) é valido pois vu = quv.
Por fim, definimos o conceito de g-determinante de uma ma-

triz, a saber,

Ty Tho
qdet = T11T5 — qT12T51.
Ty T

4.2 A(SL,(2)) como algebra de Hopf

Nesta secao, introduzimos a estrutura de algebra de Hopf

sobre A(SL,(2)). Como algebra, A(SL4(2)) é dado pelo quociente da
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algebra livre C{T11,T12, 151, 22} por um ideal I, em que I é o ideal

gerado pelas relagoes:

T11T12 = qT12T11, T11T51 = qI01T11, T12T22 = qT22T12,

T12T51 = To1T12, T21T22 = q152T51, (4.1)

Ti1Tos — TooTh1 = (¢ — ¢ ) Ti2Ton,
T11Toe — qT12T51 =TTy — q_1T12T21 =1, (4~2)

em que ¢ € C\ {0}. Na proxima se¢ao, veremos que as relagoes e
nao surgem do nada, na verdade, as mesmas aparecem se pensarmos
nas matrizes quanticas MJ(C) = C{T};} como tranformagses lineares
do plano quéntico C,[z,y] = C{z, y}/{xy — qyz).

Vejamos que existe uma estrutura de algebra de Hopf sobre
A(SL4(2)). De fato, definimos um morfismo sobre {111, Th2, 721,122}
por:

A {T0,Tio, Tor, Toa} —  A(SLy(2)) @ A(SLy(2))
T;j — 3 T @ T

k=1
Pela propriedade universal da algebra livre, temos

A C{Ty;} — A(SLy(2) ® A(SLy(2))

2
k=1

morfismo de algebras. Provemos que A satisfaz as relagoes (4.1) e (4.2).
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De fato, vejamos que A(THTH) = /(\A)(qungl), as outras relagoes sao

analogas.
A(TiT) = A(Ti)A(Th2)
2 2
= (> T ®Tr)( Y. Tipr @ Tko)
k=1 k=1

= (T ®@Tn +Ti2®To1)(Ti1 @ Tho + Tia ® Tha)

= TuTn @TnTie +T11Te @ TiiToe + ThioTh @ To1Tio+

+T12T12 @ To1T50.

Por outro lado,

~

A(qTi2T11)

gA(Tr2)A(T11)
q(Th1 @ Tho + Tho ® Too) (Th1 @ Th1 + Tho @ To1)

+qT12T12 ® TooTo;.

O que implica em E(TnTn) :zA)(anTu).

E portanto, existe

A: ASL,2) — A(SL,(2)) ® A(SL,(2))
T;j — 3 Ty @ Ty

k=1

Mostremos que esta estrutura satisfaz o diagrama da comulti-

plicagao dado na Defini¢ao Seja T;; € A(SLy(2)) e I aidentidade
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em A(SLy(2)), dai

A@DoAT) = ASI(Y TueTy)

=1

T @ Tiy) @ Ty,

I
M
e

I
—

Il
M
M”T‘v

=

T, @ Ty @ T

I
—
>
I
-

Por outro lado,

M

(I®@A)oA(Ty;) =

~

@AY Ty ® Tyy)

I

T
I

—~ =

2
Ta @ (Y T @ Txj)
=1

Il
-

I
M
M

T @ Ty @ Ty

Il
—
B
Il
A

E portanto, A®I)oA(T;;) = (I®A)oA(T;;) como queriamos.

Do mesmo modo, definimos a counidade sobre {171, T12,T21,To2}
por:

e {Tn,Ti2,To1,Ta2}y — k
ﬂ‘ — 5i,j~

Pela propriedade universal da algebra livre, temos

—

g1 C{T1, T, To1, T2} — k

Ti; = i,

morfismo de algebras. Provemos que € satisfaz as relagoes (4.1)) e (4.2]).

De fato, vejamos que £(T11T12) = (¢)(¢T12T11), as outras relagoes sao

analogas.

~

E(T11Th2) = E(T11)E(Thi2) = 0 = E(T12)e(Th1) = (e)(¢Ti2T11)
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E portanto, existe

e: A(SLy(2) — k

E‘ — 51',]'.

Mostremos que o mesmo satisfaz a comutatividade do dia-
grama da counidade, conforme Defini¢ao Seja T;; € A(SLy(2)) e
I a identidade em A(SL4(2)), dai

2
(e®I)o A(Ty;) = €®I(lz T @ Ti )
=1

2
= Y e(Ty)®@Ty
=1

= 0y @1y =Ty,

2
(I99)0ATy) = Iee(L TioT))

= > Ty®e(Tyy)
i=1

= Tu®dy =Ty,
ouseja, (e®@I)oA=(I®e)oA.
Portanto, A(SL,(2)) possui uma estrutura de bidlgebra. E

sobre A(SLy(2)) damos uma estrutura de algebra de Hopf definindo a

transformagao linear

St A(SLe(2)) — A(SLe(2))
T > T
Tho = —q T
T — —qTn
T — Th.
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E facil vermos que o mesmo preserva as relacoes eld.2 e
portanto estd bem definido. Vejamos que é o inverso por produto de

convolugao do morfirmo identidade I4(sz,(2)) : A(SLq(2)) — A(SLy(2))-

Seja (Tij)i,jeq1,2y a matriz dos geradores de A(SLy(2)). Vi-
mos que A((T};)) = (T35) ® (T55), assim,

S Iasr,2)((Tij)) = (S ® Lacsw,2))(Ti) @ (Tiz))
= ulS((Ty;)) ® (T3))

Ty  —q 'Tha - T The
—qTn T Tor T
TooT1y — q ' ThoTor  TooTio — q ' TiaToo
—qI1 T +Tn12 —qIo1The + 1122

1 0

= = e((Ti5))1a(5L,(2)-
01 J (SLq(2))

= n

Analogamente, I4(sr,(2))*S((T35)) = €((Tij))1a(s,(2))- Por-
tanto, S satisfaz o axioma da antipoda, e assim, é um anti-homomorfismo

de algebras.

Finalizamos essa segao abordando o grupo quéntico A(SL4(2))

quando q= 1. Neste caso, temos
A(SL,(2)) — A(SL(2,0)),
q—1

em que A(SL(Q,(C)) = (C[Tll,Tlg,Tzl,TQQ]/<T11T22 — T12T21 — 1> é a
algebra de fungées coordenadas do grupo de Lie SL(2,C). A estrutura
de bialgebra sobre A(SL(2,C)) é a mesma dada sobre A(SLy(2)) e a
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antipoda é dada pelo morfismo

S A(SL4(2)) — A(SLy(2))
T = T
Tho — —Thp
T — —15
T — Th1.

4.3 Uma abordagem geométrica de A(SL,(2))

Antes de iniciarmos o estudo das extensoes sobre o grupo
quéntico A(SL,(2)), abrimos um parénteses para vermos que as rela-
¢oes definidoras de A(SLy(2)) nao surgem do nada, na verdade, sabe-
mos que matrizes com entradas complexas agem como tranformagoes
lineares sobre espagos complexos. Assim, se pensarmos nas matrizes
quénticas em C{T};} como transformagcoes lineares do plano quéntico

Cqylz,y], devemos ver que as relagbes e surgem naturalmente.

De fato, definimos o plano quéantico C,[x,y], pelo quociente
da algebra livre C{z,y} pelo ideal (zy — qyx), em que ¢ € C. Quere-
mos definir uma coagao da algebra livre C{T;;}, com A ¢ £ definidas

anteriormente. De fato, definimos

op: {my} — C{T;} ®@Cylz,y]
T — T11 ®x+T12®y
Y = I ®@r+Tney.

Assim, pela propriedade universal da algebra livre, definimos
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or: C{wy} — C{Ty}@Cyle,y]
T = Th®r+T2®y
Y = T @r+Tr®y.

Vamos reduzir 0, a uma coacdo de um quociente de C{T;;}

sobre C,[z,y], forcando que SL satisfaga a relacao

~ -~ -~

0(2)d1(y) = @01 (y)oL (). (4.3)

Para que isto ocorra, teremos na verdade que reduzir também

o contradominio, obtendo uma aplicagao
0r : Cylz,y] = A(SLy(2)) ® Cylz, v,

isto ¢, uma coagao de A(SLy(2)) sobre Cg[z,y].

Analogamente, definimos uma coagao a direita de A(SL4(2))

sobre Cg[z, y]

O0r: Cylzyl — Cylz,y] ® A(SLy(2))
x — e ®T1 +y® T
Y = 2 ® T +y®Th,

que satisfazendo a igualdade

0r(2)0r(y) = a0r(y)or(x), (4.4)

Vejamos que o contradominio de fato precisa ser restrito, na
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definicao de 07, e dr dados acima. Da equagao temos que

0r()0r(y) = 01 (y)dL ()

= (T er+T2y)(Ta@r+Tney) =

=q(Tn @z + T @y)(Thu @z + T2 ®y)

=TTy @ 2% + T Tar @ zy + TioToy @ yx + TioThy @ y? =

= qTo1 Ty @ 2% + qTnTha @ xy + qToeTh2 @ yx + qT2 T ® Y
= T11To1 ® 2% 4+ T11Tos @ vy 4+ ¢ ' T12To1 @ wy + Th2Toe @ y* =
=TTy ® 2% 4 T Tho @ xy + TooTi1 ® xy + qToTi2 @ 42

E portanto, temos que

T11T51 = qT51T11;
T2 = qT52T2;
Ti1Tos + ¢ ' T1oToy = TooThi + qTo1Tho. (ii)

Em que a ultima equagao implica em

T11Tos — TooTh1 = qTo1T1o — ¢ ' TioTo1.

E da equagao [£:4] temos que

0r(x)0r(y) = 90r(y)or(2)

= @@Tn +y®To)(z® T2 +y®@Trn) =

=qz @ T2 +y @ Ta)(z®@ T +y® To)

= 22 @ Ty Tho + yx @ To1Tho + xy @ Ty Tho + y? @ To1Tho =

= q2? ® T1oTh1 + qoy @ TioToy + qya @ TooTiq + qy* @ T T
=22 QT T2+q toy @ ToTio + 2y @ TinTos + y? @ T Ty =
= 2% @ qT12Th1 + qry @ ThaTor + w2y @ TooTi1 + Y2 @ qToaTos.
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E portanto, temos que

T11Th2 = qT12T711;
To1 T = qT52T51;
Ti1Tos + ¢ To1Tio = TooTh1 + qT12T01. (1)

Em que a ultima equagao implica em

Ti1Too — TaoTh1 = qT12To1 — ¢ ' To1Tho.

Por fim, de (i) e (ii),

qTo1Tio — q ' ToTor = qTioTo — ¢ T Tho
= (q+q )T Ths = (¢g+q¢ HTi2T
= 151112 = TioT5;.

Logo, dadas as coagoes de C{T;;} em C,[x,y], vemos que as
relagoes [4.1] e [£.2] sao satisfeitas. Seja § o ideal gerado pelas relagoes
de 61, e Og, definimos a élgebra de Hopf A(SLy(2)) pelo quociente
C{T3;3/3.

4.4 A(SL,(2)) como extensao de Hopf-Galois

fielmente plana

Iniciamos esta se¢ao vendo algumas propriedades algébricas

do grupo quéantico A(SLy(2)).
Com base no que foi desenvolvido na Se¢ao vemos que
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AT = (A(Ty)"

ij

k k
— l —l I k=1
= > T5HTs Ty;T5; .
q72
O seguinte resultado sera frequentemente usado no decorrer

do trabalho. O mesmo estabelece uma base para o grupo quantico

A(SL,y(2)).

Lema 4.1 O conjunto {TPT78T5,, T15Te1Tsy : myr,s € No,n € N} é

uma base para o espago vetorial A(SLy(2)).

Demonstragao: Usaremos o Lema do Diamante dado no Apéndice [C]
Defina X = {T11,T12,T21,T22} e coloquemos as relagoes definidoras de

A(SLy(2)) no sistema de redugdes
S: {017 02, 03, 04, 05, O¢, 07}7

em que o1 = (T12T11, ¢ ' T11Th2), 02 = (T12To1, ¢~ (T11To2—1a(sL,(2))))s
o3 = (To1T11, ¢ ' T11To1), 04 = (To1Tha, Th2To1), 05 = (TooTo1, ¢ 121 The),
06 = (TooT11, ¢ ' Ti2To1 + 1a(sL,(2)) € 07 = (TeaTh2, ¢ 'T12Tho), de
forma que a algebra X coincida com a algebra A(SL,(2)).

Notamos que 3 = {T}, T/, T5 T}, com i =0oul=0,¢0
conjunto dos polinémios irredutiveis sobre S e portanto, uma base para

C(X) . Ainda, sobre X definimos uma ordem dada por

T <Tho < To1 < T
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e para monoémios A, B € (X), dizemos que A < B se o comprimento
de A é menor que o de B (I(A) < I(B)), e no caso em que [(A4) = I(B),
usamos a ordem lexogréafica em X! 4)

Essa ordem é uma ordem total de semigrupos, compativel
com S e satisfazendo a condigao de cadeia descendente.

Resta mostrarmos que todas as ambiguidades de S dadas

abaixo sao resoluveis:

1) (02,03,T12,T21,T11 2) (02,04,T12,T51,T12

) ( ) ) ( )
3) (04,01,T21,T12,T11) 4) (04,02,To1,T12,To1)
5) ( ) ) ( )
7 ( ) ) ( )

(=2}

05,03, 192,121,711 05,04, 192,151,112

07,01, 192, T12,T11 8) (o7,02,T2,T12,T11

Resolvamos a ambiguidade 1), ou seja, devemos ver quem sao

ri, ] tais que
r1((q" N (TuTez — Lagsr,2))T11) = 71 (q"  TiaT11To1).

De fato, basta tomarmos r1 = 17, 541, (5L, (2)) € ry = TLa(sLq(2)01 o1
que a igualdade sera verificada. De modo anélogo, vemos que as demais
ambiguidades também sao resolviveis. Entao, pelo Lema do Diamante,
temos que [ é uma base para A(SL,(2)).
]
Deste momento e até o fim do trabalho, especificaremos nosso

2mi/3 rajz cubica da unidade.

grupo quantico tomando ¢ = e
Dali, aplicando este fato ao Lema a A(TZ;) ea (u+v)k,
dado na Secao temos, respectivamente, os seguintes resultados:
1. A comultiplicagdo A nos elementos da base de A(SL,(2))

é dada através das seguintes formulas:
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p,7,s p r S Y . _
o A(THTT5) = X2 TY T T T " T5Hh®
A, p,v=0 by ) 14
? ! ? — A\ il T — s —v
T1p1 151T75T5, " Ty 7 15);
N k ! m A k= Al —pirppt ry em—v
.A(T12T21T22): Z T11T12 T21 T22T21T22 &
A, p,v=0 A 7 v
q q q

TS T TR T TS ™

em que m € Z%, p,r,s,k,l € Z, q¢~2 = ¢ e notamos que as relacoes
de comutatividade do grupo quantico A(SL,(2)) nao séo utilizadas por
ao invés de facilitarem, acabarem dificultando os calculos aos quais
dependemos dessas equagoes.

2. A(T) = 22: Tk, ® T};, para todo k € 3Z, uma vez que
¢ =1 "

3. (u+wv)* = uF +o* para todo k € 3Z, uma vez que
¢ =1

A partir de agora construiremos as ferramentas necessarias

para vermos A(SL,(2)) como uma extensdo de Hopf-Galois fielmente

plana. Iniciamos vendo as seguintes definigoes

Definicao 4.2 Uma sequéncia de dlgebras de Hopf (e morfismos de
dglgebras de Hopf)

B—l.p_". g

€ chamada exata se, e somente se, j € injetivo e ™ € a sobrejecdo

canénica sobre H = P/Pj(B")P, em que BT = B(\ker(e).

Definicao 4.3 Uma sequéncia exata de dlgebras de Hopf
B—l-p-—"oH

€ chamada estritamente exata se, e somente se, P € fielmente plano a
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direita sobre j(B) e j(B) é uma subdlgebra de Hopf normal de P, ou
seja, Pj(B)*T = j(B)"P.

Nossa idéia é construirmos uma sequéncia exata de algebras
de Hopf, em que P é o grupo quantico A(SL,(2)), B = A(SL(2,C)) e H
¢ dado pelo quociente A(SL,(2))/(T;} — d;;). Para tanto, consideremos

o morfismo de Frobenius

Fr: A(SL(2,C)) — A(SLy(2))

5 , 1,7 €{1,2}.
Tij — T,L-j

Notemos que o morfismo F'r é injetivo. Seja = € ker(Fr),

entdo, z € A(SL(2,C)) e pelo Lema [1.1]

— m mn p q s S
T = E A p 1111515, + E Ba,r,s T 15115,

dai,
Fr(z) = Fr(} O‘m,n,pTﬁlelzTQpl +> 5q,r7sT1112T2rlT252)
= Y amnp T TE T + 3 By Ti3 TS TS5
=0 = Y Oy T THT + Y ByrsTra T T3

E como Yy THTETS € Y By r s T T51Ts, pertencem a
base de A(SL,(2)), segue que sdo L.I. e portanto, amnp = Bgrs = 0,
para todo m,n,p,q,7,s € N, o que implica em = = 0.

Ainda, nao ¢ difcil vermos que T € Z(A(SLy(2))), que

2
A(Ti‘}) = 21 T3 ® T;fj e que (gdet(T;;))® = det(Tg). Com isso, pelo

Teorema 5.1 de [22], a sequéncia

A(SL(2,C)) 1> A(SLy(2)) —£> A(F) (4.5)
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¢ uma sequéncia exata de algebras de Hopf, em que A(F') representa o
quociente A(SLy(2))/(T — ).

Visto isso, a idéia é provarmos que A(SL4(2)) é uma A(F)-
extensao de Hopf Galois fielmente plana de Fr(A(SL(2,C))). Faremos
isto de forma direta, porém, este mesmo resultado pode ser obtido utili-
zando a dualidade entre fungoes sobre grupos e as algebras envolventes
universais, para a demonstragao desse fato, indicamos ([1], Proposigao
3.4.5), (JI7], Teorema IV.4.1, Proposicao 1.8.2), [19], [25], (]33], Obser-
vagao 1.2(1)), ([34], Teorema 3.3, Observacao 1.6(1)) e ([35], Teorema
1.3).

Iniciamos este processo, estabelecendo uma base para A(F)

a partir da base estalecida para A(SLy(2)) no Lema

Proposigao 4.4 O conjunto {fﬁfﬁf;l}p,r,se{o’l)g} € uma base para
A(F), em que fll = ’/TF(Tll); Tlg = 7TF(T12), fgl = ’/TF(T21) e az’nda,
Ty = mp(Tha).

Demonstracgao: Das relagoes definidoras do grupo quantico A(SL,(2))
vimos que T11T22 — qT12T21 = 1, onde 1 é a unidade em A(SLq(Q))
Dai, aplicando o morfismo 7g temos que ﬁlfgg — fufgl =1o que

implica em TllTQQ =1+ T12T21, e como Tf’l = i segue que
Toy = T2 (14 TioThy).

Assim, como {(T7,T1,Ts,, Ti, T T5m)} gera A(SL,(2)) pelo
Lema ao projetarmos, é facil vermos que fflfofQSl, para todo
p,7,s € {0,1,2}, gera A(F).

Mostremos que o conjunto {Tf1fféfzs1}p,r,se{o,1,2} ¢é linear-

mente independente.
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De fato, considerando a agao de A(F') sobre ele mesmo, defi-

nimos a representacao

X : A(F) — End(C? @ C* @ C?)

dada por
x(Tn) = J©Ids® Ids,
x(T12) = Q®N ® Ids,
X(To) = Q@ldy®N,
0 01 10 0 0 0 0
emqueJ =111 0 0 [,Q=] 0 ¢! 0 ,N=11 0 0
01 0 0 0 gq¢? 010

e Idz é a matriz identidade de ordem 3.

Seja S s TP 11, T3, = 0. Aplicando a representacio Y,
P8
temos que
0= apsJ?Q" " @ N" @ N*, (4.6)

p,7,s

pois

0 = x(X O‘prsTﬁTfQTzsl)
p,T,8

= > O‘pTSX(val)X(Tﬁ)X(T;l)

prs

= pZT:S OéprsX(Tu)pX(le)TX(Tzl)S

= pz Uprs(J ® Id3 ® Id3)P(Q @ N ® Id3)"(Q ® Id3 @ N)*

= 3 aps(JP@IdE® 1d5)(Q" @ N™ ® Id5)(Q° ® Id§ @ N*)
poras

= > apsJPQTTP @ NT @ N°.

P,Tys
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Por outro lado, se considerarmos funcionais lineares

tais que h*'"™(A® B C) := Ao BioCmo, em que as linhas e colunas das
matrizes sao numeradas por 0, 1 e 2 ao invés da numeracao tradicional
1, 2, 3, para todo k,l,m € {0,1,2}. E aplicarmos h*™ na equacio
[0 temos que

0 = hkim (Z Aprs JPQTF O N™ @ N5> =) e hM(IPQTT RN RN,

p,7,s p,7,S

O que implica em «p,s = 0 para todo p,r,s € {0,1,2}, uma vez que
R (JPQTH @ N™ ® N*) = 8pk0ri6ms-

Portanto {flplffszl} é¢ um conjunto linearmente indepen-
dente como queriamos e segue que {Tflfﬁffl }p.rse{o,1,2) ¢ uma base
para A(F).

|
Usando as mesmas técnicas da demonstracao anterior, de

hklm

construir os funcionais lineares , podemos deduzir também o re-

sultado abaixo:

Proposigao 4.5 A representagio x : A(F) — End(C?® @ C* @ C?)

definida acima € fiel.

Definida a base para A(F'), temos condigbes suficientes para
mostrarmos que A(SLy(2)) é uma A(F)-extensao de Hopf-Galois de
Fr(A(SL(2,C))), onde a coagdo & direita de A(F) sobre A(SL4(2)) é
dada pelo morfismo p : A(SL,(2)) — A(SL,(2)) ® A(F) definida por
p(Tij) == (La(sL,(2)) ® ™) 0 A(T35).
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Proposicao 4.6 A dlgebra A(SL(2,C)) das fungdes polinomiais so-
bre SL(2,C) € isomorfa (via morfismo de Frobenius) a subdlgebra dos

elementos coinvariantes a direita A(SLy(2))c°A(F)

Demonstragao: Para demonstrarmos o resultado, criaremos as con-
digOes necessarias para aplicarmos o Lema Afim de facilitarmos
nossa notagao, denotaremos Fr(A(SL(2,C))) por C e A(SL,(2)) por
A.

Verifiquemos primeiramente que C' é uma subalgebra de A4,

Seja T € C, 4, j € {1,2}, dai

p(T) = (Ia®m)oAT3)
2
= (IA®7T)(Z T oT)
=1
- ZT3 @ m(T3;)
n—l
= Z:: T ®5nj = ®1A(F)-

Assim, Fr(A(SL(2,C))) = C C A®AF) E portanto, é

uma subélgebra da algebra dos coinvariantes a direita, pois vimos que

A(TS) = Z Tj ® T, o que implica em A(C) € C @ C que por sua
vez, esta contldo em A® C.

Pelo Lema [2.28] existe um morfismo bijetivo

can: A®cA — A®A(F)

, para todo 4,7, k,l € {1,2}.
Tij@Tw = (Tij @ Lar))p(Thi)

Por fim, vejamos que existe um morfismo de C-moédulos a
direita tal que s(14) = 1o, C-linear a direita, s : A — C.

De fato, definimos o morfismo s : A — C na base de A da
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seguinte forma:

p .
sar Ty = 4 TRt sep.rs € 3%
0 , caso contrario.

k il m .
S(THTL T = TT5, Ty se k,l,m € 3Z;
0 , caso contrario.

para todo p,r, s, k,l,m € Ng, m > 0.

Claramente, s € um morfismo unital, uma vez que 0 é multiplo
de 3. Ainda, como C C Z(A), segue que as estruturas de C-modulo a
esquerda e a direita de A coincidem, assim, provarmos que s é C-linear
& direita tem o mesmo significado que provarmos que s é C-linear a
esquerda.

Sejam f € C e w € A, se mostrarmos que s(fw) = fs(w)

teremos nosso resultado satisfeito.

Como ambos f e w € A, podemos decompd-los na base de A,

obtendo f = f! + f2, w = w' + w?, em que

172: 1 3pr3rm3s 275: 2 3k3l3m

f - fprsT11T12 21> f - fklmT12T21T227
P78 k,l,m
m>0

1 _ 1 o By 2 _ 2 A it v
w = E wa,ﬁ,’yTlleTQl ew —E w,\WleTmTzz-
a, By A,V
v>0

Assim, mostrarmos que s(fw) = fs(w) é o mesmo que pro-

varmos as seguintes igualdades:
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Lembrando que ¢® = ¢~ = 1, vejamos 1).

3 s
s (Z stTllp T23i> : < XB: aﬁ'yTllT12T21>>
piTys o, B,y

1 1 3p+am3r+Bm3s+y
s Z Z prswa,ﬁ,’yTll T T

s(flw')

D780, B,y
o 1 3p+am3r+8 35+’y
- Z Z prswaﬁ'yT T T y S€ Oé,ﬁ,")/€3Z
Py 8a, B,y

ou igual a 0 caso contrario.

Por outro lado,

3
fls(wl) = Z prsTllp 2315S < Z wé,ﬁ,'yTﬁTI’;TQ’Yl>
D18 By
— B
- Z prs Tf)ng)f ’ ( Z wé,ﬂ,’ny&lTIQT;l>
DiTs8 By
_ 3p+ +Bm3s+
a sz;sazﬂ:fy I}Tswé‘vﬂ,'yT 1 aTlr T ] ’Y’ e a, B;'Y € SZ’

ou igual a 0 caso contrario.

Portanto, s(flw!) = f's(w!) como querfamos. Por racioci-

nio analogo, podemos ver que s(f2w?) = f2s(w?).

Provemos agora 3). Para tanto, calculemos f2w?

f2w1 = szm T YL w QBWT11T12T21
k,l,m a,B,y
m>0

= Z Z fklm a,(i"yT T‘l11—‘3k+61—‘31+’Y
k,lma,B,y

m>0
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3k+B3l+
Z Z fklm a,f, 'y m OLCZ—‘22THCZ-‘12 T 7
k,l,m o,B,y
3m>a

+ Z Z fklm aﬁ'yT T Ta 3mT3k+BT3l+'y

klm  o,B,y
0<3m< o

Y Y fhmwh 5 T pa (Tha, Tor)Thy P T
k,0,m o,B,y

3Im>a

3k+ 31+
+ XY fhmw o T11 S o (T, T3 ) Ti ﬁT 7,
kJlm «,B,y

0<3m<a

em que TSTY = po(Tia, To1) € TETH™ = p,, (T3, Ts,) representam
polindmios em Tio, 1o e TP, Ts, respectivamente, e que podem ser
definidos por causa da equacdo ThoT11 = 14 — ¢'T19Ts,. Aplicando s

em f2w! temos que

s(fPwl) = X X flimts By s(T3y" apa(le,T21)T3k+ﬁT3H7)
k,,m a,B,y
3Im>a
3k 31
+ XX fklm oS s(Tyy (T127T231)T12+BT JW)
klm oBy
0<3m<La
= X X fz?zmw§A578(T§’2m )pB/\(le,Tm)T‘SHﬁTSH”)
k,1,m3\, 8,y
m>A\

3(A—m k+ 3(l+v
+ Z Z fklmw3A3M3VT ( ) (T12ﬂ TZl)T12( #)T ( )
k,,m 3X,3u,3v
o<m<A

= > X fklmw3>\6fy (T232/\T131’\T1 HBTgHng(m A))
k,l,m3X\,B,y
m>A

3(A—m k+ I+v
+ HZ 3/\323 fklmwS)\?)uSuT( D (T, TS ) T T )
JIm w3
o<m<A
= > fklmw3A3H3yT232)\Tl T3(k+M)T231(l+V)T232(m_A)
k,l,m3X\,3u,3v
m>\

3(A— . 3(k+p) 3 (14w
+ > X fk:lmw?))\?),uBVT ( m)Tz T3 Ty, ( H)T ( )
k,l,m 3A3u3v
o<m<A
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pois s sO esta definida para poténcias multiplas de 3, caso contrario, o
morfismo s, aplicado nos elementos 111,112, T1, To2 vale zero.

Por outro lado,

2 1y _ 2 3k3l3m 1 3A3L 3y
fis(wh) = >0 fon T ToiTss > w3)\,3u,3VT11 175 Ts1
k,lm 3\, 3u,3v
m>0
_ 2 1 3m 33 (k+u) 3 (14v)
= > fim 2 wBA,Bu,SuTQQ 17 Th, T5y
k,l,m 3\,3u,3v
m>0

_ 2 1 3(m—X) 333 (k+p) R3(1+v)
= X X fklmws/\3M3VT22 T55 17T T
k,l,m3\,3u,3v
m>A\

YT e T T T,
k,l,m 3A3p3v
0<m<A
Entdo s(f?w!) = f?s(w') como querfamos. A demonstragao
da igualdade 2) é feita de modo analogo a 3).
Dada s, observamos que todas as condigoes do Lema sao
satisfeitas e assim, concluimos que C' = A®AUF),
|
Pela proposicao anterior, vemos que A(SLq(2)) é uma A(F)-
extensao de Hopf-Galois. Ainda, com base na Proposigao dada no

Apéndice [B] temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.7 A(SLy(2)) € uma A(F)-extensio de Hopf-Galois fi-
elmente plana de Fr(A(SL(2,C))).

Demonstracao: Mostraremos que A(SLy(2)) atende as hipéteses da
Proposigao De fato, vemos que A(SL,(2)) é A(SL(2,C))-bimodulo,
uma vez que

T TT3) = (T T T 3k) TH T TS,
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emquem=+t+m,n=i+nep=1i+Dp.

E finitamente gerado, pois
dima(sr(2,c))(A(SLq(2))) = dimc(A(F)) = 27.
E a projetividade segue do fato de que
{T T T3 bnnopeqo,1,2y € AT T2 Ty, T13 151 T55 < m, 1, s € No,n € N}

e portanto, é L.L
Notemos que aqui, estamos considerando R = A(SL(2,C)) e
P = A(SL4(2)).
|
Por fim, vemos que a sequéncia exata dada em [£.5]satisfaz as

condi¢oes da Definicao

Corolario 4.8 A sequéncia
A(SL(2,C)) == A(SLy(2)) "= A(F)

€ uma sequéncia estritamente exata de dlgebras de Hopf.

Demonstragao: Como Fr(A(SL(2,C))) € Z(A(SLy(2))), segue que
> p)Fr(A(SL(2,C)))S(pe)) U S(pa)) Fr(A(SL(2,C)))p2) estd con-
tido em Fr(A(SL(2,C))), para todo p € A(SL,(2)).

Logo, Fr(A(SL(2,C))) é uma subalgebra normal de A(SL,(2))
e portanto a sequéncia de algebras de Hopf [L.5] é estritamente exata.
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4.5 O Quociente de A(SL,(2)) como Exten-
sao de Hopf-Galois Fendida

Nesta sec@o, provamos que o quociente A(SLy(2))/(T21), ao
qual denotamos por A, de A(SL,(2)), pode ser visto como uma exten-
sao de Hopf-Galois fendida. O foco principal sera determinar explicita-
mente o morfismo fenda e consequentemente, conseguimos determinar
uma estrutura de produto cruzado sobre A, exibindo explicitamente
o cociclo e a agao do cociclo.

As relagoes definidoras de A sao dadas por:
T Tio = qThoTh1, TioToe = qTooThe, TiaToy = TooT1y =14, (4.7)

Iniciamos vendo alguns resultados da se¢ao anterior que conti-
nuam sendo validos quando quocientamos o grupo quantico A(SL,(2))
por (To1).

Primeiramente, podemos definir uma base sobre A, a saber:

Proposicao 4.9 O conjunto {TV,T1y, T8 Tis Ykt prezirso € uma base

de A+.

Demonstragao: Assim como no Lema [£.1] usaremos o Lema do Dia-
mante dado no Apéndice Defina X = {T11,T12, T2} e coloquemos

as relagoes definidoras de A no sistema de redugoes
S = {01, 02,03, J4}a

emque oy = (T117T22,14, ), 02 = (To2Ti1,14, ), 03 = (T12T11,q ' T11Th2)
e o4 = (T12T%2, ¢To2T12). Fazendo com que a algebra A, coincida com

a algebra R dada no respectivo lema.
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Notamos que 3 = {17, T},, T5T!s} é o conjunto dos polind-
mios irredutiveis sobre S e portanto, uma base para C(X),.. Ainda,

sobre X definimos uma ordem dada por
Ti1 < Toe < Tho

e para mondmios A, B € (X}, dizemos que A < B se o comprimento
de A é menor que o de B (I(A) < I(B)), e no caso em que [(A) = I(B),

usamos a ordem lexografica em X (A),

Essa ordem é uma ordem total de semigrupos, compativel

com S e satisfazendo a condi¢do de cadeia descendente.

Resta mostrarmos que todas as ambiguidades de S dadas

abaixo sao resolviveis:
1) (03,01, T12,T11,T22) 2) (04,09,T12,To2,T11)
Para tanto, temos de ver se existem r1, r], 79, r) tais que
ri(q T T Tao) = ri(Ti2la,) r2(qTooT12T11) = 15(T1214, )

De fato, tomando r1 = rry,0414, 5 r1 o morfismo identidade,

= : fi identidad
T2 = TTyyos14, € T NOvamente o morfismo identidade, vemos que as
ambiguidades dadas acima sao resolviveis. E entao, pelo Lema do Di-

amante, temos que 3 é uma base para A .
[ |

Com isso, vemos que a comultiplicagdo A nos elementos da
base de Ay é menos complicada do que em A(SLy(2)) e dada através

das seguintes formulas:
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o A(THTY,) =

r r
P+ —p I X alal
T1 Ty " @ T TipT5

n=0 u
l l
_ I— kel
o A(THT!y) = Zo " WTETE T @ Tyy ™ ~HTY,.
=0\ p

Em que k € Z%, p,r,l € Z, e novamente adotamos a nao sim-
plificacao das férmulas a fim de facilitar nossos célculos futuros

com essas expressf)es.

Assim como antes, queremos construir uma sequéncia exata
de algebras de Hopf, porém, P = A, = (T»), B = By := A(SL(2,C))/(T12)
eH=H, :=A, /(Tij—0ij)i=1,jef1,2} = A(F)/{Ty1). Para tanto, con-

sideramos novamente a idéia do morfismo de Frobenius, definindo,

F’I"+ : B+ — A+

al 3
Ty — T3

Notamos que as propriedades vistas na Segao [4.4] para o mor-

fismo de Frobenius continuam validas, logo, a sequéncia

F’r’+

By — > A(SLy(2)) —> H..

é uma sequéncia exata de algebras de Hopf.
Analogamente ao que foi demonstrado na Proposicao[4-4] po-
demos definir uma base para H a partir da base definida para A, .
Salientamos que o conjunto {Tzkzﬂz} pode ser reescrito como
{T2TL,} uma vez que Thy = T2, pela Proposicao Na verdade, a
proposicao nos diz que fQQ = ffl(lA(F) + Tlgfgl) e assim, tomando o

quociente por Tzl, temos de fato o proposto acima. Assim,
Proposicao 4.10 O conjunto {Tfhf{?}p’re{o,l,g} ¢ uma base de H .
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A demonstracao deste fato segue tal e qual a demonstragao

da Proposigao [£.4] e portanto, a omitiremos.

Vemos ainda que a coacgdo de Hy em A, é dada de modo

usual pelo morfismo

P A+ — A+®H+
Tij = ([a, ®@71)A(T5)

e é definida na base pelas seguintes formulas.

r T

r — r— r— T2r+p—2pmp .
d P(T1p1T12) => q n 2M)TﬁJmle a ®T11+p MTluzv
pn=0 o’
l l ~ ~
— 1— 2(k+1—
b P(T21€2T1l2) = A qu(l ”)Tzszﬁle ® T11( H)Tllé-
K= H

Em que k€ Z ep,r,l € Z,.
Proposicao 4.11 A, é uma H, -extensio de Hopf-Galois de FR(B).

Demonstragao: Assim como na Proposicio a demonstracio
deste fato tem seu analogo, Proposi¢ao [4.6] na Secao [£:4] Porém, por
ser um resultado importante, indicaremos o caminho a seguir sem apre-

sentarmos os pormenores de célculos.

Primeiro, vemos que Fry(By) é uma subalgebra de Aj_()H+.

Entao, podemos definir o morfismo

can A+®FT+(B+) A+ — A+®H+

, para todo i, 7, k,1l € {1,2}.
Tij @ Tha = (T © 1, )p(Th)

Por fim, vemos que existe um morfismo unital, C-linear a
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direita, s : A — C dado por

TP T se p,1 € 37;
s(ThT) = 0
0 , caso contrario.

k il .
S(TLTL) = 15115 , sek,l € 3Z;
0 , caso contrario.

para todo p,r, k,l € Ny, k > 0.

Assim, Fry(By) = ATHJr e portanto, o morfismo can dado
acima é o morfismo que buscamos da definicao de extensoes de Hopf-

Galois.

Proposigao 4.12 A, é uma H,-extensdo de Hopf-Galois fendida de
Fry(By).

Demonstracao: A idéia da demonstragdo é construir um morfismo
fenda, ou seja, um morfismo de H, para A, inversivel por produto
de convolucao. Para tanto, faremos uso de alguns resultados dados na

Segao 2.3.

Definimos a familia de morfismos

Yo Ay = Fry(By)
THhT{, Tffogéofo{)(ﬁ) ’
THTh = ng’stf’zt‘soiT;;(k)
em que v : {0,1,2} — Z é uma fungdo qualquer, com v(0) = 0,

p=3i+pr=3j+7 k=3s+kel=3t+1.
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Claramente, 9, ¢ um morfismo unital, pois

Py(la,) = 500Tff(0) =1lpr,(By)-

E também é Fry (B4 )-linear a esquerda pela propria definigao.
Resta vermos que é inversivel por produto de convolugao. De

fato, definimos

v, Ay = Fry(By)
r —3v(p 3i j
THT, — 011 (p)S(Tflezj) )
—3u(k s
THT, — O0i 22 ()S(T232T132t)

onde v, p, r, k e [ sao definidos como acima.

Os detalhes da demonstracio de que 1, 1, = noe = 1, x1,
sao dados no Apéndice

Entéao, pelo Corolario 2:37] existe uma familia de morfismos

fenda v, : Hy — Ay. A saber,

TP r r r —3 r]1+v r r
Wo(ThThy) = BTG TH T, = 77 el ery,

emque3[p+rli +[p+ra=p+7r,0<[p+rla <3
[
Como A, é uma H,-extensao de Hopf-Galois fendida de
Fri(B4), podemos pensar na estrutura de produto cruzado existente,
ouseja, Ay ~ Fr  (By)#,, H,, onde o cociclo 0, é dado pela aplicagao
do Lema @ Calculemos explicitamente o morfismo 0.
Primeiramente, tomemos uma fungao v : {0, 1,2} — Z satis-
fazendo as condi¢bes do teorema anterior e tal que v(1) =0ev(2) = 1.

Assim, o morfismo fenda, calculado em {T] 715}, rcq0,1,2}, que € uma
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FR,(B4)-base de A, é dado por

Y(lm,) = 1la, YT12) = Ti YT{T2) = T5'Ti
’Y(Tll) = Tn ’Y(’ffz) = Tﬁ3T122 W(Tvllffz) = Tﬂ2T122
WTh) = Tn'  A(TuTw) = T5°Tw  A(TATE) = T4'Th

Assim, pelo Lema [2.23] definimos o cociclo

v Hy ® Hi — Fry(By), em que:

(T11T12 ® T11T12) _ T_3([p+7"]1+[k+l]1+“([p+7"]2)+“([k+l]2))+10+k

r4-l—/y +k - o(lr k)
TrH (T, ") B+l +1) k)

ser+l=0our+Il=3e
oy (THh T, ® T Ti,) = (e @ e)(TH T, ® T 1Y),

ser+1#0e3.

Ou ainda, de forma mais explicita,

oy (Thy © T11) = T3 oy (Th ® TH) = T3

Oy (T12 @ T T3) = ¢T°Th U'y(T12 ® THTE) = qT},
J’Y(T12 ® T11T12) = qTﬁ6T132 Uv( 2@ T11T12) = q2T1713T132
o (TuTi®@ TuTh) = CTRTE o(TuT @ TRTE) = 15 Th
o (TH T ® TnTh) = PTR°TS o (TRTe @ TATY) = oI5°TH
oy (T Tl © TnT) = qTR°TH oy (TuTh @ THT) = ¢T5°Th
oy (TATH @ TuTn) = ¢I5°Th oy (TATH @ T T) = T T,
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On Ty @ T%) = T°TH

(
(Tt @ Tha) = T,°T},
oy (T11 T2 ® T) = T,°T%
oy (T T2 @ T) = T;,°T3,
0y (T11T% @ Tha) = T°T%,
oy (TATE ® Tia) = T
Oyloutros elementos da base = € ®E.

A acdo do cociclo é a trivial, uma vez que Fro (B4) esta con-

tida no centro de A . Portanto, vemos que vale a seguinte proposicao.

Proposigao 4.13 A, ¢é isomorfo, como comddulo dlgebra, ao produto
cruzado de Fry(By) com Hy, ou seja, Ay ~ Fr(By)#, Hy, em

que o, € o cociclo.

Mais explicitamente, podemos dizer que a estrutura de alge-
bra sobre Fr, (By)® H, coincide com a estrutura de algebra de A, e

pode ser dada pela formula

(x@h) - (y@1) = zyoy(ha) @ 1)) ® hz)la).
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Consideracoes Finais

Quando estudamos uma teoria dentro da Algebra, nossa ideia,
além de aprendermos sobre ela, é buscar associagoes pertinentes com
outros campos de estudo. Ou ainda, sabermos se ao definirmos certas
propriedades sobre uma estrutura, podemos obter resultados equiva-

lentes para um caso mais geral.

Porém, vemos que o Capitulo[3] vai no contrafluxo desta idéia,
uma vez que definimos os conceitos de extensao para um caso mais geral
(bidlgebras), mas acabamos caindo novamente no conceito de algebras
de Hopf, desde que as condigoes do Teorema [3.5]sejam satisfeitas, o que

torna este capitulo deveras interessante.

Um outro fator interessante a ser comentado é a escolha do
grupo quantico A(SL,(2)). Salientamos que geralmente, quando se
trata do estudo de extensoes, principalmente extensoes de Hopf-Galois,
os exemplos que usualmente aparecem sao os de demonstragao trivial,
assim, tomar a estrutura de A(SL,(2)) como algebra de Hopf, e a partir
dai tentar construir todas as relagoes de extensoes que podemos obter,
sem contar na construgao explicita da estrutura de produto cruzado.
Cabe salientarmos que, embora nao tenha sido feito no trabalho, sobre o

grupo quantico A(SL,(2)) podemos definir uma estrutura de biproduto
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cruzado e também, dado um quociente pertinente, podemos calcular
integrais sobre A(F).

Por fim, fica a proposta de estudos futuros, uma vez que,
tanto podemos generalizar os resultados para k um anel comutativo
com unidade ao invés de corpo. Ou ainda, podemos pensar no uso de

estruturas diferentes da algebra de Hopf.
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Apéndice A
Algebras e Coalgebras

A.1 Algebras

Seja k um corpo. Assumindo conhecidos os resultados bési-
cos sobre produto tensorial, iniciamos este capitulo definindo a nocgao
classica e a nogao por diagramas de dlgebra e vemos que as definigoes

sao equivalentes.

Definigao A.1 Uma k-dlgebra unital A é um anel com unidade que
possui uma estrutura de k-espaco vetorial e para todo o € k e todo
a, b€ A temos:

a-(ab) = (a-a)b=a(a-b)

em que ab representa a multiplicacao no anel A dos elementos a e b.

Antes de darmos proseguimento ao trabalho, lembramos que
¢ : k — A definida por ¢(a) = a- 14 é um monomorfismo de anéis e é

k-linear.
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Definicao A.2 Uma k-dlgebra é uma tripla (A, u, n), em que A €
um k-espaco vetorial, p: AR A — A en:k — A sio morfismos de

k-espagos vetoriais tais que os sequintes diagramas comutam:

A A A A A A A
= N
nRI A 12 k@A M A®k'
AgA—" o4 \ /
© A

em que L4 € a identidade em A e os isomorfismos do sequndo diagrama

sao os isomorfismos canonicos dados por:

Pv:A— ARk p:A—Ek®A

ar—a® 1 a— 1 ®a

Chamamos p de multiplicacao e 1 de unidade. O primeiro diagrama

representa a associatividade da dlgebra e € a mesma coisa que:

po(la®@p)=po(p®la) (A1)

Jd o sequndo diagrama nos fornece

pom@Ig)op=14 e po(la®mn)op=1I14. (A.2)

Vejamos que as defini¢oes de algebra dadas acima sao equi-

valentes.

Seja A uma algebra como na Defini¢ao Claramente,
M : Ax A — A dada por M(a,b) = ab é uma aplicacao bilinear.
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Portanto, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma
tnica p: A® A — A k-linear tal que pu(a ® b) = M(a,b) = ab. Defina-
mos 11 = ¢, em que ¢ é a aplicagao k-linear dada abaixo da Defini¢ao
[A71] Verifiquemos que os diagramas da Definigao [A-2) comutam. Sejam

a, b, c € A, logo:

(Ho(Ta®@p))(a®b®c)=pula® pudec)) = pla® be) = a(be).

Do mesmo modo,

(po(p®Ia))(a®b®c)=p(ula®b) @c) = plab® c) = (ab)c.

Portanto, po (u®1I4) = po(Ia® u), pois a(be) = (ab)c, pela

associatividade do anel. Ainda, para todo a € A,
(mo(Ta®n)oy)(a) = pla®@n(ly)) = an(ly) = a.

Analagomente, mostramos que (o (n® I4) o) = I4. As-

sim, os diagramas comutam, e segue que (A, i, n) é uma algebra pela
Definigao [A2}

Por outro lado, seja (A, i, ) uma algebra pela Deﬁni@éo
Entao A é um k-espaco vetorial. Precisamos definir uma estrutura
de anel em A. De fato, sejam a, b € A, definimos a multiplicacdo
ab = p(a®b). Como pro(puols) = pu(laop), temos que a multiplicagdo
definida acima é associativa, e sendo p linear, para todo a, b, ¢ € A

temos:

(a+b)c=p((a+b)®c) = pla®@c+bRc¢) = pla®c) +u(b®c) = ab+be
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Do mesmo modo, vemos que a(b+ ¢) = ab+ ac. Ainda, como
1 é k-linear e o produto tensorial é sobre k, é facil vermos que para
todo « € k,
a-(ab) = (a-a)b=a(a-b).

Por fim, como po (14 ®n) oy =14, segue que n(ly) =14 €
portanto A é uma algebra pela Defini¢ao

Este resultado nos garante que é indiferente tratarmos uma
algebra pela Definicao ou pela Definigao [A22]

Assim, quando nos referimos a uma k-algebra (A, u,n), dire-

mos somente a dlgebra A.
Exemplo A.3 Todo corpo k é uma dlgebra sobre si mesmo.

Exemplo A.4 (Algebra de Fungdes) Sejam k um corpo e X # 0
um congunto. Defina F(X) ={f:X — k: f é fungdo}. Entao F(X)
€ uma dlgebra com o produto, multiplicacdo por escalar e soma ponto

a ponto.

Exemplo A.5 (Algebra Produto Tensorial) Sejam A e B k-dlgebras
eoap: A® B — B® A o isomorfismo denominado flip, definido por
oap(a®b) =b® a. Notemos que o indice do morfismo flip denota as
dlgebras que estao sendo reposicionadas no produto tensorial. Isto fica

mais evidente no exemplo abaizo:

024 0 A1 @A ®@A3RA; — A1 ®ALQA3® As

M RasRaz®ay — a1 Qays® az ® asg,

em que A1, As, Az e Ay sao espacgos vetoriais sobre k. Assim, podemos

definir uma estrutura de dlgebra ao k-espago vetorial A ® B tomando
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taes = (La®up)ooas e unidade nagp(A) = M1a®1p). Esta dlgebra

é chamada dlgebra produto tensorial.

Exemplo A.6 (Algebra de grupo) Seja G um grupo com operagao
x. A dlgebra de grupo kG € o conjunto de todas as combinagoes lineares
finitas de elementos de G com coeficientes em k, ou seja, seus elementos

s@o somas finitas da forma

Z g4,

geG

onde assumimos que ag = 0 a menos de um niumero finito de g € G.
Entao € fdcil ver que kG € uma dlgebra sobre k com respeito a operagio

+ dada por

Z ag9 + Z bgg = Z(ag +b4)9,

geG geG geG

produto por escalar dado por

a) agg=Y (aay)g,

geG geG

e multiplicacdo dada por

(agg) * (bgh) = (agbn)gh.

Seque desta definicao que a unidade da dlgebra kG € o elemento neutro

do grupo.

Exemplo A.7 (Algebra oposta A°?) Seja A wma dlgebra. Defini-
mos a fun¢ao pu°? = poo, em que o € o morfismo definido no exemplo

[A.8 Claramente, (A, i, n) € uma dlgebra.
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Assim como a associatividade, podemos estabelecer a nogao

de comutatividade para uma algebra via diagramas, a saber:

Definicao A.8 Uma dlgebra (A, p,n) € dita comutativa se o diagrama

A A— T AR A

N

€ comutativo, ou seja, poo =, em que 0 : AR A— AR A € funcao

flip.

Definigao A.9 Seja A uma dlgebra. Um subespaco vetorial B C A ¢
dito uma subdlgebra se u(B ® B) C B.

Definigao A.10 Seja A uma dlgebra. Um subespago vetorial I C A ¢
chamado:

(i) Um ideal a esquerda (a direita) se u(A ® I) C I (respec-
tivamente u(l ® A) C I);

(ii) Um ideal se p(A@ I +1® A) C I

Definicao A.11 Sejam (A,pa,na) e (B,up,np) dlgebras. Dizemos
que f : A — B € um morfismo de dlgebras se f € um morfismo de anéis
e de espagos vetoriais tal que f(14) = 1g. Ou , utilizando diagramas,
dizemos que uma funcao k-linear f : A — B € um morfismo de dlgebras

se 0s sequintes diagramas sao comutativos:

AeAl® penB

A 4f> B
MA\L lﬂB \ /
A nB
k

A——>B
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Antes de continuarmos a estruturar o conceito de algebras,
fazemos mengdo a um lema que aparece na teoria de produto tenso-
rial para espagos vetoriais, e que utilizamos para demonstrar alguns

resultados. Ao leitor interessado em sua demonstragao, indicamos [9].

Lema A.12 Sejam V e W espagos vetoriais e T : V. — W uma fun¢ao
linear. Entao ker(T®T) =ker(T)®V +V ® ker(T).

Observamos que se f : A — B um morfismo de algebras,
entdo Im(f) é uma subalgebra de B e ker(f) é um ideal de A.
De fato, como fopus = upo (f ® f), temos:

pp(Im(f) @ Im(f)) ns(f(A) © f(A))
= (upo(f®@[)(A®A)
= (fopa)(A®A)

fua(A® A)) C f(A) = Im(f),

o que nos mostra que I'm(f) é uma subéalgebra de B.

Para mostrarmos que ker(f) ¢ um ideal de A, notemos que
(upo(f®f))(ker(f® f)) = {0}. e como f é um morfismo de algebras,
temos que (foua)(ker(f®f)) = {0}. Portanto, pa(ker(f®f)) C ker(f)
e segue pelo Lema que pa(ker(f) @ A+ AQker(f)) C ker(f).
Concluindo que ker(f) é um ideal de A.

Proposigao A.13 Sejam A uma dlgebra, I um ideal de A e : A —
A/I a aplicagio candnica de espagos vetoriais. Entdo:

(i) Existe uma tnica estrutura de algebra em A/T tal que 7
é um morfismo de algebras;

(ii) Se f : A — B é um morfismo de &dlgebras tal que I C
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ker(f), entdo existe um tnico morfismo de algebras f : A/I — B tal

que for = f.

Demonstragao: (i) Como ker(w) = I e I éideal de A, pelo Lema

temos que ker(m ® m) C ker(w o u) e, pelo Teorema do Homomorfismo

para espagos vetoriais, existe uma unica aplicacdo linear it : A/ ®

A/I — A/I tal que o seguinte diagrama comuta:

TR

ARA———A/I®A/I
Iz I (A.3)
A - AJT

Ou seja, 11 é tal que fi(@ ® b) = 7(u(a ® b)) = ab, para todo

a,b € A/I ® A/I. Notamos que @ = a + I = 7(a), para todo a € A.

Vejamos que vale a comutatividade dos diagramas que definem uma

algebra. Sejam @,b,¢ € A/I.

(fio(idem))(@®b®¢)

7i((ab) ©2)

(fio(Ti®id)(@®b®7e).

Novamente pelo Teorema do Homomorfismo, existe uma tinica

fungao linear 77 : k — A/I tal que mon = 7. Entao, para todoa € A/I,



temos:

(Fo(idem)oy)(@ = n@en(ly) =p@nl))

= 7(pula®@n(ly))) =n(a) =

8l

Analogamente, vemos que (1o (T®1id) o ¢)(a) = a. Portanto,
(A/1,7,7) satisfaz a Defini¢ao e & uma algebra. Pelo diagrama
[A74] vemos que 7 é um morfismo de algebras.

(if) Como I C ker(f), novamente pelo Teorema do Homo-
morfismo para espacos vetoriais, existe uma tinica aplicacdo linear f :

A/I — B tal que fow = f. Vejamos que f ¢ morfismo de &lgebras.
Sejam @,b € A/I, logo:

(fom@®b) = f(r(u(a®b)) = f(pala®b))
= (fopa)(a®Dd) = (po(f®f))(a®b)
= pup(f(a)® f(b)) = up(f(@ ® f(b))

= (upo(fe@fH@abd),

e, para todo « € k temos

(fom)(a) = f(m(na())) = f(na(e)) = ns(a).

Portanto, f é um morfismo de algebras.

Corolario A.14 Sejam A e B dlgebras e f : A — B um morfismo de
dlgebras. Entdo f: A/ker(f) — Im(f) é um isomorfismo.

Definicao A.15 Seja X um conjunto. Uma dlgebra livre é um par

(£, 1) em que £ € uma dlgebra e v : X — £ uma fungao tal que para
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qualquer dlgebra A e toda funcao f : X — A, existe uma unica funcao
f: & — A que é morfismo de dlgebras tal que foi = f, ou seja, o

sequinte diagrama € comutativo:

Iy
I
/
\
X—A
f

Teorema A.16 FEziste uma dlgebra como na Defini¢io e ela é

unica a menos de isomorfismo.

Demonstragao: Seja X um conjunto qualquer. Definimos uma pala-
vra de tamanho n em X como sendo uma n-upla (21, z2,...,x,) € X™.
Para facilitarmos nossa escrita, denotamos uma palavra (21, 22, . .., Zn)
COMO T1TT3 ... Ty
Uma concatenagio (denotada por -) de duas palavras z12s . .. 2,
€ Y192 - - - Ym € dada por uma nova palavra x1%s ... TpY1Y2 - - - Ym de ta-
manho n+m, ouseja, (z122...2n) (Y1Y2 - - Ym) = T1T2 - . - TnY1Y2 - - - Ym-
Ainda, definimos que se n = 0, entao nossa palavra seréd a
palavra vazia e a denotamos por (). A concatenacio da palavra vazia

por uma palavra qualquer é dada por
(x122 ... 20) 0=0- (x122 ... Tp) = 212 ... Tpy.

Denotamos por k{X} o espago vetorial gerado por todas as
palavras de tamanho arbitrario. Para cada palavra z; ...z, pode-
mos definir uma transformagdo linear ., ., : k{X} — k{X} que

nos elementos da base é dada exatamente pela concatenagao, ou seja,

Mayozn (U1 Ym) = (@10 Tp) - Y1+ Ym) = T1T2 - .. TpY1Y2 - - - Y-
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Consideremos

g KXY o LX) E{XY})

(a:lxn) = Uy .z

emque L(K{X}, k{X}) ={T: k{X} — k{X} : T é transformacéao linear}.
Assim, definimos a multiplica¢do em k{X} como sendo

pe k{X}xE{X} — k{X}
(z,y) = (@) (y),

para cada z,y € k{X}.

Notamos que a multiplicagao é bilinear e associativa por cons-
trugao, uma vez que a concatenagao é associativa, e, além disso, temos
que a palavra vazia representa a unidade relativa a esta multiplicagao.
Temos também i : X — k{X} inclusdo candnica, em que cada elemento

de X ¢é visto como uma palavra de uma tnica letra em k{X}.

Mostremos que (k{X},1) satisfaz a Definigéo e & Gnica

a menos de isomorfismo.

De fato, sejam A uma algebra e f : X — A uma fun-
cdo. Definimos f : k{X} — A sobre as palavras por f(zi...1,) =
f(x1) ... f(zn), onde no lado direito da igualdade estamos considerando
o produto na algebra A. Definimos ainda f: ((7)) = 14. Para finalizarmos,

estendemos linearmente f & k{X} e claramente, f oi = f.

Vejamos que f é tnica. Suponhamos que exista o morfismo

de algebras g : kK{X} — A tal que goi = f. Entéao, para todo elemento
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D=y > Ay, Tiy c - Ty, temos:

[AKZRER

0(S 5 Ananom) = £ T Nwglen) - olon)

AR SRR 2

= Z Z Xigooiy (goi)(xs) ... (goi)(xy,)
= Z Z Aiy 'inf(xll) f(xln)

Por outro lado

f(Z > )\i1-~~z‘n$i1"'$in> = > > >\i1~--in?($i1)"'?$in

= XX Niy i (F 0 ) (i) o (f o) (ws,)
22 Ay f(iy) - f(@i,)-

Logo, f = g. Portanto, (k{X},4) é uma algebra livre.

Para mostrarmos a unicidade da &lgebra livre, seja (M, h)

como na definigao

Entdo por um lado temos i o h =% , ou seja,

M
e
A

Por outro lado temos h o = h, ou seja, o seguinte diagrama

comuta:



Portanto, (hoi)oh = h, ou seja, o seguinte diagrama comuta:

Porém, este diagrama também comuta com a funcao identi-
dade In. Logo pela unicidade das funcoes, hoi = Irs. Analogamente
mostra-se que ¢ o h = Inxy-

Teorema A.17 Seja A uma dlgebra. Entao A € o quociente de uma

dlgebra livre.

Demonstragao: Seja X um conjunto de geradores para a algebra A.
Entao existe um tnico f : k{X} — A morfismo de 4lgebras tal que o

seguinte diagrama comuta

ou seja, f(x) = x para qualquer x € X.
Vejamos que f é sobrejetora.

Seja a € A, logo a =>. > Nijein®iy - Tiy, T, € X

J
1€EN d1-ip

para todo j. Portanto, tomando y =" > A, .. @y @i, € K{X}
€N iy iy
temos que
f() :Z Z Niyovviy [ (Tiy -+ 4,,) :Z Z Aig i Tiy *** T, = G
1EN d1-ip 1€EN d1-iy
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Sendo f um morfismo de algebras, vimos que ker(f) é um
ideal de k{X}. Assim, pela Proposicao[A.13|segue que k{X}/ ker(f) =
Im(f)=A.

[

Exemplo A.18 (Algebra Tensorial) Seja V um espago vetorial, de-
finimos a dlgebra tensorial T(V) = % Ve em que VO =k, V& =
n=0

V®...QV, para todon > 1. Ainda, sex =11 ®...Q0v, € VO ¢
—_————

n vezes

y=v|®...Q@uv. € VO definimos o produto xy por:
Y= (1®...00,)V,Q...0u.) =11 ®...0v,8v,®...Qu. € VENF

sendo 1, € k a unidade da dlgebra T(V').

Definicao A.19 Um par (g,[,]), em que g € um espago vetorial e [,] :
g X g—g € uma aplicacdo bilinear chamada comutador ou colchete de
Lie, é dito uma dlgebra de Lie se [,] satisfaz:

(i) [x,x] = 0, para todo = € g (anti-simetria);

(ii) [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [z, y]] = O para todo z,y,z € g
(identidade de Jacobi).

Ainda, se g e h sao algebras de Lie, entao uma aplicagao
linear f : g — b é dita ser um homomorfismo de algebras de Lie se

[f(2), f(y)] = f([x,y]) para todo Y,y € g.

Exemplo A.20 Se A é uma dlgebra entao o comutador dado por [z, y]

xy — yx dd uma estrutura de dlgebra de Lie para A.

Exemplo A.21 (Algebra envolvente universal) Seja g uma dlge-
bra de Lie, construtremos uma dlgebra na qual g estd imersa e cujo

comutador de g é dado pelo comutador da dlgebra. Seja T(g) a dlgebra
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tensorial relativa ao espago vetorial g e considere o ideal I(g) C T(g)
gerado por expressoes do tipo x @y —y @ x — [x,y] para x,y € g. A dl-
gebra quociente U(g) = T(g)/1(g) (vide Proposi¢io[A.13), denominada
dlgebra envolvente de g.

Para vermos que existe uma injegdo de g em U(g) mostremos
que

I(g) = ker(m : T(g) — U(g))[ o = {0}.

De fato, seja {e;}ica uma base de g em que Q@ € um conjunto
de indices totalmente ordenados. Dai, um elemento ¢ € I1(g) pode ser

escrito como uma soma finita da forma

c= Y ai; @ (e ®e —e @e; —[eje]) @ by,
i<jeQ
em que a;j, b;j € T(g). Como {e;}icqo € uma base para g, temos que
c= Z a;; ®(e;®e; —e;Qe;)®b;; =0 se, e somente se, a;; =0 ou
i<jeQ

b;; = 0 para todo par (i,7).

O que implica em ¢ = 0. Assim, se supormos ¢ # 0, temos
que ¢ sempre possui um somando da forma x;; @ (e; ® e; — e; ® e;) ou

(e ®e; —e; @ej) ®yij, e portanto ¢ & g.

A.2 Coalgebras

Uma das importancias da Defini¢ao [A2] ¢ que em sua na-
tureza categorica, esta definigao pode ser dualizada, nos dando uma
estrutura conhecida por codlgebras, o que serd o nosso préximo campo

de estudos.

Defini¢gdo A.22 Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A,¢g), em que C €
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um k-espaco vetorial, A : C - C®@C ec: C — k sdo morfismos de

k-espagos vetoriais tais que os diagramas abairo sao comutativos

c—2 ~0xC
w—l w_l

A 1A keC A Cok
e®I I®e

As aplicagoes A e € sdo chamadas comultiplicacdo e couni-
dade da coalgebra O, respectivamente. Os isomorfismos canonicos ¢!
e 9! sao dados por p H(a®c) =ace ! H(c®a) = ca. A comuta-
tividade do diagrama do lado esquerdo é chamada coassociatividade e

nos fornece

(ARI)oA=(I®A)oA. (A.4)

Ja a comutatividade do segundo diagrama é chamada axioma da cou-

nidade e nos fornece
@_1o(g®])oA:I:w_1o(I®5)oA (A.5)

A partir deste ponto, sempre que nos referirmos a uma k-
coalgebra (C, A, €) omitiremos o corpo k e as aplicagdes estruturais A

e €. Simplesmente diremos a coalgebra C'.

Exemplo A.23 Sejam X um conjunto nao-vazio e kX o k-espaco ve-
torial com base X. Entao kX € uma codlgebra com comultiplicacdo A
e counidade £ dadas, respectivamente, por Alx) = x @ x e e(x) = 1,

para qualquer © € X e estendidas por linearidade.
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Exemplo A.24 (Coalgebra da poténcia dividida) Seja C' um k-

espago vetorial com base {cy, : m € N}. Entdao C é uma codlgebra com

comultiplicacao A e counidade € dadas por A(cy,) =Y 1v ¢ @ Cm—; €

e(em) = 00,m, em que &; ; € o delta de Kronecker. Mostremos que C €

uma codlgebra.

Notemos primeiramente que

m m
Alem) = Z CiRCm—i = Z Crm—i®C; =
=0 =0

Assim,

(A®I)A(em)

i+j=m

AaD( Y o)

i+j=m

Z A(e;) ® ¢

i+j=m

Z ch@)cl@cj

itj=m k+l=i

Z Ck Ry

k+l+j=m

TRA)( D c®cn)

k+h=m

Z cr ® A(Ch>

k+h=m

Z Z Ck Q@ ®cy

k+th=m I+j=h

Z k¥ ®Qcy.

k+l+j=m

Z ci®cj, para todo m € N.

(A7)

(A.8)

Portanto, (ARI)oA = (IQA)oA. Vejamos a comutatividade
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do sequndo diagrama. Para m € N, temos:

e e®DAn) = ¢ @D ®en)
=0

m
= E Ecz X Cm— Z
=0

5(Ci)cm7i

m
= E 50,i0m7i = Cm-
i=0

I
i

Analogamente mostra-se a outra igualdade. Logo, C é uma

codlgebra. Esta codlgebra é chamada codlgebra da poténcia dividida.

Exemplo A.25 No exemplo [A.6 vimos que kG é uma dlgebra, da-
remos agora wma estrutura de codlgebra em kG. E facil vermos que

{9}gec C kG € uma base para kG. Assim, definimos:

A kG — EGRKG

g — g®g

e
e kG — k
g — 1

Claramente, (kG, A, ¢) € uma codlgebra.

Exemplo A.26 Sejam n > 1 inteiro, M¢(n,k) um k-espago vetorial
de dimensdo n* e {e;;}1<ij<n uma base de M¢(n,k) e definimos em

M¢°(n, k) uma comultiplicagao A(e;j) = Z eip ® epj e uma counidade
p_
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e(eij) = d; ;. Desta maneira, M°(n, k) é uma codlgebra, chamada codl-

gebra de matrizes. De fato, temos que

(T®A)oA)(ei;) = (ITRA)D eip®ep))

= Z eip @ Aep;)

p=1
n n
= E eip ® E €pg X €qj
p=1 q=1

= E , €ip & Epg @ €qj.-
1<p,g<n

Por outro lado,

(A®DA(ey) = (AN eip®ey)
p=1

= Z Aleip) ® ep;

p=1

= E €ig & €qp B €pj
1<p,g<n

= E eip ® epq ® €qj.

1<p,g<n

Portanto, o primeiro diagrama comuta. Mostremos que o~ 'o

(e®1)o A= Iyre(nr)- De fato,

e e@DA(eyy) = ¢_1(5®I>(EZ:1 eip @ €pj)
= <P71(ZZ:1 e(eip) ® ep;)
= ZZ:l e(eip)ep;

AN N ——
= p=194,p €pj = €ij-

Logo, M¢(n,k) é uma codlgebra.
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yeremos agora uma notacgio para Serve para reescrevermos
Ac) = Zc(“) ® c(i2), ¢ € C uma codlgebra. A esta nova notagio
chamamé?de Notagao de Sweedler e denotamos, para todo ¢ € C,
o elemento A(c) =) c¢(1) ® ¢(2)- A notagdo de Sweedler omite o in-

(&3
dice i, facilitando assim muitas manipulagoes algébricas envolvendo a

expansao no A.

Assim, pela notagdo de Sweedler temos que:

(A®1I)oA)(c) (AaT) (X, ca)@ca)

26 De, CDO(M) B Cy2) @ C2)-

Por outro lado,

(I @A)oA)(e) (I@A) (X, cq) @ew)

26 Dega C) B C@)(1) @ C2)(2)-

Usando a equagao [A-4] temos:

YD cnm @ e =D Y cn) @epm @ e (Al2)

Cc C(l) c C<2)

Este elemento é denotado por
AQ(C) = ZC(l) & ¢(2) @ c(3). (A13)

Agora, seja (C,A,e) uma coalgebra. Definimos a sequéncia

de transformagoes (Ay,),>1, da seguinte maneira

A=A, A :C—=C®...0C
—_———

n-+1lvezes
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onde

A, =(A®I" ') oA, 1, para qualquer n > 2.

Aqui, I denota a fun¢ao identidade em C ® ... ® C.
—_———

n vezes
Analogamente, para qualquer n > 2, podemos escrever A, (c) =

Z c(1) @ ... ® €(n+1), conforme podemos ver em [9].

Ainda, usando a equagao na notacao de Sweedler, obte-

mos

Z eleay)ee) =c= Z ce(c)) (A.14)

C

Mostremos agora que a counidade de uma coalgebra é tnica.

Proposicao A.27 Seja (C,A) um espago vetorial munido de uma co-
multiplicagiao e sejam as counidades €1 : C — k e g9 : C — k tais que

(CyAe1) e (CyAe9) tem estrutura de codlgebra. Entao e1 = e5.

Demonstragao: Seja ¢ € C. Como €1 e g4 sao counidades para a

codgebra C, usando a equagdo [A.14] temos que ¢ = 20(1)51(0(2)) e
também ¢ = Z £2(c(1))c(2)- Entdo, aplicando €; em c, temos:

c

e1(c)

e1 | Y ealewy)ew) | =X e2lcm))ei(ce)
c C

= &2 26(1)61(6(2)) 262(6).

E portanto, €1 = &5.

Proposigao A.28 Seja C uma codlgebra. Entao para todo ¢ € C,

valem:
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(i) 25(0(2))A(0(1)) = A(o);

(i) > cq) ® ce)e(es) = Alo);
(ii) Y e)ele) @ e@) = Ale);
(iv) > eleyees) ® ey = (00 A)(0);

(&

(v) Zs(c(l))a(c(z))c(g) =c.

C

Demonstragao: Seja ¢ € C. Entao

(i) Pela equagdo |A.14| temos que ¢ = 20(1)5(0(2)), e apli-

c
cando A em ambos os lados dessa igualdade, obtemos:

A(C) =A <Z 6(1)6(6(2))> = ZE(C(2))A(C(1)).

C c

(ii) Temos que A(c) = Zc(l) ® c(2). Mas como c(z) ¢ um

elemento de C, pela equagao|A.14} c(z) = Z c2)1)e(c(2)(2)) e portanto

€(2)

e ® ) comelce) @)

C C(z)
DD ey @emmelce) @)

c C(Q)

= 2. ®ce) ®ca).-

C

A(e)

Portanto, A(c) = Z c1) ® 6(6(3))0(2).

C

(iii) A demonstragdo é andloga a (ii), porém utilizamos a
equacio para ¢y € C.
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(iv) Pela equacdo [A.14] sabemos que ¢ = Z e(cr))e(e) e isto

c

implica em

Ale) =3 eleye@) @ caye) =Y elea))c@) © cs)-

c (!(2) c

Portanto,

(coA)c)=0c <Z e(ey)e) ® 0(3)> = Ze(c(l))qg) ® c(2)-

C C

(v) Pela equagao

c=3"Y elcq)elca)ee@ =Y eleay)e(e@) )e):

c 2 c

|

Assim como na algebra, onde definimos as no¢oes de comu-
tatividade, morfismo de algebras, subalgebra e ideal, podemos fazé-
lo para as coélgebras, definindo respectivamente a cocomutatividade,

morfismo de coalgebras, subcoalgebra e coideal, como seguem.

Definicao A.29 Uma codlgebra (C, A, e) € dita cocomutativa se o di-

agrama

€ comutativo, ou seja, para todo ¢ € C,

Ae) = Zc(l) ®c@y = (00A)(c) = Zc(g) ® c(1)-

c C

201



Definicao A.30 Sejam (C,Ac,ec) e (D, Ap,ep) duas codlgebras. Uma
funcao k-linear f : C — D € um morfismo de codlgebras se os sequintes

diagramas sao comutativos:

f

C—D

c— 1 .p
Tk NA
[¥e] €D

k.

C®C——=D®D
fef

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser reescrita

como:

=> fOn®f(c)e —Zf ))@f(e)) = (fof)(Ac(c)),
1 (A.15)

para todo ¢ € C.

Jd a comutatividade do sequndo diagrama pode ser reescrita

como:

(ep o f)(c) = ec(o), (A.16)

para todo ¢ € C.

Definicao A.31 Seja C uma codlgebra. Um k-subespaco D C C' € dito
uma subcodlgebra se A(D) C D® D.

Claramente, se D é uma subcoalgebra, entdao (D, A|p,e|p) é

uma coalgebra.

Exemplo A.32 Seja {C;}ic; uma famiia de subcodlgebras de uma
codlgebra C', entao ZC& é uma subcodlgebra de C'.

el
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De fato, pois

A (ZQ) = ZA(Cz’) c Z(Cz ®C;) C ZC’i ® Zci-
i€l i€l i€l i€l icl
Definicao A.33 Seja (C, A, ) uma codlgebra e I um k-subespago ve-
torial de C'. Dizemos que I:
(i) € um coideal & esquerda (a direita) se A(I) C C ® I (res-
pectivamente A(I) C I ® C);
(ii) € um coideal se A(I) CIT®@C+C®@Iee(l)={0}.

Notamos que todo coideal a esquerda e a direita é um coideal,
mas, diferentemente do que ocorre com ideais em uma algebra, se I for
um coideal de uma coélgebra C, nao necessariamente I sera um coideal

a esquerda e a direita. O proximo exemplo ilustra esta situagao.

Exemplo A.34 Considerando o anel de polinémios k[X] que é uma

codlgebra com comultiplicacao e counidade dadas por:

AX") =(X@1+1®X)", &X")=0 para n>1
Al)=1g1 e (1) =1,

em que 1 =1 = 1px7.
Seja I = kX o k-subespago de k[X] gerado por X. Temos
que AI)=1®14+1®1I eec(I) =0 e isto nos diz que I é um coideal,

mas I nao é coideal & direita e nem a esquerda.
Observamos que se C' uma coalgebra, entdao todo coideal a
esquerda e a direita é uma subcoélgebra.
De fato, seja I um coideal a esquerda e a direita de C, entao
A)c(Cen(IeC) =11,
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em que a ultima igualdade segue de (|9], Lema 1.4.5). Reciprocamente,

toda subcodlgebra é coideal a esquerda e & direita.

Proposicao A.35 Seja f : C — D um morfismo de codlgebras. En-
tao:

(i) Im(f) é uma subcoalgebra de D;

(ii) ker(f) é um coideal de C.

Demonstragao: (i) Como f é morfismo de codlgebras, entao (f ® f)o

Ac = Ap o f, ou seja, temos a comutatividade do diagrama

¢ ——D

Acl iAD

C®C——D®D.
fef
Logo,

Ap(Im(f)) = Ap(f(C))
= (Apo f)(CO)
= (fefolho(C)c(feNCal)
= [(O)®f(0)
= Im(f) ®Im(f),

ou seja, Ap(Im(f)) C Im(f) ® Im(f). Assim, Im(f) é uma subcoal-
gebra de D.
(ii) Mostremos agora que ker(f) é um coideal de C. E claro

que (Ap o f)(ker(f)) = 0. E como f é um morfismo de coalgebras,
(f® f) o Ac)(ker(f)) = 0, logo:

Ac(ker(f)) € ker(f ® f) = ker(f) @ C' + C @ ker(f),
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em que a ultima igualdade vem do Lema e segue que ¢ (ker(f)) =
(ep o f)(ker(f)) =0, pois e¢ = ep o f. Portanto, ker(f) é um coideal
de C.

]

Podemos também definir uma estrutura de coalgebra quoci-

ente.

Teorema A.36 Sejam C uma codlgebra, I um coideal e 7 : C — C/I

a aplicagao candnica de espacos vetoriais. Entao

(i) Existe uma tunica estrutura de coalgebra em C/I tal que

7 € um morfismo de coalgebras;

(ii) Se f : C — D & um morfismo de coalgebras com I C

Ker(f) entdo existe um tinico morfismo de codlgebras f : C/I — D tal

que f= fom.
Demonstragao: (i) Como I é um coideal,
(r@m)oA)I)C (re@m)I®C+CRI)=0.

Lembrando que C/I®C/I ~C®C/(I®C+C®I), temos,
pelo Teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais, que existe uma
tinica fungio k-linear A : C/I — C/I®C/I tal que Aomr = (T®@m)o A,

ou seja,

C = C/I
I
I
(.
‘A
I

\
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¢ um diagrama comutativo. Temos que A(¢) = Zé(l) ® C(2), em que
(&

¢ = 7(c). E facil vermos que

(AoD)od)e)= (T h) o)) = Y o) 82w © 2,

c

Portanto, A é coassociativa. Além disso, como () = 0, pelo
Teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais, existe uma tnica

funcao k-linear £: C/I — k tal que €07 = ¢, isto &, o diagrama

cC— " oI
/
Ve
€ -
¥
k

comuta, ou seja, £(¢) = €(c), para todo ¢ € C. E com isso, vemos que:

YL ECW)e) = eelc))ee = 2celey)mlee)
T (ch(c(l))c(g)) = 7(c) =c

Analogamente, Y ¢(1)é(¢(2)) = ¢ Portanto, (C/I,A, &) é uma
coalgebra. A comutatividade dos diagramas acima mostram também

que 7 : C'— C/I é um morfismo de coalgebras.

(ii) Seja f : C — D é um morfismo de coalgebras tal que
I C ker f. Entao, pelo Teorema do Homorfismo para espagos vetoriais,
existe uma tnica funcio k-linear f : C/I — D tal que fonm = f, ou

seja, f(€) = f(c), para qualquer ¢ € C. Assim,
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Ap(f(e)) = Ap(f(e))
(Apof)(e)
(f@f)eAc)(e)
(f&f)(Ceeay @)
> fleqy) ® flee)
> f(Eqy) @ FEe)

= (ol (Z.cn) ©tw)
= (foNHAe),

(Ap o f)(@)

[N

enf(@) = en(f(e) "2 eole) = 2(e),

em que as igualdades (x) e (xx) seguem do fato de que f é morfismo de

coalgebras. Logo, f é morfismo de coalgebras.

A.3 A Algebra e a Coalgebra Dual

A construgao do espago dual de um espaco vetorial nos per-

mite construir algebras induzidas por coalgebras e vice-versa.

Sejam C uma coalgebra e A uma algebra, considere o k-espago
vetorial Homy(C, A) de todas as transformagoes lineares de C para
A. Nosso objetivo agora é fornecer uma estrutura de algebra para

Homy(C, A).

Proposi¢ao A.37 Sendo C e A como acima, Homy(C, A) é uma dl-
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gebra com o produto de convolucao definido por
(f*xg)(c) = (no(f®g)oA) Zf (cay)g(e@))s (A.17)

para todo f, g € Homy(C, A) e c € C e com unidade dada noec.

Demonstragao: E claro que f*g € Homy(C, A), pois é a composicio
de fungoes lineares com contradominio em A. Mostremos que o produto

de convolugéo é associativo, sejam ¢ € C' e f,g,h € Homy(C, A), entéo

(Frg)xh)(c) = .(f*g)ca)hlce)
= 2. (Zcm f(c(1)(1))9(0(1)(2))) h(c2))
= 2c(fle)gle))hles)
= Z f(C(l )(g (0(2) (0(3)))
= 2 f(0<1>)(26(2) (C<2>(1>)h(0(2><1>))
= Y. flea)(g=h)(c)
= (f*(gxh) (o).

Também temos que

(fx(moe)(e) = Y. fleayn(ele))
= .0 fleqy)e(e)n(le)
= 2o fleelee))la
= f(Zecmele)) 1a
= flo).

Analogamente temos que ((noe) * f)(c) = f(c). Com isso,
Homy(C, A) se torna um anel com unidade que possui uma estrutura
de k-espaco vetorial. A relacao de compatibilidade entre a estrutura

de espago vetorial e o produto de convolugao é facilmente verificada.

208



Logo, Homy(C, A) satisfaz a Defini¢ao e portanto é uma algebra.
|

Quando A = k, obtemos o espago dual de C' que sera deno-

tado por C* = Homy(C, k). Sendo k uma algebra, temos o seguinte

corolario.

Corolario A.38 O espaco dual C* de uma codlgebra C' € uma dlgebra

com a multiplicag¢ao dada por[A17

Dado um k-espago vetorial V', denotamos V* = Hom(V, k) o
espaco dual de V. E conhecido que os espacos V e V* determinam uma
forma bilinear ndo degenerada ( , ) : V*xV — k dada por (f,v) = f(v).

Sejam V e W k-espagos vetoriais e ¢ : V — W uma aplicacao
k-linear. Entao a transposta de ¢ ou a transformacao dual induzida é
a aplicacdo linear ¢* : W* — V* definida por {(¢*(f),v) = (f,o(v)) =
f(o(v)), para todo f € W* e todov € V.

Sabemos que como k-espacos vetoriais, k & k* via o isomor-

fismo £ : k — k* dado por

(§(a), B) = aB, (A.18)

para todo a, 3 € k. E sua inversa £ : k* — k ¢ dada por

() = (1) (A.19)

Ainda, podemos considerar V* ® V* como um subespago de
(V. ® V)* via o seguinte lema, que sera enunciado abaixo. Ao leitor

interessado, indicamos a demonstragdo em ([9], p. 16 e 17).

Lema A.39 Seja V um k-espago vetorial. Entao o morfismo t: V*®

V* = (Ve V)* dada por («(f ® g))(v® w) = f(v)g(w) para todo
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f, g € V* etodo v, weV éuma aplicagcio injetora. Além do mais,
se V' possuir dimensao finita entdo ¢ € um isomorfismo se V possuir

dimensao finita.

Como corolério deste lema, temos:

Corolario A.40 Sejam M, ..., M, k-espacos vetoriais. Entao a apli-
cagio 0 My ®- - - QM — (M1 ®---® M,)* definida por (§(f{1® - ®
fo))mi ® -+ @ my) = fi(m)... fu(my) € injetora. Além disso, se

todos os espagos M; sdo de dimensao finita, entdo 6 € um isomorfismo.

Portanto, com estas notagoes, a multiplicacao na coalgebra

dual C* torna-se A* o e a unidade torna-se £* o £.

Exemplo A.41 Consideremos C' a coélgebra vista no Exemplo [A724]

A algebra dual C* tem multiplicagao definida por (f*g)(c,,) = zn: fleg(en—)
e unidade 7 : k — C*, dada por n(«)(c,) = adon, para todzo:Of, g €
C*,a€ketodoneN.

Vamos mostrar que

¢ C* = K[X]]
foo= X flen)X™,

neN

é um isomorfismo de algebras, em que k[[X]] é a algebra das séries de

poténcia formais.

Claramente, ¢ é bijetora e k-linear. Além disso,
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o(fxg) = X (fxg)le)X”

neN

= (3 fle)glen i) X™)

neN i=0

= (X flen)X™)( 2 glen)X™)

neN meN

= o(f)e(9),

(1) = X n()(ca)X"

neN

= Y G X" =1
neN

Logo, ¢ é um isomorfismo de k-élgebras.

Pelo que fizemos acima, a toda coalgebra podemos associar
uma &lgebra dual. Surge, naturalmente, a pergunta inversa: dada uma
algebra A podemos associar uma estrutura de coalgebra a A* usando
as transformacgoes duais p* e n*?

No caso anterior, a definicdo da multiplicacdo vinha de A e

a funcao ¢:
p=(A0l):C*0C* 5 (C® ) 25

Poderiamos tentar definir uma comultiplicacao de forma ana-
loga:
* -1
A=Qtop"): A" s (A A Lo A" @ A*

A dificuldade em fazer isto é que ¢ nao é necessariamente
invertivel, apenas se A possuir dimensao finita.
Assim, seja A uma algebra de dimensao finita. Definimos

A:A* 5 A @A por A=1"top*ee: A* — kpore =¢E1onh,

211



em que zi~!' : k* — k é dada pela equacdo Com isso, temos o

seguinte resultado:

Lema A.42 Se f € A* e A(f) :Z gi ® hi, para algum n € N, entdo
i=1

Z:gz ) para todo g;, h; € A* e todo a, b € A. Além

disso, se f (ab) = Zgj h;(b), entdo Zgi ® h; = Zg; @ hj.
i J

Demonstragao: Temos que ¢(A(f Z gi(a)h;(b). E como

A =11 opu*, logo,
Flab) = Fp(a 20) = " (o ©0) = S aie)

E mais, se Zg}(a)h;(b) = f(ab), entdo para todo a, b € A,
J
temos:

> g eh (a®b)b<2gj®hi> (a®b).

E, pela injetividade de ¢ segue que Zg; ®h; = Zgi ® h;.
J i
|

Proposigao A.43 Seja A uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo A*

¢ uma codlgebra com comultiplicacio A = 1! o u* e com counidade

e=¢"ton*, em que €71 € dada pela equacdo .

Demonstragao: Seja f € A*, entdo escrevemos A(f) = Zhi ® i,

K3
para alguns h;, g; € A*, A(g;) = Zggj ® gi; para alguns g}, g5 € A*
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Z hlj, ® hlj, para alguns hl,  hl, € A*, logo:

((A®I)OA)(f)(A®I)<Zhi®gi) thk® ik © gi
Por outro lado,

(T@A) o A)(f)=(I @A) <Zh ®gl> Zh ® gi; © gij-

Consideremos agora § : A*@A*@A* —» (A® A® A)* definido
por (B(u®@v®@w))(a®b®c) = ula)v(b)w(c). Pelo Lema e
injetora. Portanto, pelo, Lema [A42]

(0o(A®I)oA)(f)) a®bmc) = ((Zh;ke@hm@gz))(a@b@d

= > hi(a)hij(b)gi(c)
i,k
= Zhi(ab)gi(c)

= f((ab)o).

Por outro lado,

(Bo(I®A)oA)(f))avbdoc) = ( (Zh ®gm®g”)>(a®b®c)
= Zh gzg 92] )

= Zh a)g;(bc)
= f( (bc)).



Como a,b,c € Ae f € A* sdo escolhidos arbitrariamente e A
é uma algebra associativa, pela injetividade de 6, temos a coassociati-

vidade.

Além disso, como (f) = (£~ on*)(f) = f(14), pelo Lema

[A742) temos que

(Zhi€(gi)> (a) = Zhi(a)gi(lA)

%

= [flala) = f(a),

(ZE(M)%) (a) = Zhi(lA)gi(a)

— f(laa) = f(a)
Logo, ths(gl) = f = Ze(hi)gi. Portanto A* é uma
coalgebra. ' ' |

Proposigao A.44 Sejam C e D codlgebras e A e B dlgebras de di-

mensao finita. Entao

(i) Se f : €' — D é um morfismo de coalgebras entao seu dual

f*:D* — C* é um morfismo de algebras;

(ii) Se f: A — B é um morfismo de algebras entao seu dual

f*:B* — A* ¢ um morfismo de coalgebras.

Demonstragao: (i) Sejam g, h € D* e ¢ € C. Como f é morfismo de
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codlgebras, temos

(f7e(gxh))(e) (g% h)(f(e)

= Z 9(f(e)a))h(f(c))
Z g(fleay))h(f(e@))
= D () e (h)(ew)

c

= (" (9) = (f*(h)))(e)-

Logo, f*(g xh) = (f*(g9)) * (f*(h)). Além disso, temos que
f*(ep) =ep o f =ec, pois f é morfismo de codlgebras. Portanto, f*

é morfismo de algebras.

(ii) Conforme a Defini¢ao precisamos mostrar que os

seguintes diagramas sao comutativos

7

(I) ; S A— m B g

AB*i l% \ /

fref

Mostremos (I). Seja u € B*. Entao
(Aaso f5)(u) = Aa-(uo f) = Zgl(g)hza

para alguns g;, h; € A*.

Sejam também Ap-(u Zp] ®gqj, para alguns p;, q; € B*

e ¢ como no Lema[A:39] Ainda, seJam a€ Aebe B. Pelo Lema[A42
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temos que:

(((Aa- o f)(w))(@@b) =Y gi(a)hi(b) = (uo f)(ab).

i

Por outro lado,

((ff@ f)elAp)(u)(a®b) = (L (Z(pj of)@l(gjo f))) (a@b)

= (uo f)(ab),

em que a ultima igualdade segue do fato de f ser morfismo de algebras.

Como ¢ € injetiva, o primeiro diagrama comuta.

Além disso, como f é morfismo de algebras, temos
(ea= o f*)(u) =ca-(uo f) = u(f(1a)) = u(lp) = ep(u).

Portanto, (IT) comuta, e segue que f* é morfismo de coalge-

bras.

A.4 O Dual Finito de uma Algebra

Na segao anterior construimos um algebra dual C* a partir

de uma codlgebra C' e obtivemos a dualizagdo de uma &lgebra A para
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uma coalgebra dual A* no caso em que A tem dimensao finita. Vamos
mostrar que podemos associar uma estrutura de coalgebra a um subes-

pago A° C A* tal que A«

Ao = a0+ A° — (A° ® A°) define uma

comultiplicacdo, que é chamado dual finito de A.

Definicao A.45 Sejam A uma dlgebra e I C A um ideal de A, dizemos

que I tem codimensao finita se dim (A/I) < +oo.

Lema A.46 Sejam V um espaco vetorial e X, Y C V subespagos. Se
X eY possuem codimensao finita, entao X NY também possui codi-

mensao finita.

Demonstragao: Seja v : V — V/X x V/Y a transformagao linear
dada por y(v) = (v + X,v+Y). E facil ver que ker(y) = X NY.
Entao, pelo Teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais, temos
que:

V/ker(y) = Im(y) CV/X x V/Y.

Como dim(V/X) < co e dim(V/Y) < o0, segue que dim(V/(XNY)) =
dim(V/ker(y)) < co.

|

O proximo resultado nos fornece uma caracterizacao para os

elementos do subespaco ao qual estamos querendo construir, mas antes,

lembramos o seguinte fato da algebra linear:

Lema A.47 Se um conjunto de funcionais lineares {f;}1_, de um es-
pago vetorial V' € linearmente independente entao existem {v;}"_; CV

tais que f;(vj) = 6;; parai,j € {1,...,n}.

Teorema A.48 Sejam A uma dlgebra, f € A* e como no Lema[A-59

Entdo sao equivalentes:
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(i) Existem f;,g; € A*, para i € {1,...,n}, tais que f(ab) =
Zfi(a)gi(b), para todo a, b € A;

L) AY) €uAT @ A7), em que A(f) = 7 (/)

(iii) Existe I C ker(f) um ideal a esquerda de A com codi-
mensao finita;

(iv) Existe J C ker(f) um ideal a direita de A com codimen-
sdo finita;

(v) Existe K C ker(f) um ideal de A com codimenséo finita.
Demonstragao: A sequéncia logica de nossa demonstragao seré (i) <
(ii), (ii) = (i), (ii) = (iv), (iii) = (v), (v) = (v) e (v) = (ii).

(i) & (i)

Sejam a,b € A, entdo A(f)(a®b) = f(u(a ® b)) = f(ab).
Logo, se existirem f;,g; € A* tais que f(ab) = Zfi(a)g,'(b), temos

que:
A(f)a®b) = (L (Z fi® g¢>> (a®b),

o que implica em A(f) € 1(A* @ A*).

Reciprocamente, se f € A* é tal que A(f) € (A* @ A*),
entao existem f;,g; € A* tais que A(f) = ¢ (>, fi ® gi). Logo, para
todo a, b € A temos que f(ab) = A(f)(a®b) = Zfi(a)gi(b).

(i) = (i) Z

Seja A(f) = ¢ (Z gi ® hi>. Por propriedades do produto
tensorial, suponhamos, serri perda de generalidade, que {g;}? , séo
linearmente independentes e {h;}"_; nao nulos.

Seja I = ﬂ ker(h;). Vejamos que I é um ideal & esquerda de

A com codimenséo finita e contido em ker(f).

Provemos primeiramente que I & um ideal a esquerda de A.
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Claramente, I é um subespago de A. Sejam b € Aec e I,

entao

0= Z gi(ab)hi(c) = f(abc) Z gila

para todo a € A,. E pela independéncia linear dos g;, existem {v; }7; C
A tais que g;(vj) = d;;, disto, temos que h;(bc) = 0, para todo i €
{1,...,n}. Logo bc € I.

Mostremos que I tem codimensao finita.

De fato, como dim(A/ker(h;)) =1, para todo i € {1,...,n},

pelo Lema |A .46[ segue que mker(hi) = I tem codimenséo finita.

Por fim, vejamos que I C ker(f).

Seja a € I, entao
fla) = f(1aa) = Zgl (1a)hi(a) = 0.

Portanto, I C ker(f).

(ii) = (iv)

A demonstracdo é analoga a demonstragao feita em ((ii) =
(iii)).

(iii) = (v)

Seja I C A um ideal a esquerda de codimensao finita que estéa
contido em ker(f). Definimos 7 : A — Homy(A/I) por n(a)(b+ 1) =
ab+ I, para todo a, b € A.

Mostremos que 7 ¢ um homomorfismo de algebras.

Sejam a, b, ¢ € A, temos que 7 estd bem definida, pois se

a=>bentdo w(a)(c+I)=ac+I=bc+ I =m(b)(c+I). E também,

w(ab)(c+I) = (ab)e+ I = a(be) + I = ww(a)(w(b)(c+ 1)),
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o que implica em 7(ab) = w(a)w(b). Ainda, é facil vermos que w(a+b) =
m(a) + m(b) e que w(wa) = am(a), para todo @ € k. E com isso,

conluimos que 7 é homomorfismo de algebras.

Seja K = ker(w). Pelo que mostramos acima, temos que K
¢ um ideal de A. Como dim(Homy(A/I)) = (dim(A/I))?> < coe T é
um homomorfismo de algebras, pelo Corolario

A/K = A/ker(m) = Im(m) C Homy(A/I).

Portanto K é um ideal de A com codimensao finita.

Resta mostrarmos que K C ker(f). Para tanto, seja = € K.
Entéo 0+1 = n(z)(a+I) = za+I, ouseja, za € I paratodoa € A. Em

particular, para a = 1 4. Logo, x € I C ker(f), e segue que K C ker(f).

((iv) = (v))

Novamente, a demonstracao é analoga & demonstragao feita

em ((iii) = (v)).

(v) = (ii)

Sejam K um ideal de A como em (v) e p: A - A/K a
projecao canodnica e p* : (A/K)* — A* a transformagao dual induzida.

Consideremos também

pPrep i (A/JK) @ (A/K)* — A" ®@ A™.

Mostremos que A(f) € Im(.o (p* ® p*)). Ja sabemos que
A(f) € (A® A)*. Notemos que A(f)|agk+kwa = 0, pois como K é
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um ideal de A, temos que p(A® K + K ® A) C K e portanto

AFASK+EK®A) = A(f)AK)+Af)K @A)
= f(AK) + f(KA) =0.

Logo, pelo Teorema do Homomorfismo para espacos vetoriais,
existe uma tmica transformacdo lincar A(f) : (A® A)/(A9 K + K ®

A) — k tal que o seguinte diagrama comuta:

A® A AY) k

A(f)
(AR A)/(A® K + K ® A)

em que P é a projegao canénica.
Notamos ainda que p®p : AQ A — A/K® A/K & sobrejetora
(pois p & sobrejetora) e que, pelo Lema [A.12]

ker(p® p) = A®@ker(p) + ker(p) ® A=A K+ K ® A,

segue pelo Teorema do Homomorfismo para espagos vetoriais, temos

que

(ARA)/(ARK+E®A) = (A®A)/ ker(p®p) = Im(pep) = A/K@A/K.

~

E ainda, que A(f) € (A® A)/(A®@ K+ K ® A))*. Assim,

como K tem codimensao finita, segue que A/K ® A/K tem dimensao
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finita e consequentemente,
(A®A)/(AK+K®A) " =(A/K® A/K)".
Denominamos por
v:(ARA)/(ARK+K®A) — (A/K @ AJ/K)*
este isomorfismo. Entao:
v(A(f)) € (A/K @ A/K)" = (A/K)" ® (A/K)",

pois dim(A/K) < co. Eporw: (A/K ® A/K)* — (A/K)*® (A/K)*
este ultimo isomorfismo.
Temos entao o seguinte diagrama, onde as flechas horizontais

sa0 isomorfismos:

A® A © o é*® AN
KOA+A®RK K K

%

(A® A~ (4w 4)"

ou seja, p* =io (p* ® p*) ow o v. Assim,

A(f) = Alf)ep

portanto, A(f) € Im(io (p* ® p*)).
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Definigao A.49 Seja A uma dlgebra. Definimos o dual finito de A
como sendo o conjunto A° das funcoes f € A* tal que f satisfaz qual-

quer um dos itens do teorema[A78
Lema A.50 A° ¢ um subespago vetorial de A*.

Demonstragao: Para mostrarmos que A° é subespaco vetorial de A*,
devemos ver que 0 € A°, e paratodo f, g € A°etodoa €k, f+g € A°
eaf e A°.

Claramente 0 € A° pois ker(0) = A, e disso obtemos que
dim(A/ ker(0)) < oo, ou seja, ker(0) tem codimensao finita.

Sejam f, g € A°. Entao existem ideais I, J de A, I C ker(f)
e J C ker(g), tais que dim(A/I) < oo e dim(A/J) < co. Claramente,
INJ éumideal de A e INJ C ker(f)Nker(g) C ker(f+g). Pelo Lema
dim(A/(INJ)) < oo e portanto f + g € A°.

Por fim, para todo o € k, como f € A°, existe K C ker(f)
ideal de A tal que dim(A/K) < co. Mas ker(f) C ker(af), e portanto,
af € A°.

[ |

Finalizamos esta se¢ao mostrando que A° é de fato uma coal-

gebra.

Proposicao A.51 (A°, A ¢e) é uma codlgebra. Em que A(f) = p*(f)
ee(f) = f(1a).

Demonstragdo: Primeiramente, mostremos que A(A°) C A° ® A°.
Seja f € A°, entao podemos escrever A(f) = Z fi®g; com f;,g; € A*

1
e {fi}’~, um conjunto linearmente independente. Logo, pelo que foi

visto acima, existem a; € A, para j € {1,...,n} tais que f;(a;) = d;;.
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Assim, para cada ¢ € {1,...,n} temos:

gi(ab)

> diggs(ab)
= 2_filai)g;(ab) = f(aiab)

= Z fi(aia)g;(b)

n

= > (fjoLa,)(a)g;(d)
j=1

em que L,, é a multiplicacao & esquerda por a;. Portanto, pelo item
(i) do Teorema segue que g; € A° para qualquer ¢ € {1,...,n}.
Com isso, concluimos que A(f) € A° ® A*. Com raciocinio anéalogo
mostra-se que A(f) € A*® A°. Como A° é subespago de A* temos que
A(f)e A°@ A*(NA* ® A° = A° ® A°.

A demonstracao da coassociatividade e da counidade e ana-
loga & demonstragao feita na Proposigao Portanto A° é uma

coalgebra.

A.5 Moébdulos e Comodulos

Nesta secao, veremos o conceito de médulo sobre uma algebra
e que o mesmo pode ser dualizado, dando origem & nocao de comédulo

sobre uma coalgebra.

Definicao A.52 Seja A uma dlgebra. Um A-mddulo & esquerda € um

par (X,7), em que X € um espaco vetorial e v : AR X — X € um
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morfismo de espagos vetoriais tal que os diagramas abaizo comutam

ARAR X 2% A x A X
>

#@IX Yy k®X ~
Aox T x \

X.

A definicao de A-modulo & direita é analoga, exceto que o
morfismo ~ agora é dado por v: X ® A — X.

Em geral, escrevemos a - m ao invés de v(a @ m).

Na definigdo de A-mo6dulo, partimos de um espago vetorial e
de uma &lgebra e definimos uma operacao que relaciona as duas estru-
turas. Quando pensamos no processo de dualizagao, essa idéia persiste,

porém, utilizamos uma coalgebra ao invés de uma algebra.

Definigao A.53 Seja C uma codlgebra. Um C-comddulo & direita (ou
um comddulo o direita sobre C) é um par (M, p), em que M € um
espago vetorial e p: M — M ® C' é um morfismo de espagos vetoriais

tal que os sequintes diagramas comutam

M MeC M
p Iv®A p \M®k
%@:
M@C’—>p®1c MeCeC Mec

A comutatividade do primeiro diagrama acima nos diz que
Iy ® A)op = (p®Ic)opeadosegundo, diz que (I ® €)op é o

isomorfismo canénico.
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Analogamente, definimos um C-comodulo a esquerda (ou um
comoédulo & esquerda sobre C'), considerando o morfismo de k-espagos

vetoriais p: M — C ® M.

Assim como no caso das coalgebras, também temos uma no-
tagdo de Sweedler para comédulos. Dado m € M, escrevemos p(m) =

Zm(o) @mY, em que m® e M e m) e C.

Utilizando a notagao de Sweedler, a comutatividade dos dia-

gramas acima nos diz que

3 m(°)®m8§®m§§§ = 3" mO0gmOOgm® = 3" m@om®om®
(A.20)
e que

> mOe(m®) =m. (A.21)

A partir de agora, dada uma coélgebra C', quando nos referir-
mos a um C-comodulo a direita (M, p), a menos que se diga o contrario,
omitiremos o morfismo p, ao qual denominamos coagao, dizendo apenas

um C-comoédulo a direita.

Exemplo A.54 Toda codlgebra (C, A, e) € um C-comddulo & direita e

a esquerda, com p = A.

Exemplo A.55 Sejam C uma codlgebra e X um espago vetorial. En-
tio X ® C € um C-comddulo & direita, com a aplicagao p: X @ C —

X®C®C dada por p=1® A. Verifiquemos que o sequinte diagrama
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comuta:

XecC x4 XoCeC
Ix®A IX®C®A
XoCeC X229 yscwcecC.

De fato, sejam x € X e c e C. Entdo:

(Ix@A@lo)o(Ix®A))(z®c) =

Por outro lado,

((Ixgc @ A)o(Ix @ A))(xz®c) =

(Ix @ A®Ic)(z® Alc))

Ix@A®Ie)(z® () ey ®cm))

C

Zm X A(C(l)) X C(2)

Z T ® c1)(1) @ C1)(2) @ C(2)

C,C(1)

DT @) e B

(Ixzc ® A)(z @A)

(Ixpc @A)z @ (D ey ® cz)))

C

Z(IX@)C ®A) (T ®cay ® o))

C

Zl‘ ® (1) @ Acqay)

Z T ® C(1) @ C2)1) @ C(2)(2)

€,¢(2)

DT ®c) @) @ e

Logo, o primeiro diagrama é comutativo. Resta mostrarmos
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a comutatividade do segundo diagrama:

Ix®A XeC®k

Temos que

(Ixgc®e)o(I®A))(z®c) (Ixgc®e)(z® (Z c1y ® ¢(2)))

[

= (IX®C ® E)(Zx ® C(1) X 0(2))
c

= D (Uxec®e)(x®cu) ® )

[

= Zx@c(l) ® e(c(2))
= Zx®0(1)5(0(2)) ® 1
= CE®ZC(1)E(C(2)) ® 1

= TR®c® 1

= Ix®yY(xec).

Assim como na algebra e coalgebra, podemos definir uma
estrutura de morfismo entre dois C-comoddulos. Para tanto, vejamos
primeiro que existe essa estrutura para moédulos e entao, a dualizare-

mos.

Definicao A.56 Sejam A uma dlgebra, (X,v) e (Y, &) dois A-mddulos

a esquerda. Dizemos que uma transformacao linear f: X —Y € um
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morfismo de A-mddulos se o diagrama abairo € comutativo:

A Xx — % Agy
Y K
X Y.

Assim, dualizamos essa nogao gerando a seguinte definicdo:

Definicao A.57 Sejam C uma codlgebra, (M, p) e (N, ¢) dois C-comddulos
a direita. Dizemos que uma transformacao linear g : M — N € um

morfismo de C'-comddulos se o sequinte diagrama comuta:

M N

M&C N®C.

g®Ic

Utilizando a notagdo de Swedler, temos:
dg(m)) = gm?) @ m,

para todo m € M.
Ressaltamos que, embora estejamos trabalhando com comé-
dulos & direita, estes resultados sao validos para comédulos & esquerda

também.

Definigao A.58 Seja M um C-comddulo a direita. Um subespaco ve-
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torial N de M € dito um C-subcomddulo & direita se p(N) C N ® C.

Seja C' uma coalgebra. Notemos que I é um C-subcomddulo
a direita de C se, e somente se, I é um coideal a direita da coéalgebra
C.

De fato, como (C,A) define a estrutura de C-comédulo da
coalgebra C e I é um C-subcomodulo a direita de C, entao A(I) C
I ® C. Logo, I é coideal & direita da coalgebra C'. Por outro lado, se T
é um coideal & direita de C, entao (I, A) ¢ um C-subcomddulo a direita

de C.

Teorema A.59 (Teorema fundamental de comédulos) Sejam C
uma codlgebra e seja (M, p) um C-comddulo & direita. Entdo todo ele-

mento de M pertence a um subcomddulo de M de dimensao finita.

Demonstragao: Seja {c;}ie; uma base para C. Assim, para todo
m € M, temos que p(m) = Zj m; ® ¢j, em que {m;} é uma familia
quase nula.

Assim, definimos o subespaco W = span{m;} de M. Clara-
mente, W tem dimensao finita, pois é gerado por {m;} e {m;} é uma
familia quase nula, isto ¢, existem finitos indices j € I tais que m; # 0

Notemos que, para cada c¢;, A(¢;) = Zaijkcj ® ¢k, € por-

Jik
tanto,

Z p(my) @ ¢ = Z m; & QijkCj @ Ck.
k 0,5,k

Segue que, p(my) = > m; @ a;jkc;, o que implica em W ser um subco-
moédulo de dimensao finita.
Ainda, sabemos que m ® 1 = ((I ® €) o p)(m) e consequente-

mente, m =Y e(¢;)m; € W.
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Corolario A.60 (Teorema fundamental das Coalgebras) Todo ele-
mento de uma codlgebra C pertence a uma subcodlgebra de dimensdo

finita.

Demonstragao: Sabemos que (C, A) é um C-comddulo & direita. En-

tao, pelo teorema anterior, dado ¢ € C, existe um subcomoédulo a direita

(isto é, um coideal a direita) de dimensao finita V' de C contendo c.
Assim, se {v;} para i € {1,...,r} é uma base de V, temos

que, para todo i € {1,...,7},
r
A("UZ) = Z’Uj X Cjia
j=1

em que c;; € C.
Dai, aplicando A ® I¢ na expressao acima e usando a coas-

sociatividade da coélgebra, temos:

ka X Ckj X Cji = Z’Uj (24 A(Cﬂ)

k,j J

Logo, A(ci) = Z ckj ® cj;, € portanto, o subespaco gerado

por V e por {c;i}} iy & umja subcoéalgebra de dimensao finita contendo
c.
|
Sejam (M, p) um C-comoddulo & direita e N um C-subcomodulo
de M. Podemos definir o quociente entre M e N através de suas es-
truturas de espagos vetoriais, em que m : M — M/N ¢ a aplicagio
canoénica, definida por 7(m) = m, para todo m € M. Claramente, 7 é

linear.
Proposi¢ao A.61 Sejam (M, p) um C-comddulo & direita e N um C'-
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subcomddulo. Entao existe uma tunica estrutura de C-comddulo a direita

em M/N tal que m: M — M/N é um morfismo de comddulos.

Demonstragao: Como 7(/N) = 0, entao:

(r@Ic)op(N)C(r@Ic)(N®C)Cn(N)® C =0.

Logo, N C ker((m ® I¢) o p). Portanto, existe um tnico

morfismo p de k-espagos vetoriais tal que o diagrama abaixo:

p

M T M/N
I
I
|
I
I

T®Ic

M&C (M/ZJ)@C

é comutativo, isto é, pow = (7 ® I¢) o p.

Assim, para todo m € M, segue que,

pm) = (pom)(m)
(m® Ic) o p)(m)
= (®Ic))_m® @mM)

m

= Zm(o) @m®.

Portanto, p(m) = Zm(o) ®@mM € M/N ® C. Mostremos
que (Inyy ® A)op=(p®Ic)op.
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De fato, seja . € M/N. Entao

((In/n ® A) © p)(m) (In/v ® A)(Z m® @ m))

- Eavenon)

= Zm(o @mM @m®.

m

Por outro lado,

(peIc)op)(m) = (pon)(d_ m?a@mW)

= > pm)em®

= S mOO @ mO0 g m)

m

= Zm(o) ® mD ® m(Q),

Portanto, (In;/y®A)op = (p@1Ic)op, o que nos diz também

que 7 : M — M/N é um morfismo de comoddulos.
]
O comodulo M/N com a estrutura dada acima é chamado

comddulo quociente de M com respeito ao subcomédulo N.

Proposigao A.62 Sejam M e N dois C-comddulos a direita e f :
M — N um morfismo de comddulos. Entao Im(f) é um C-subcomddulo

de N e ker(f) é um C-subcomddulo de M.

Demonstracao: Sejam pyy : M - M ®C e py : N - N C
os morfismos que definem as estruturas de C-como6dulo sobre M e N

respectivamente.
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Como f é um morfismo de comddulos, temos que

((f @ Ic) o par)(ker(f)) = pn (f (ker(f))) = 0.

Portanto,

pu(ker(f)) Cker(f ® Ic) = ker(f) ® C,

em que a tultima igualdade decorre do Lema [A.12]
Assim, ker(f) é um subcomodulo de M.

Por outro lado,

pn (Im(f))

PN(f(M)) = (pn Of)(M)
= (felc)opm)M) C(f@lc)(M&C)=In(f)eC

e segue que, Im(f) é um subcomodulo de N.

Teorema A.63 (Teorema do isomorfismo para comédulos) Sejam
f: M — N um morfismo de C-comddulos a direita, m : M — M/ ker(f)
ei:Im(f) — N, a proje¢io e a inclusdo candnicas, respectivamente.
Entdo existe um tinico isomorfismo de C-comddulos f : M/ ker(f) —

Im(f) tal que o diagrama abaizo é comutativo.

M N

M/ ker(f) —————1Im(f).
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Demonstragao: Pelo Teorema do Isomorfismo de espagos vetoriais,
existe uma tnica fungdo k-linear f : M/ker(f) — Im(f) tal que
f(m) = f(m), isto é, (io fom)(m) = f(m), para todo m € M.
Claramente, f é um isomorfismo de k-espacos vetoriais. Vejamos que
f & um morfismo de comodulos.

Sejam w : M/ker(f) — (M/ker(f))®@ C e 9 : Im(f) —
Im(f) ® C os morfismos que definem a estrutura de comodulo sobre
M/ ker(f) e Im(f) respectivamente. Mostremos que o diagrama abaixo

é comutativo.

M/ ker(f) Im(f)

(M/ker(f)) & C —22  Im(f) o C.

Para todo m € M/ ker(f), temos:

(felo)ew)(m) = (folo)d m®amb)

) f(mw) o m®

Zf 0 @ m
O(f(m)) = (9o f)(m),

A
* |l

em que igualdade () segue do fato de que f é um morfismo de comodu-
los. Logo, (f®Ic)ow = 1o f, ou seja, f é um morfismo de comédulos

a direita. [
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Lema A.64 Sejam C uma codlgebra e A uma dlgebra. Se (M, p) é um

C-comdédulo o direita entao M € um C*-mddulo a esquerda.

Demonstragao: Sejam m € M e f € C*. Como p(m Zm(o) ®

m") | entdao M se torna um C*-moédulo & esquerda via acao dada por
m = Z FmMym©

Ainda, seja v : C* ® M — M a acdo de C* em M, ou seja,
v(f ®m) = f-m. Como ¢ é a unidade de C*, temos que:

V(e @m) =Y e(m@)mt) =m,

m

para todo m € M.

Por fim, sejam f, g € C*, entdo, para todo m € M temos:

Wfeygem) = 3, (f @gm®)m®)

> (MmN (f @ m©®)

= 3. .o g(m(l))f(m(o)(l))m(o)(o)

D D m(O)(O)f(m(Oxl))g(m(l)). 0]

Por outro lado,

W(fxg)em) = X, (fxg)(m <1))m<0>
= Zm,mﬂ) f( )g( (1))m(0)
Sy o T
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Porém, como M é um C-comddulo a direita, sabemos que

(p@I)op=(I®A)op. Logo, (I) e (I) sdo iguais, e segue que:

Y((f xg) @ m) =~(f @v(g ®@m)),

ou seja, (M,~) é um C*-moédulo & esquerda.

Exemplo A.65 Seja C' uma codlgebra. Pelo Lema[A.6], a estrutura

de comddulo de C' induz uma agao a esquerda de C* em C dada por
f=c=Y"fle)eq) (A.22)

para f € C* e c € C. Do mesmo modo, existe uma agao natural o

direita de C* em C, dada por
C “— f = Z f(C(l))C(2). (A23)

Exemplo A.66 Seja A uma dlgebra. De modo andlogo, podemos de-
finir uma ag¢do o esquerda de A em A*. Para todo a € A e f € A*,

a— f € o elemento de A* tal que, para todo b € A,

(@ = f)(b) = [f(ba). (A.24)

Do mesmo modo, definimos uma agao o direita f — a de A
em A*, em que

(f = a)(b) = f(ab). (A.25)
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Apéndice B

Mobdulo Plano e Fielmente

Plano

Iniciamos este capitulo relembrando as nogoes de algebra e
de modulo, para entao definirmos moédulo plano e fielmente plano, e

vermos os principais resultados envolvendo essa teoria.

Definigao B.1 Uma k-dlgebra unital A é um anel com unidade que
possut uma estrutura de k-espaco vetorial e para todo o € k e todo
a, b e A temos:

- (ab) = (a-a)b=a(a-b)

em que ab representa a multiplica¢ao no anel A dos elementos a e b.
Definicao B.2 Seja (A, u,n) uma k-dlgebra. Um A-mddulo a esquerda

é um par (X,v), em que X € um k-espaco vetorial e v : A® X —

X € um morfismo de k-espacos vetoriais tal que os diagramas abaizo
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comutam

A Ao X 2% Ap X A® X
=

nRIx ot Ko X 5
Ao X — 1 o x \

X.

Fatos relembrados, passamos ao estudo dos médulos planos e
fielmente planos, tais moédulos possuem boas propriedades com respeito
ao produto tensorial. Por se tratar de resultados auxiliares, demonstra-
mos apenas os que sao utilizados diretamente na dissertacao. Ao leitor
interessado, indicamos ([20], Capitulo 2, Segéo 4).

Primeiramente, se temos um R-moédulo a direita P, com R
um anel fixado, podemos definir, a partir da propriedade universal do
produto tensorial sobre R, um funtor covariante da categoria dos R-
mobdulos a esquerda na categoria dos grupos abelianos, a saber, o funtor

produto tensorial:

P@R( )Z rMod — Ab
M — P®gM.

Mais geralmente, se P é um (S, R)-bimodulo, temos dois fun-
tores, P®r ( ) e ( )®g P, o primeiro indo da categoria dos (R, T)-
bimo6dulos na categoria dos (S,T) — bimdulos, o segundo da categoria
dos (T, S)-bimodulos na categoria dos (7', R)-bimodulos.

Um resultado importante sobre o funtor produto tensorial é
que ele preserva sequéncias exatas & esquerda, para uma demonstragao

desse resultado, veja [20].
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Teorema B.3 Seja P um R-mddulo a direita e

0O0->K—L—-M-—=0

uma sequéncia exata de R-mddulos a esquerda, entdo a sequéncia abaixo
€ exata,

Pr K -P®rL—>P®rM — 0.

A injetividade sé € preservada para uma classe especial de

mddulos, 0os mddulos planos.

Definigao B.4 Um R-mddulo a direita, Pgr, € dito plano se o funtor
P®pg () € exato na categoria dos R-mddulos & esquerda g9, ou seja,

dada a sequéncia exata de R-mddulos,

0 WK L ¢

RM Oa

entao,

0—>Por K22 ponl X% pop M ——0,

também € uma sequéncia exata de R-mddulos.

A seguir, demonstramos um resultado fundamental que ca-

racteriza os médulos planos a partir de médulos projetivos.
Lema B.5 Todo mddulo projetivo € plano.

Demonstragao: Seja Pr um R-modulo projetivo, queremos mostrar

que Pg é plano, ou seja, dada a sequéncia exata de R-moddulos:

0 WK L ¢

RM Oa
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entao,

0— > Pop KL popL % pop M —0,

também é uma sequéncia exata de R-modulos.

Para tanto, basta mostrarmos que Ip ® f é um morfismo
injetivo, uma vez que Ip ® g é sobrejetivo e Im(Ip ® f) = ker(Ip ® g)

saem diretamente de resultados da teoria de produto tensorial.

Assim, seja Y p; ®k; € ker(I® f), entdao Y p; ® f(k;) = 0.
j=1 j=1

Agora, como Pg é projetivo, existem ) : P — R, tal que
7ma(p) # 0 apenas para uma quantidade finita de termos, e {ex}, em

que A € A é um conjunto de indices, tais que mx(e,) = 0x, €,
p=)_ exm(p),
0 que implica em,

> ex@ma(p) f(k;) =0,
AEA
e aplicando m, ® I a esta igualdade e usando a injetividade de f, temos
que,
0 = > mp)f(k;)
= fOZ; ma(ps)k))
= >;m(py)k; =0.
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Com isso, segue que:

n

0 = > ex®gr Y, mpjk;

AEA j=1

En: Y. exma(ps) ® kj

J=1xEA
n
> P ®k;.

j=1

Portanto, Z p; ® k; = 0 como queriamos e entao temos que
ker(Ip ® f) = {0}, ou seja, Ip ® f & injetivo.
|
O teorema a seguir nos mostra uma série de equivaléncias, as
quais sao utilizadas para definir médulos fielmente planos, sua demons-

tragao pode ser vista em (J20], Capitulo 2, Segao 4).

Teorema B.6 Para qualquer mddulo & direita P sobre um anel R, sao
equivalentes:

(i) A sequéncia

M'LMl)M”

é exata, se, e somente se,

P®RM/4>P®RMHP®RMH

é uma sequéncia exata;

(ii) P é um moédulo plano, e para qualquer R-mo6dulo & es-
querda M, P ®gr M = 0 implica em M = 0;

(iii) P é um moédulo plano, e o morfismo ¢ : M’ — M”,

na categoria dos R-modulos & esquerda (g9), é nulo se o morfismo

243



induzido Ip ® ¢ : P®pr M' — P ®@r M" & nulo.

Definigao B.7 Se qualquer uma dessas condigoes € satisfeita, dizemos

que Pr € um mddulo fielmente plano.

No que segue, damos alguns resultados da teoria de médulos
fielmente planos e finalizamos com um teorema que é de fundamen-
tal importancia no Capitulo [ Indicamos ao leitor interessado nas

demonstragdes ([20], Capitulo 2, Secao 4).

Proposicao B.8 Um R-mddulo a direita plano Pr € fielmente plano
se, e somente se, Pm # P, para qualquer ideal mazimal & esquerda m

de R.

Para darmos sequéncia, definamos o que significa dizer que
um modulo é fiel. Para tanto, usaremos a nogao de anulador de um

R-moédulo.

Definicao B.9 Seja R um anel e M um R-mddulo, definimos por
Ap,(M) :={r € R: r-m = 0, para todo m € M} o conjunto

dos anuladores do modulo M.

Definigao B.10 Dizemos que M € um R-mddulo fiel se, e somente se,

Ay (M) ={0}.
Proposicao B.11 Todo mddulo fielmente plano € mddulo fiel e plano.

Consideremos agora o morfismo & : R — .S, onde S é um anel
comutativo com unidade. Entao S pode ser visto como um R-médulo

a direita via £. Vejamos quando Sr é um R-mddulo fielmente plano.

Teorema B.12 Seja £ : R — S como acima. Sao equivalentes:
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(i) Sk é fielmente plano;

(ii) Sr é plano e para qualquer ideal & esquerda U C R,
£7H(SU) =U;

(iii) Sk é plano, e para qualquer ideal a esquerda maximal
m C R, existe um ideal a esquerda maximal m’ C S tal que m =
£ (m');

(iv) O morfismo £ é injetivo e 0 R-modulo & direita (S/&(R))r
é plano.

E no caso em que R e S sdo anéis comutativos, também ¢é
equivalente:

(v) Sg é plano e para qualquer ideal primo p C R, existe um

ideal primo p’ C S tal que p = £~ 1(p).

Definigao B.13 Se o homomorfismo de anéis £ : R — S satisfaz as
condigoes do teorema anterior, dizemos que & € fielmente plano a di-

reita, ou que S € uma extensao fielmente plana & direita de R.

Proposicao B.14 Sejam & : R — S fielmente plana a direita e E(R) C
Z(S). Entao:

(i) Um R-moédulo a esquerda M é finitamente gerado e pro-
jetivo se, e somente se, o S-modulo a esquerda S ®g M ¢ finitamente
gerado e projetivo;

(ii) Um R-modulo & esquerda M é plano (respectivamente

fielmente plano) se, e somente se, o S-modulo a esquerda S ®p M é

plano (respectivamente fielmente plano).

Finalizamos este apéndice mostrando que um R-mo6dulo fini-

tamente gerado e projetivo, sob certas condigoes, € fielmente plano.
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Proposigao B.15 Sejam R um anel comutativo com unidade e P um
R-mddulo projetivo finitamente gerado. Entdo P € R-mddulo fielmente

plano a esquerda e a direita.

Demonstragao: Vamos fazer para a direita. Para a demonstragao a
esquerda, os resultados sao analogos. Tomemos N é R-mo6dulo, vamos
mostrar que se P@r N = 0, entdo N ¢ o modulo nulo, ou seja, N = {0}.

Primeiramente, como P é projetivo finitamente gerado, exis-
tem {p1,--- ,pn € P} e 1, -+ ,pn € Homp(P, R) tal que para todo

p € P, tenhamos

p=y_ pigi(p)-
i=1

Com isso, podemos mostrar que a seguinte aplicacdo é um

isomorfismo de R-médulos, para qualquer R-médulo M:

®: Hompr(P®rN,M) — Hompgr(Pgr,Homg(N,M))
F = B(F),

em que

p O(F)(p) : N —- M
n +— F(p®n).

A R-linearidade e boa definicao de ® sao facilmente verifica-

das, em que a estrutura de R-modulo em Hompg(N, M) é dada por
(a- f)(m) = af(m).

Verifiquemos a injetividade de ®:
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Seja F' € ker(®), portanto, F(p) = 0, para todo p € P, o
que implica em F(p)(n) = 0, para todo n € N, e consequentemente,
F(p®n) =0, para todo p € P e todon € N. Como F ¢ aditiva, temos
que F=0em P®pr N.

A sobrejetividade vem do fato que P é projetivo finitamente

gerado: seja f € Hompg(P, Homg(N, P)), defina:

f: PxN — M
(p,n) éwﬂ%@ﬂ@-

E facil vermos que f é R-bilinear, portanto, pode ser facil-

mente levantada para

f: PorN — M

p®n ; 1(p)F(p3)(n).

Voltando ao caso estudado, suponhamos P ®g N = 0 e seja
{z;}ier um conjunto de geradores de N, assim, para todo n € N,
n =Y. nxyry. Tomemos também M = Rx) o modulo livre gerado
AEA A€A
pelos geradores de V.

Finalmente, consideremos as aplicagoes
{Gi,,\}izl,.., n g HomR(P, I’IO’WLR(]V7 ]\4))7
AEA

tais que i, 5, () (1) = (Viy (P)MAONA) AA-

Pela sobrejetividade de ®, existe 0;, », € Homp(P®gr N, M)
tal que ®(0,.7,) = Oig.no-

Por hipotese, P®@r N = 0, logo Homg(P @ N, M) = {0} e

portanto 0;, », = 0, para todo iy € 1,--- ,n e todo Ag € A.
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Assim, para todo n € N e todo p € P, temos:

gioJ\o (p)(n) = (901'0 (p)nko(s%)\)/\GA = (0)A€A~

O que implica em ¢;,(p)ny, = 0, para todo p € P, todo
Xo € Aetodoige {1, ---,n}

E como podemos variar os p € P convenientemente, podemos
escolher p € P tal que ¢;,(p) = 1R, logo, ny, = 0 para todo A\g € A, o
que nos diz que n = 0, para todo n € N, ou seja, N = 0.
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Apéndice C

Resultados Importantes de

Algebra

C.1 Lema do Diamante

O Lema do Diamante ¢ um importante resultado para encon-
trar bases em algebras cujos elementos sao expressos por polinémios
nao comutativos.

Iniciamos esta secdo definindo a notacdo necesséaria para o
estudo do mesmo. A partir disso, enunciamos os resultados de maior
importancia para nosso estudo. Ao leitor interessado, indicamos [3]
para maiores detalhes e para as demonstragoes.

Sejam k£ um anel comutativo com unidade, X um conjunto,
(X) o semigrupo livre com unidade gerado por X, e k(X) a k-algebra
livre gerada por X.

Ainda, seja S um conjunto de pares da forma o = (W, f,),
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em que W, € (X) e f, € k(X). Paracadaoc € Se A, B € (X),
definimos o k-endomorfismo r4,p5 : k(X) — k(X) tal que r4,p fixa
todos os elementos de (X) com excessao de AW, B que é enviado em
Af,B. Ao conjunto S nomeamos sistema de redug¢des e aos morfismos
7405 chamamos reducoes.

Dizemos que uma redugao ra,p age trivialmente sobre um
elemento a € k(X) se o coeficiente de AW, B em a é nulo, ou seja,
rasp(a) = a. Dizemos que a é irredutivel sobre S se toda redugao age
trivialmente sobre a. O k-submodulo de todos os elementos irredutiveis
de k(X) sera denotado por k(X );. Uma sequéncia finita de redugoes
ri,o00 o (i =Ta,0,B,;) € dita final em a se (rpo---ory)(a) € k(X)irr.

Além disso, dizemos que a € k(X) é de redugao finita se para
toda sequéncia infinita de redugbes r1, 19, - - -, existe ig € N tal que para
todo i > ig, r; age trivialmente em (r;_1 0---o7rq)(a). Notamos que se
a é de redugéo finita, entdo toda sequéncia maximal de redugoes {r;}
de forma que r; age nao trivialmente em (r;_1 o ---ory)(a) é finita, e
portanto, uma sequéncia final em a. Segue da propria defini¢ao que os
elementos de redugao finita denotam um k-submodulo de k(X).

Por fim, dizemos que um elemento a € k(X) é de redugao
tnica se ele é de reducdo finita e a imagem de a sobre todas suas

sequéncias finais coincidirem. A este valor denotamos rs(a).

Lema C.1 No contexto acima sio vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) O conjunto dos elementos de redugao tunica formam um
k-submoédulo de k(X) e rs é uma aplicagdo k-linear deste submoédulo
em k{(X)irp.
(ii) Suponhamos que a, b, ¢ € k(X) sdo tais que para to-

dos os monomios A, B, C aparecendo com coeficientes nao nulos em
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a, b, ¢, respectivamente, entdo, o produto ABC é de redugdo tnica
(em particular, por (i), isto implica que abe é de redugdo tunica). E se
r & qualquer composi¢ao finita de redugoes, entao ar(b)c é de reducao

tnica e rg(ar(b)c) = r(abc).

Para enunciarmos o Lema do Diamante, precisamos definir
o que chamamos de ambiguidade de sobreposicao e ambiguidade de
inclusdo, a saber, uma quintupla (o, 7, A, B,C), com o,7 € S, e ele-
mentos A, B,C € (X)\{1}, tal que W, = AB e W, = BC & chamada
ambiguidade de sobreposicao. Tal ambiguidade é resolvivel se existem
composigoes de redugoes r e r’ tais que r(f,C) = r'(Af;). Esta é uma
condicao de confluéncia nos resultados das duas formas indicadas de
reduzir ABC' (condic¢do do diamante).

Do mesmo modo, uma quintupla (o, 7, 4, B,C), em que 0s
elementos 0,7 € S, A, B,C € (X)\{1}, tal que W, = B e W, = ABC
é chamada ambiguidade de inclusdo. A mesma sera resolvivel se Af,C
e fr podem ser resolvidas para um elemento comum.

Definimos também uma ordem parcial de semi-grupos em
(X), a qual entendemos por uma ordem parcial < tal que B < B’
implica em ABC < AB'C, para A, B, B, C € (X). Dizemos que
essa ordem é compativel com S se para todo o € A, f, &€ uma combi-
nacao linear de mondmios estritamente menores que W, .

Finalizamos denotando por Ig o ideal bilateral de k({X) ge-
rado por elementos da forma W, — f,. Ainda, se < é uma ordem parcial
de semi-grupos em (X) compativel com o sistema de redugoes S, e A é
um elemento qualquer de (X), I4 denota o submodulo de k(X gerado
por todos os elementos B(W, — f,)C tal que BW,C < A. Dizemos

que uma ambiguidade de sobreposicao (respectivamente de inclusao)
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(0,7, A, B,C) & resolvivel em relagdo a < se f,C — Af, € Ixpc (res-

pectivamente, Af,C — f. € Ixpc).

Teorema C.2 (Lema do Diamante) Sejam S um sistema de redu-
¢oes para a dlgebra livre k(X) e < uma ordem parcial de semi-grupos
compativel com S e satisfazendo a condi¢do de cadeias descendentes.
Entao sao equivalentes:

(i) Todas as ambiguidades de S sdo resolviveis;

(I’) Todas as ambiguidades de S s@o resolviveis relativo a <;

(ii) Todos os elementos de k(X sdo de reducao tunica sob S;

(iii) Um conjunto de representantes (para cada b € R, existe
unico a € k(X) tal que b = [a]) em k(X) para os elementos da algebra
R = k(X)/Is é dado pelo k-submodulo k(X ). gerado pelos monomios

irredutiveis de (X).

Neste caso, a dlgebra R pode ser identificada com o k-submoédulo

k(X )i que se torna uma algebra com multiplicacdo dada por a-b =

rs(ab).

C.2 Lema da Cobra

Lema C.3 (Lema da cobra) Sejam R uma anel e A, B, C, A’, B’
e C', R-mddulos & esquerda tais que o segquinte diagrama de morfismos

de R-mddulos a esquerda é comutativo:

A B C 0,
Fokob
0 A ~ B’ —C
f g

com linhas exatas.
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Entao existe um morfismo ¢ : ker(vy) — coker(a) tal que a

sequinte sequéncia € exata:

=/

ker(a) g, ker(3) EN ker(7) LA coker(a) ER coker(p) g, coker(7y),

= . L . = .
em que f e g sio as restricies de f e g respectivamente e f e g sdo
morfismos induzidos. Ainda, se [ € injetora e g' é sobrejetora entao f

€ injetora e G € sobrejetora respectivamente.

C.3 Lema de Dedekind

Lema C.4 (Lema de Dedekind) Sejam E um corpo e 01,09, - ,0, €
Aut(E) distintos. FEntao eles sio linearmente independentes, isto ¢,
existem y1,¥2, -+ ,Yn € E tais que T = y101+ -+ -+ yp0, = 0, tmplica

emy =7y =-- =7 =0.
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Apéndice D

Demonstracao da

Proposicao 4.12

De acordo com o que vimos na demonstracao da Proposigao

no Capitulo 4l mostremos que 1, * 1, = noe =P, * Y,

Demonstragao: Provaremos o resultado para a base de A;. De fato,
sejam TP, T7,, Th,T!, elementos da base. Consideraremos os casos em
que as poténcias p,r, k,l sdo multiplos de 3Z/{0} e o caso em que
nenhuma delas é uma poténcia de 3, os casos mistos, onde uma, duas
ou trés dessas poténcias sao miltiplos de 3 é feito de modo anélogo e
portanto, omitiremos. Iniciamos com o caso dos multiplos de 3, assim,

p=3i, r=3j, k=3sel =3t logo,
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o 35 35 , PR
ooty = 3 (V) vy
n=0 \ p
&) 3] i3 7 (T3 j
= 0 T131T132j¢v(T101T102)wv(T131T102T232j)
3J 3(itj — ir37
“| . T (T 1Y), (THTH TS,)
J
ir3j — 3(i—j
T?lTIQJwU(T]QlTPQ)wU(Tll( j)T102)
3(i+j — Py
i>j JrT11( +])7/’w (T TR, (T{)1T{)2T2[)2)S(T5’1T132])
i<j irp3J - 3(g—1
S| T, (T TSP, (T35~ T)

3(i+7 - i 37
AT (T T (T T TS)S(THT)

vy 3(ii 3(iti 253
THTY ST ™) + T ST
i35 3(i—j 3(i+7) 35 3
T§1T12JT22( 2 —Tn( j)Tu]Téo’z
i3 3(i—i 3(i+7) 3 n3i
T131T12JT11(j )_Tu( j)T12jT232
3537 3irm3J 3(i+37) 37 n3i -
T51T12JT232T11J *Tll(l ])T12JT§ :0:7705(T1P1T12)
i34 37 3i 3(i47) 135 3i r
T131T12JT11JT232 - T11( J)T12JT232 =0=mno E(TﬂTu)

)

i3] 3(i—j 3(i+j i37
{m@wﬂ”wnwmmm>

se 1 # 0.

Em que (*) é valido, pois 1, e ¢, atingem valores iguais a zero
para poténcias de 175 diferentes de zero e 3Z. E ainda, 111715 = Tag,

o que explica a terceira linha da equagao.

Do mesmo modo,
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_ o 5 (35 \_ . - , ,_
by x bu(THTY) = ) G (T T ™) (TH TS T ")
= L
_ 3j*0053i3j 360 3j
= 0 Vo (T Ty2) S (T 113 )¢ (T11 115 T53)
37\ - 3(i+j -y
+ 2 ¢U(TP1T102)S(T11( J))wv(Tl?’llesz%)
J

= O (TH TS (T T T T3 o (TR T T3y)

— 3(i+j i3
+1/JU(T101T102)S(T11( j)>Tf’fT12J¢v(T{)1T1()2T2()2)
= S(IHTETHTE + ST )Ty

3J r3ir3ir3J 3(i+7 i3] r
= —THTHTHT3 + T22( J)T131T12j =0=mnoe(TT15),
se r # 0.

Provemos que o mesmo resultado é valido para os elementos

da base T35 T7E, de fato,

_ st [ 3t N i3s3t
Vo x U (THTH) = 3 G (MBI TETHE T ), (T > 1T

. - 3(s
= 0 ngstgl/)v(T202T101T102)¢D(T22( +t)T102)

3t _
|, T TP o (TR T T, (T35 T7s)
— T35T3ts(T3(3+t)) + TSSTSts(TBSTSt)
22412 22 2211 22412

s 3(s+t s s
= T232 T132tT11( ) T232 TffoQtTﬂ) =0=no 5(T2I€2T1l2)7
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sel # 0.

Do mesmo modo,

_ st (3t ) _ e
U, * 0y (T35 Ths) = ZO Gy (q" TS T Ty )y (Tos > 1T
w=0 \ p
3t ) — 350 3t 3(s+t) 0
= 0 Y, (T3 TV 113 )0 (T Tis)
3t o7 3s73t0 353t
+ 5 Vo (T3 TP Tro) o (T55T715)

G (T T S(THTHTH 0, (THTE)

0, (Tas* VT T TH (TS TY)
D (THTH) S (THTHYTH v (THTE)

i, (T T T T, (THTY)

s>t
s<t

szt S(TQ‘BQGTIB;%)T3(5+75)+S( 3(t ‘5))T3ST3t

s3(s+t 3(s—t s

~TYTHT " + T T T
3s3(s+t 3(t— 3s

~THTS Ty + Ty VTS T

s>t
s<t

s3(s+t s s
~TH T T22( )+ THTHTHETY = 0=no0e(T5T1,)
_TstT?’STg(ngt) + T3tT35T35 12 =0 = no E(T22T12)

s>t
s<t

ot { SITHTHTE + ST )T

se | # 0.

Notamos que se T2 tem poténcia nula, A(T};) = T}, @ T}

para i = j € {1,2} e claramente,

Py *EU(Tij) =7 Oe(Tij) = Ev * %(Tu)
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Vejamos agora o caso onde as poténcias nao sao miltiplas de

trés, ouseja,pzi%i—i—ﬁ,r:3j+77,k::3s—|—l~€el:3t+l~, daf,

T

Py * Ev (THT15) :Z

pn=0 H

r e — .
¢U(T11);—uT12 #)wq;(TﬁszTw H) =0,

pois 1, e 1, 56 assumem valores diferentes de zero se T tem poténcia
igual a zero ou 3Z, e neste caso, se avaliarmos 1, vemos que isto s6 é
fato para u = 7 ou g = r, mas que implica em @v = 0. Por outro lado,
se avaliarmos 1,, p deve assumir os valores de 0 ou 33, que zeram 1.

O mesmo argumento serve quando calculamos 1), * 1,,. Portanto,
Yo * 0, (THTT5) = noe(ThTiy) = ¥y, (T T15).
Do mesmo modo,

l
_ l
Yorth, (T THy) =)

n=0 M

—u I—pNT k41—
%(qu(l I)Tzszﬁle M)l/’v(ngJr HT{E) =0,

por argumento anilogo ao anterior. Assim,

Py * Ev (T2162T1l2) =no 6(T2}€2Tll2) = Ev * 7/’(T2]€2T1l2)~

: videnci . i
E com isso, fica evidenciado que o morfismo v, dado na Pro
posigao é inversivel por produto de convolugao com inversa dada

por v,.
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