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. Seja (V,d) um espago métrico e seja A C V um conjunto nao vazio.

Seja u € V. Definimos a distancia entre u e A, denotada por D(u, A) por

D(u,A) = ingd(u,v).

ve

Sejam u,v € V. Mostre que
|D(U7A) - D(Ua A)| < d(u,v).

. Seja (V,d) um espago métrico. Mostre que

= d(u,v)

d(u,v) = m, VU,’U eV

é também uma métrica em V.

Mostre que se (V,d) é completo, entao (V,d) também o é.
. Seja (V,d) um espago métrico e sejam A, B C V conjuntos limitados. Mostre que AU B é limitado.

. Seja
B(la,b]) = {u:[a,b] = R : existe M € RT tal que |u(z)| < M,V € [a,b]}.

Mostre que B([a,b]) ndo é separavel.
. Seja (V,d) um espago vetorial e métrico onde d é uma métrica invariante, isto é,

d(u,v) =d(u+w,v +w), Yu,v,w € V.

Seja u € V. Prove por inducao que
d(Nu,0) < Nd(u,0), VN € N.

. Seja (V]| - ||) um espago vetorial normado. Prove que as operagoes vetoriais sdo continuas em relagao a topologia
gerada pela norma. Conclua que V' é um espacgo vetorial topoldgico.

. Seja (V,d) um espago métrico e seja A C V um conjunto totalmente limitado. Aqui relembramos que A é
totalmente limitado quando para cada ¢ > 0 podemos obter uma rede-¢ finita relativa a A contida em V. Mostre
que nesse caso para cada ¢ > 0 podemos obter uma rede-¢ finita relativa a A contida em A.

. Sejam (V1,1 - |]1) e (Va, | - ||2) espagos normados. Prove que V =V x V, é um espago normado com a norma

llullv = max(f|u|[1, [|uz]l2)-
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Seja V' um espaco de Banach. Seja {u,} C V tal que
oo
Z [tn|lv < 4o0.
n=1

Prove que {s,} é convergente, onde s,, = > ;_, ug, Vn € N.

Dé exemplos de subespacos de [ e [? que ndo sao fechados.

Mostre que as normas || - ||1 e || - ||2 para o R™ s@o tais que
l[ullx
—= < lullz < flulls.
n
Mostre que um espago métrico V infinito com a métrica discreta nao é compacto.

Seja (V, d) um espago métrico compacto. Prove que V' é localmente compacto.

Sejam (V1,d1) e (Va,d2) espagos métricos onde V3 é compacto. Seja T': Vi — V4 bijetivo e continuo.

Mostre que T~ é continuo.

Sejam Vi, Va espagos de Banach e seja T : V; — V5 um operador linear e injetivo. Suponha que {u1,--- ,u,} C
V1 um subconjunto linearmente independente. Mostre que {T'(u1), - ,T(u,)} C Vo é também linearmente
independente.

Seja V1, Va espagos normados tais que dim(Vy) = dim(V2) = n < oco. Seja T : Vi3 — V5 um operador linear.

Mostre que R(T) = V; se, e somente se, T~ existe.

Sejam V7, V5 espagos normados. Mostre que um operador linear T : V; — V5 é continuo se, e somente se, T
mapeia conjuntos limitados de V7 em conjuntos limitados de V5.

Seja T # 0 (T : Vi — V,) um operador linear e continuo. Mostre que para todo u € V; tal que |jully, < 1 temos
que
1T ()llv, < [IT1]-

Mostre que a imagem R(T') de um operador linear e limitado T': U — V nao precisa ser fechada em V.

Seja V, W espagos normados e seja T : V — W um operador linear, limitado e sobrejetivo. Suponha que existe
a > 0 tal que
1T (W) = allul|, Yu € V.

Mostre que T ! existe e é limitado.



