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. Mostre que dois funcionais lineares f; # 0 e fo # 0 definidos num mesmo espago vetorial os quais tem o mesmo
espago nulo sdo proporcionais, isto é existe « € R # 0 tal que fo = af;.

. Seja V um espaco vetorial de dimensao n. Seja f : V — um funcional linear. Quais as possiveis dimensoes para

N(f)?

. Sejam U,V # {0} espacos normados onde dim(U) = co. Mostre que existe pelo menos um operador linear
ilimitado T : U — V.

. Seja M # () um subconjunto de um espaco normado V. O anulador M® de M é definido por

M*={feV' fuy=0,YueM}CV'.

Mostre que M® é subespago vetorial de V' e que é fechado. O que sdo V* e {0}*7

. Seja V' o espaco dos polindmios reais de grau menor ou igual a 2 definidos no intervalo [a,b] com o produto
interno

b
(u,v) :/ u(t)v(t) dt.

Mostre que V' é completo. Seja W o conjunto de todos os polinémios tais que u(c) = 0 onde ¢ € [a, b]. E W um
subespaco vetorial de V'?

O conjunto de todos os polindmios de V de grau igual a 2 é um subsepago de V7 Justifique as sus respostas.
. Seja H um espago de Hilbert. Sejam {u,} C H, u,v € H tais que (v,u,) =0, Yn € Ne
Uy, — U,

na norma de H. Mostre que
{(v,u) = 0.

. Seja
V =C([a,b]) = {u:[a,b] = C, : u é continua em [a, b]}.

Seja V1 = (V, | - |lo), onde
[ullso = max {[u(z)l},
z€[a,b]

e Vo= (V,|-[l2) onde

lulla = v/ (u,u)
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e onde .
(u,v) = / u(x)v(zx) dx.
a
Prove que a identidade I : V; — V5 é continua onde
I(u) =u € Vs, Yu e V.
Seja V um espago vetorial complexo com produto interno.
Suponha que T : V' — V um operador linear limitado tal que
(Tu,u) =0, Yu € V.
Mostre que T' = 0. Mostre também que o resultado nao vale no caso de espago vetorial real.
Seja H um espaco de Hilbert e seja M C H um subconjunto convexo. Seja {u,} C M tal que
— d = inf .
]l d = ing {Jlul}
Mostre que {u,} é convergente em H.

Seja V um espago vetorial com produto interno e sejam A, B C V tais que A C B.

Mostre que:

Ac A
Bt c At
ALLL gL

Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Mostre que o complemento ortogonal M-+ de um conjunto
M # () é um subespago fechado.
Seja H um espago de Hilbert e seja V' um subespaco de H. Mostre que V é fechado se, e somente se,
V=V
Seja H um espaco de Hilbert e seja M # {0} um subespaco de H. Mostre que M*+ é o menor subespago
fechado de H que contém M. Isto é, mostre que se W O M e W é subespago fechado de H, entao
W o M
Seja V' um espago vetorial com produto interno se seja {ex}ren C V uma sequéncia ortonormal.
Sejau € V esejav =Y ;_, agek, onde

ap = (u,ex), Vk € {1,--- ,n}.

Mostre que u — v é ortogonal ao subespago {ey,...,en}.

Seja H um espago de Hibert e seja {ej}reny C H uma sequéncia ortonormal.

Sejau €V esejav = 220:1 agey, onde
ay = (u,ex), Vk € N.

Mostre que u — v é ortogonal a eg, Vk € N.
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Seja H um espago de Hilbert e seja {ej }ren C H uma sequeéncia ortonormal e seja M o subsepago de H gerado
por tal sequéncia. Seja u € H. Mostre que u € M se, e somente se,

o0
u = E ALClL
k=1

, onde
ar = (u,ex), Vk € N.

Seja H um espaco de Hibert e seja {ex }ren C H uma sequéncia ortonormal de H. Sejam u,v € H tais que

[eS)
u = E QL€L
k=1

o0
v = Z Bkek.
k=1
Mostre que
o0
(u,v) = B,
k=1

onde esta tultima série é convergente.

Seja H um espago de Hilbert e seja {u,} C H tal que Y.~ , |Juy|| é convergente. Mostre que a série

oo
E Un
n=1

é convergente (em norma).

Seja H um espacgo de Hibert e seja {ex}ren C V uma sequéncia ortonormal de H. Sejam u € H tal que

o0
u = E QLCL.
k=1

Mostre que
o0
> lanl* = ull*.
n=1

Seja
M=<Cu=(u1,...,up) : Zujzl ccn.

Jj=1
Mostre que M é completo e convexo. Encontre o seu vetor de norma minima.

Seja H um espago de Hilbert e seja {e1,...,e,} C H um conjunto ortonormal. Mostre que f,..., 3, onde
B = (u,e;), Vj € {1,...,n} so tais que

lu=wolf = _min flu—wvl,
vE[er,en]

onde
Vo = ﬁlel + -+ ﬁnen-
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Seja H um espago de Hilbert e seja

{en}nEN
uma base ortonormal de H. Use a igualdade
D Nusen)) = lull?, Ve H
n=1

para provar a relacao de Parseval
s _
(u,v) = Z(u,en><v,en>, Yu,v € H.
n=1

Seja H um espago de Hilbert. Seja M C H um conjunto total. Sejam v, w € H. Mostre que se
(v —w,u) =0, Yu € M,
entao v = w.
Seja H um espago de Hilbert. Sejam v, w € H. Suponha que se
(v—w,u)=0,Yue M C H,

entao

Nesse caso mostre que M ¢ total.

Seja V =R"™. Seja f:V — R um funcional linear. Mostre que existe z € R"™ tal que

fu) = (u, 2)rn, Yu € V.

Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja z € V. Mostre que
fu) = (u,2), Vu e,

é um funcional linear em V' com norma ||z|.

Nesse contexo, assuma que o mapeamento de J : V' — V' é sobrejetivo, onde J(z) = f. Mostre que nesse caso V'
é um espago de Hilbert.

Mostre que todo funcional linear e continuo em [? pode ser representado na forma
oo
f(u) = Z u;jZj,
j=1
para algum

z={zj}jen € 2.

Seja H um espago de Hilbert separdvel. Seja {e,} C H uma sequéncia ortonormal total para H. Defina o
operador shift como o operador linear T': H — H onde T'(e,) = €41, Vn € N. Obtenha a imagem, o ntcleo e
a norma de T'. Obtenha também T*.
Seja H um espago de Hilbert se sejam T3, 75, 51,52 : H — H operdores lineares, limitados e auto-adjuntos.
Suponha que

Ty + i1y = S +1Ss.

Sob tais hipdteses, prove que S; =T e Sy = Th.
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Seja H um espago de Hilbert e T': H — H um operador linear, limitado e auto-adjunto tal que T" # 0.

(a) Prove que T" # 0, para n = 2,4,6,8, . ..
(b) Prove que T™ # 0, Vn € N.

Seja H um espago de Hilbert e seja T': H — H um operador isométrico.

Prove que
T =1,

onde I denota o operador identidade.

Seja H um espaco de Hilbert. Seja T': H — H um operador isométrico o qual ndo é unitdrio. Mostre que T
mapeia H num subespago préprio de H.

Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja T : V' — V um operador isométrico onde dim (V) < oo.
Mostre que T' é unitério.

Seja H um espaco de Hilbert e seja {T), : H — H} uma sequéncia de operadores normais tais que
T, —1T,

em norma.

Mostre que T' é normal.

Seja H um espago de Hilbert complexo. Seja T : H — H um operador linear limitado.

Mostre que T' é normal se, e somente se,

1T ()] = 1T (w)l, Vu € H.

Com tal resultado, mostre que se T ¢é linear, limitado e normal, entao

172 = 17>



