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1. Seja V um espago de Banach reflexivo e seja H C V um hiperplano afim, isto é,
H={ueV : (u,u")y =a},

para algum u* € V* tal que u* #0e a € R.

Seja K C V um conjunto convexo, fechado e limitado tal que

KNH=40.

Defina a distancia d entre H e K por,
d=inf{|lu—v|ly : ue HeveK}.
Mostre que existem ug € H e vy € K tais que

d= ||UO — U()Hv.

2. Seja V um espaco de Banach e seja F': V — R um funcional convexo.

Defina o Epigrafo de F, denotado por Epi(F) por,

Epi(F)={(u,a) e VxR : a> F(u)}.
Mostre que Epi(F) é convexo.

3. Seja V um espaco de Banach e seja F': V — R um funcional convexo tal que Epi(F)° # (.

Mostre que

F(u) = sup  {{u,u")v +a : (v,u")y +a < F(v), Yo € V}.
(u*,)eV* xR

4. Seja V um espago de Banach reflexivo e seja M C V um sub-espago vetorial préprio e fechado de V' tal que
v #{0}.

Seja u € V. Mostre que existe vg € M tal que

- = inf |ju—o|y.
= vollv = inf [lu—vllv



. Seja V um espaco de Banach reflexivo e sejam A, B C V conjuntos ndo vazios, convexos e fechados tais que
AN B = (. Suponha também que B é limitado. Defina a distancia d entre A e B por,

d=inf{|lu—v||lyv : ue Aev € B}.
Mostre que existem uyg € A e vg € B tais que

d= ||U() — U()Hv.

. Seja V um espago de Banach reflexivo e seja F': V' — R funcional limitado inferiormente e tal que

liminf F'(u,) > F(u),
n—oo
sempre que
U, — u em o(V, V*)( fracamente ),
Yu e V.
Assuma também que
lim F(u,) = +oo,
n—0o0

sempre que ||uy|y — oc.

Prove que existe ug € V tal que

F(uo) = min F(u).
(uo) = min F'(u)

. Seja V um espago de Banach reflexivo. Seja ug € V. Defina F': V — R por
F(u) = (u,ug)v, Yu € V.

Seja A C V um conjunto convexo, limitado e fechado.

Mostre que existe u; € A tal que
F(u1) = min F(u).

ucA

. Seja V um espaco de Banach reflexivo. Seja ug € V. Defina F': V' — R por
F(u) = (u,uop)v, Yu € V.

Seja A C V um conjunto limitado e fechado.

Mostre que existe u; € Conv(A) tal que
F(uy) = ingF(u).
ue

. Seja V um espago de Banach e seja F' : V — R um funcional. Defina o funcional polar F* : V* — RU {400},
por
F*(u*) = sup{(u, u")v — F(u)}.
ueV
Mostre que F'* é convexo.

Seja V =R? e seja F: R? — R onde

F(Ul, UQ) =

+ i 2
(5% 2u2 .

N
/N

Seja (u},u3) € R2. Obtenha
F*(uy, u3).
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Seja V um espago de Banach. Seja M C V um sub-espago vetorial.

Defina

MY ={u*eV* : (u,u")y =0, Yu € M},
e para N C V* defina

Nt ={ueV : (u,u*)y =0, Yu* € N}.

Mostre que L
(M)t =11

Seja V' um espaco de Banach. Seja u € V.

Defina

Fy={u" €V ¢ |lullv+ < [lullv e (u,u”)v = ulli;}.

Mostre que F,, é nao-vazio, fechado e convexo.
Seja V ={u € C(]|0,1]) : u(0) =0}, com a norma

U = max_ |u(t)|.
[[ullv te[og]I ()]

Seja f: V — R onde
1
= dt.
fw = [ ute) a

Mostre que f é limitado e obtenha || f]

Ve
Seja V' = C([0,1]) com a norma usual

U = max_ |u(t)|.
[[ullv te[og]I ()]

E:{uGV : /01|u(t)|2dt<1}.

Mostre que E é convexo e ilimitado em V.

Seja

Seja V um espago de Banach e seja A C V um conjunto nao vazio, préprio e fechado.

Defina
H(u) = d(u, 4) = inf lu— olly.

Mostre que
|o(u) = ¢(v)| < [lu—vllv, Yu,v € V.

Assuma também que A é convexo. Prove que neste caso ¢ é convexa em V.

(Lema de Mazur) Seja V' um espago de Banach e seja A = {u,} C V tal que

Up, — u, em o(V, V7).

Prove que existe {v,} C Conv(A) tal que v, — u em norma.



16. Seja V um espago de Banach e seja {u,} C V tal que

Up — u, em o(V, V).

Seja

_U1+U2++Un
n — .

n

Prove que também
vp — u, em o(V, V).

17. Seja H um espago de Hilbert complexo. Seja S um operador auto-adjunto tal que (Su,u)y =0, Yu € H.
Prove que S = 0. Repita o exercicio assumindo ghe H é real.

18. Seja H um espaco de Hilbert e seja T': H — H uma isometria linear. Prove que
T =1,
onde I denota o operador identidade.

19. Seja H um espago de Hilbert e seja T': H — H uma isometria linear. Prove que se T nédo é unitdrio entao 7'
mapeia H em um sub-espago préprio fechado de H.
20. Seja V um espago vetorial com produto interno e seja T : V' — V uma isometria linear.

Assuma que dim(V) = n < co. Mostre que nesse caso T é unitdrio.
21. Seja H um espago de Hilbert. Suponha que {7}, : H — H} seja uma sequéncia de operadores normais e que
T, > T

em norma.
Mostre que T' é normal.
22. Seja H um espago de Hilbert complexo. Mostre que um operador linear e limitado T : H — H é normal se, e
somente se,
1T (e = 1T ()|, Vu € H.
23. Seja V um espago vetorial. Seja p : V' — R um funcional sublinear.

Mostre que
p(0) =0

p(—u) > —p(u), Yu € V.

24. Seja V um espago vetorial normado. Seja p : V' — R um funcional sub-aditivo.

Suponha que p é continuo em 0 e tal que p(0) = 0. Prove que p é continuo em V.

25. Seja V um espago vetorial real e seja p : V' — R um funcional sub-linear.
Seja f: Z — R onde
Z ={u=aup, : a€R},
para algum fixo ug # 0, ug € V e onde
fu=aup) = ap(ug).

Prove que f ¢é linear em Z e que
f(u) <p(u), Vue Z.
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Seja V um espago vetorial real e seja p : V' — R um funcional sub-linear. Mostre que existe um funcional linear
g:V — R tal que
—p(—u) < g(u) < p(u),Vu e V.

Seja V' um espaco vetorial real e seja p : V — R tal que

p(u+v) < p(u)+ pv) e plav) = |a|p(u), Vu,v € V,a € R.

Seja ug € V. Mostre que existe um funcional linear g : V' — R tal que g(ug) = p(ug) e

lg(u)| < p(u), Yu € V.

Seja V' um espago de Banach complexo e seja T € L(V).

Defina
re(T) =sup{|A| : A€ a(T)}.
Prove que
ro (o) = |a|ry, (T), Ya € C
e que

ro(T™) = (ro(T))", Vn € N.

Seja {\,} uma sequéncia real tal que
An — 0, quando n — co.

Seja T : 1% — 1% onde

T({un}) = {Antn}-

Mostre que T é compacto.

Sejam U e Y espagos de Banach. Denotemos por L(U,Y) o conjuntos dos operadores lineares e limitados
A:U—=Y.

Mostre que L(U,Y) é um espaco de Banach com a norma

[All = sup{[|Aully : [[ullv =1}
uclU

Seja [a,b] C R um intervalo fechado e seja V. = C™([a,b]) o espago das fungoes continuas e com derivadas de
ordem até m continuas em [a,b]. Mostre que V é um espaco de Banach com a norma

1fllv = max {If(w)l +y |f<k><x>|} .
T k=1

Seja V um espago de Banach reflexivo e sejam K, F' C V tais que K é compacto, F' é fechado e convexo e

KNnF=0.

Defina a distancia entre K e F', denotada por d(K, F'), como

dK,F)=mf{|lu—v|lyv : ue KeveF}.

Prove que existem ug € K e vg € F tais que

d(K, F) = ||U0 — UOHU-
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Seja H um espaco de Hilbert separdvel com uma base ortonormal {u, }nen. Prove u, — 0 fracamente em H.

Seja V um espaco de Banach e seja K C V um conjunto compacto. Suponha que K C W onde W é aberto.

Prove que existe W; C V aberto tal que o
KcWwW,cW,cCcW.

Seja U um espago de Banach cujo dual topolégico é identificado com o espaco U*, mediante uma forma bilinear
(,): UxU" =R,

Seja {u} C U* um conjunto denso em By-.

Defina uma métrica d : U x U — RT para U por

(a) Prove que de fato d é uma métrica.

(b) Em By prove que a topologia relativa a tal métrica corresponde ao traco da topologia o (U, U*) sobre By .

Seja V um espaco de Banach e seja M um sub-espago vetorial fechado de V.

Defina o espago quociente
VIM ={u : ueV},

onde
u={ut+v : veM}

Defina a norma || - [y : V/M — R* por
u = inf .
[Tlhvyae = inf hut- vl
(a) Prove que || - |ly/as de fato é uma norma.
(b) Prove que V/M é um espago de Banach com tal norma.
Seja H um espago de Hilbert e suponha que A : H — H é um operador linear tal que
(Au,v)g = (u, Av) g, Yu,v € H.

Prove que A é limitado.

Dica: Prove que o grafico de A é fechado.

(B.L.T. Theorem) Seja A : Vi — V5 um operador linear e limitado onde (V1] - ||v;) é um espaco normado e
(Va, || - [lv,) é um espaco de Banach. Prove que A pode ser estendido a um tnico A : V| — V; linear e limitado
e tal que R

Al < [|A]).

Seja U um espago de Banach cujo dual topoldgico é identificado com o espago U™, mediante uma forma bilinear
(,):UxU" =R,
Prove que uma net {u,}aecs converge para ug € U em o(U,U*) se, e somente se,

(Uay Yy = (ug, u™Yy, Yu* € U*.
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Seja V um espago vetorial normado complexo e seja A : V' — V um operador linear.
Sejam {u1,...,un} CV\{0} e {A\1,..., A} C C\ {0} tais que
Alu;) = Ajuy,
onde Aj # Ag se j # k.
Mostre que {u1,...,u,} é linearmente independente.

Sugestao: Use indugao.

Seja V um espaco de Banach e seja W um subespago fechado de V. Seja uj € V*.

Defina

a = sup {[{u, ug)v| : [lullv <1}
ueW

b=inf{|ju* —ujlly : u* € W}

(a) Prove que a <b.

(b) Assuma que V' é um espaco de Hilbert. Mostre que nesse caso a = b.

Sejam U um espago de Hilbert. Seja A € L(U) um operador auto adjunto tal que tal que A(U) = U. Prove que
existe d > 0 tal que se B € L(U) e ||B — A| <6, entao B(U) = U.

Seja H um espago de Hilbert complexo e seja A € L(H) um operador auto-adjunto.

Prove que X\ € o(A) se, e somente se, existe uma sequéncia {u, } C H tal que ||u,||g =1, Vn € Ne

lim ||Aun, — Aup ||z = 0.
n—00

Prove o resultado acima assumindo que A é um operador normal e ndo necessariamente auto-adjunto.

Seja V = C[0,1] e defina T : V' — V por
Tx =vx,
onde v € V.
Obtenha o(T).
Ache um operador linear 7" : C[0, 1] — C0, 1] tal que o(T) = [a, b].

Seja T : 1> — 12 definido por y = T'x, onde x = {z,} e y = {a, 2, }, onde {a,} é denso em [0, 1]. Obtenha o, (T)
e o(T).

No tltimo problema mostre que se A € o(T) \ o(T"), entdo Rx(T) é ilimitado.

Seja T : 12 — I? definido por y = Tr, onde z = {x,,} ey = {@nzy}, onde {a,, } é denso em um conjunto compacto
K C C. Obtenha 0,(T) e o(T).

Seja H um espago de Hilbert complexo e seja T' € L(H, H). Mostre que
[BA(T)|| = o0
quando A — oo.
Seja V' = C[0,n]. Defina T : D — V por
Tu=u",
onde

D={ueV : 4 v €V, u(0)=u(r) =0}

Mostre que o(T") nao é compacto.
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Seja T : [*° — [*° onde
Tx = T(Z‘l,xg,xg, .. ) = (1‘2,1‘3, .. .),

e onde z = {z,} €.

(a) Se
Al > 1,
mostre que A € p(T).
(b) Se
Al <1,

mostre que A é auto-valor e obtenha o auto-espago Y correspondente.
Seja T : 1P — [P (1 < p < o0) onde
Te=T(x1,x2,x3,...) = (T2,23,...),
e onde z = {x,} € IP. Se |\| = 1 verifique se tal A é ou ndo um auto-valor de 7.
Sejam U,V espacos vetoriais normados. Assuma que
15 :U -V

sejam operadores lineares e compactos.

Mostre que T' =Ty + T é também linear e compacto. Mostre também que o conjunto dos operadores lineares e
compactos C(U, V') é um subespago de L(U, V).

Se V' é um espaco de Banach, mostre que C(U, V') é um espago de Banach.

Seja V um espago de Banach e seja f € V*. Seja z € V. Mostre que T': V — V é compacto, onde
Tu= (u, fivz, Vu e V.

Seja H um espago de Hilbert complexo. Seja M C V um subespago de M de dimensao finita n.

Seja P:V — M a projegao ortogonal sobre M.

Mostre que P é compacto.

Seja T : 1% — 12 definido por
Tr=y

onde
r={x,} €l?
y = {zn/2"}.
Mostre que T é compacto.
Seja T : [P — [P, onde 1 < p < 400, definido por
Tr=y
onde
r={x,} €l?
y = {an/n}.

Mostre que T é compacto.
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Seja T : [*° — [*°, definido por

onde

Mostre que T é compacto.

Seja T : 1% — I? definido por

onde

onde

Mostre que T é compacto.

Seja {A,} C C tal que
Seja T : 1% — I? definido por

onde

Mostre que T' é compacto.

An — 0, quando n — co.

Tx =y
r={x,} €l?
Yy = {Anxn}

Sejam U, V, W espagos vetoriais normados. Suponha que 77 : U — V é um operador linear compacto e Ts : V —

W operador linear e limitado.

Mostre que 15T} : U — W é compacto.

Seja H um espago de Hilbert complexo. Seja T': H — H um operador linear.

Mostre que T é compacto, se e somente se, 7T é compacto.

Seja V' um espago vetorial normado de dimensao infinita. Seja T : V' — V um operador linear e compacto o qual
tem uma inversa definida em todo V. Mostre que tal inversa nao pode ser limitada.

Seja V um espaco vetorial normado de dimensao infinita. Seja T': V' — V um operador linear e compacto.

Mostre que nesse caso

0€o(T).



65. Seja T : 1% — I? definido por

onde

onde {ay,} é denso em [0, 1].

Mostre que T nao é compacto.

Tr=y
r={x,} €l?
Y= {Olnifn},

10



