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1 Limites

Nogao intuitiva: A ideia de limite de uma fun¢do num ponto z, refere-se a qual valor f(z) se
aproxima quando x se aproxima de xg.

Vejamos o exemplo,
Seja f: R — R onde

5, sex =1

f(a:):{ 20 +1, sex#1

Assim y = f(x) = 2x 4+ 1 quando z # 1.

Logo quando x aproxima-se de 1, f(x) aproxima-se de 2(1) + 1 = 3, vejamos as tabelas 1 e 2.

Observe que a nocao de limite refere-se ao que acontece nas vizinhacas do ponto em questao, no
caso xrg = 1, mas nao exatamente no ponto xg

Portanto,

lim f(z) =3#5= f(1).

z—1

1.1 Limites, definicao formal

Definition 1.1. Seja f : (a,b) — R uma funcdo e seja x¢ € (a,b).

Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a xy vale L € R, quando para cada € > 0, eziste
d > 0 tal que se 0 < |x — x| < 9, entao |f(x) — L] < e.

Nesse caso denotamos,

lim f(x) =L €eR.

T—T0

T y=2x+1
0.9 2.8
0.99 2.98

0.999 2.998

Table 1: Aproximagoes para f(z) quando x — 1~.



T y=2x+1
1.1 3.2
1.01 3.02

1.001 3.002

Table 2: Aproximagoes para f(z) quando x — 17.

Exemplo:
Considere novamente f : R — R tal que,

2z +1, sex#1
f(x)—{& sex =1

Provaremos formalmente que,

lim f(x) =lim2x 4+ 1 = 3.
z—1

z—1
Seja € > 0.
Assim
20 +1-3|<¢
& 20 -2 <e
& 2r—1<e
& |r—1] < 2(=9).
2
Logo,

O<\x—1\<(5:%=>\2x+1—3\<5.

Formalmente, temos:
Para cada € > 0, existe 6 = ¢/2 tal que se 0 < |x — 1| < § = £/2, entao

204+1—-3|<e.

Portanto,
lim f(x) = lim2x + 1 = 3.
z—1 rz—1

Exercicio: Prove formalmente que
lim bx +4 = 19.

r—3

Exercicio: Seja f: R — R onde
f(z) =ax+0b, Vz eR

2



onde a # 0.
Seja z¢ € R. Prove formalmente que

lim f(x) = azxo+b.

T—TQ

2 Unicidade do Limite

Theorem 2.1. Seja f : (a,b) — R e seja xy € (a,b).
Suponha que

T—T0

lim f(x) = Ly € R.
T—TQ
Sob tais hipoteses
Ll == LQ.
Portanto, se o limite existe, ele € unico.

Proof. Seja € > 0.
De lim, ., f(z) = L4, existe d; > 0 tal que se 0 < |z — xy| < 01, entao

f(@) = Ll < 5.

De lim,_,, f(z) = Lo, existe d3 > 0 tal que se 0 < |x — x| < Jz, entdo

5
|f(x) = Lo| < 5
Defina 6 = min{d, d2} e escolha z; € R tal que 0 < |z — zo| < 0.
Logo,
|Ly — Lo| = |Ly — f(x1) + f(21) — Lo
< [f(@1) = La| + | f(z1) — Lo
_ e, €
2 2
= & (2)
ou seja

|Li — Ly < e, Ve>0

Fazendo € — 07, obtemos,
|L1 - LQ‘ = 07

isto é,
Ll == LQ.

A prova esta completa. O



Theorem 2.2 (Confronto). Sejam f,g,h: (a,b) = R fungoes tais que existe oo > 0 tal que se
0< ’.T—.To‘ <(50,

entao
f(z) < g(z) < h(z).

Suponha também que,

lim f(x)=LeR

T—xT0
e
lim h(x) = L.
T—T0
Sob tais hipoteses, temos que
lim g(z) = L.
T—T0

Proof. De lim,_,,, f(x) = L, existe §; > 0 tal que se 0 < |z — 2| < J, entdo
|f(z) — L] <e,

ou seja
L—-e<f(z)<L+e.

De lim,_,,, h(x) = L, existe J, > 0 tal que se 0 < |z — xo| < J2, entao
|h(z) = L] <e,

ou seja
L—¢e<h(x)<L+e.

Defina § = min{dy, d1,d2}. Assim se
0 < |z — x| <9,

de (3),(4) e (5) obtemos:

L—c< f(z) < g(z) < h(z) < L+e,

isto é,
‘g(.fﬂ) - L’ <g,
se
0< |ZE — I'0| < 4.
Portanto,
lim g(z) = L.
T—T0



Proposition 2.3. Seja f : (a,b) — R uma funcdo e seja xy € (a,b).
Suponha que

lim |f(z)| = 0.
T—T0
Sob tais hipoteses,
lim f(z) = 0.
T—TQ

Proof. Seja e > 0.
De lim, ., | f(z)] = 0, existe 6 > 0 tal que se 0 < |z — zo| < 4, entado

1f(z)] = 0] <e,
e assim
|f(x)] <e.
Portanto
lim f(z) = 0.
T—T0

A prova esta completa.

Exemplo:
Seja f : R\ {0} — R, tal que,

f(z) = zsin (l) :
lim x sin (l) = 0.
x—0 x

) 1
x sin (—)‘ < x| -1 =zl
x

lim |z| = 0,
z—0

8

Mostre que

Observe que, para = # 0,
0<

Como

do Teorema do confronto obtemos,

e assim,



2.1 Propriedades dos Limites

Theorem 2.4. Sejam f,g: (a,b) — R funcoes e seja xo € (a,b).
Suponha que
lim f(x)=LeR

T—T0
e
lim g(x) = M € R.
T—T0
Sob tais hipoteses,
1.
lim a- f(z) =a- L, Ya € R,
T—xT0
2.
lim f(z) +g(z) = L+ M,
T—T0
3.
lim f(z) - g(x) = L+ M,
T—T0
- fl@) L
x
lim —~ = — M #0.
v g(x e 7
Exercicio:
Calcule
2+ 1
z—=1 ¢+ 3

Remark 2.5. Seja f: R — R tal que
f(x) = ap + a1w + agx® + - - - + a, ",
onden € N e ag,ay, - ,a, € R.

Tal funcao € dita ser polinomial.
Das propriedades dos limites,

lim f(x) :ao+@1$0+"‘+@nx8 = f(xo)a

VIBQ € R.
Seja
(@) = 12
g9(z)
onde

f(x) =ap + a1r + agx® + -+ - + a, 2",



g(x) = by + bz + by + - - + bpa™,

onde m,n € N e ag,---an, by, -+ ,b, €R.
Tal funcao h ¢é dita ser racional.
Assim, do exposto acima e das propriedades dos limites

. _ o @) lime e f(z) ()
;lcli% M) = xlggg g(x)  limg_., g(x)  g(xo)
Vag € R tal que g(xy) # 0.

Exercicio:
Calcule

Observe que

Coat—1 12—-1 0
[ = lim = = -,

ou seja o limite é indeterminado.
Vamos resolver essa indeterminacao.
Observe que se x # 1,

-1 _ (z+1)(z—1)

= 1
xr—1 x—1 T4
e assim,
. x? .
[ = lim =limx+1=2.
x—1 1 — r—1
Resumindo,
[ =2.
Exercicio:
Calcule ; 2 g
i B2 =9
x—0 x

3 Limite da Funcao Composta

Theorem 3.1 (Limite da fungao composta). Sejam f(a,b) — R e g : (d,e) — R fungées e seja
xo € (a,b).
Suponha que,
lim f(z) =ce€ (d,e),

T—T0



Sob tais hipoteses,

Theorem 3.2. Seja f :

Sob tais hipoteses,

Exercicio:
Calcule

Exercicio: Seja a > 0.
Calcule

Exercicio: Calcule

Exercicio: Calcule

Exercicio: Calcule,

lim g(y) = g(c).

y—cC

lim g(f(x)) = g(c).

T—T0

[0,4+00) — R onde

lim vz = \/zg, Vzo > 0.

T—T0




