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1 Limite da Funcao Composta

Theorem 1.1 (Limite da fungao composta). Sejam f : (a,b) = R e g : (d,e) — R fungées e seja
zo € (a,b).
Suponha que,
lim f(z) =ce€ (d,e),

T—T0

lim g(y) = g(c).

Yy—c

Sob tais hipdteses,

lim g(f(x)) = g(c).

T—xT0

Proof. Seja e > 0.

De
ggég(y) = g(c),
existe n > 0 tal que se
|y - C| < n,
entao
lg(y) —g(c)| <e. (1)
De
A S =c

existe 0 > 0 tal que se
0< |ZE — I'0| < (5,

entao
|f(x) —c] <n.

1



Disto e (1), obtemos,
l9(f(2)) —g(0) <,

se
0 < |z — x| <.

Portanto,

lim g(f(x)) = g(c).

T—T0

A prova esta completa.

Theorem 1.2. Seja f : [0,+00) — R onde

Sob tais hipoteses,

T—xT0

Proof. Seja xq > 0 ( 0 caso xy = 0 sera tratado em seguida).
Logo para = > 0 tal que = # z(, obtemos,

|z — 2] B

= 17
|z — 2]
e assim,
(Vo = Vao)llve + vl _
|z — o] ’
e portanto,
|z — @0
0< -V, =
|z — @0
= 7o
Como
lim M —0

x—x0 A /xo

disto, de (2) e do teorema do confronto, obtemos,
lim ’\/5— \/[B(]’ = O,
T—T0

ou seja,

lim /z = /.

T—T0



Para o caso zg = 0, seja € > 0. Para x > 0 temos que
Vi<ee 0<z<e?(=9).
Logo, para cada € > 0 existe § = 2 > 0 tal que se

0<z<d=¢e?

entao
VI =] <e.
Portanto,
lim /z = 0.
z—07F
A prova esta completa.
Exemplo: Calcule
) x? — 25
lim

z—5+ r—>5 ’

Observe que

2 _
Lm0 (@4 5) 5
z—5t T —H z—5t r—5

= limz+5
r—5HT
= 5+5=10.

Disto, do ultimo teorema e do teorema do limite para funcao composta, obtemos,

2_ 9
L 5) — V/10.
i

. / - 25 \/
lim
z—5t xﬁ5+

Exercicio
Calcule
I V3r+ 3 — V12
xg% r—3 )
Exercicio:
Calcule
Iim V3r —T—14/14
=7 \/4x + 3 — /31
Exercicio:



Calcule
o vr+1-1
lim —MM—.

z—0 x

Solucao: Defina y = /2 + 1. Assim 2 = y> — 1, e y — 1, quando x — 0.

Logo,
o Vr+1-1 oy —1
lim — = lim
z—0 €T y—1 y3 -1
—1
= lim ¢ )
=1 (y— Dy +y+1)
1
= lim ———
yv—ly? +y+1
1
- = 4
. (4)
Exercicio:
Calcule
xr — 2

lim ——.
052 3z =5 — 1
Dica: Defina y = v/3x — 5.

Exercicio:
Calcule
g Lo VIZT
@01+ 3z —1
Solucao:

1-¢T—a e

I oy L BVS i
T
. — .‘3/ —
_ lim 0 % (5)
B lim, o 1 ¥3z—1"

x

Para calcular
R I
[ =lim ———,
x—0 €T

defina y = v/1 — x. Assim,
r=1-—19°



y — 1, quando x — 0.
Portanto,

R A
I, = lim———

z—0 x

1
lim ——
y=1y? +y+1
1
3
Para calcular

[, = lim
z—0

1+ 3z —1
;L' )

defina y = v/3z — 1. Assim,

y — —1, quando x — 0.

Portanto,

o1+ 38z —1
ly = lim ——
x—0 €x

3(1+y)

im ——2~

y—-1 1+793
3(1+y)

Finalmente,

1-VT-z 1

lim——v-—% 1 _ 2
01+ B —1 Il 3

Exercicio:



Calcule
y /2 =3z —2
im ———
e>-2 14 /22 + 3
J2=3z—2

1- r+2

1 [ —
r——2 1+22+3’
x+2

L 2 —3x—2
L= lm ——

r——2 T + 2

o 14+ 22 +3
lh = lm ————

z——2 x4+ 2

Sugestao: Calule

isto é defina

)

e calcule
b

2 Limites laterais

Definition 2.1 (Limites laterais). Seja f : (a,b) — R uma funcdo e seja xy € (a,b).
Dizemos que o limite lateral a direita de f em xg vale L € R, quando para cada e > 0 existe 6 > 0
tal que se xo < x < x9+ 0, entdo
|f(x) — L| <e.

Nesse caso escrevemos,
lim f(z) =L eR.
Tz

Exemplo: Seja f: R — R tal que

2

20 4+1, sex>1
f(x)_{a:, ser <1

Assim
lim f(z)= lim 22 +1=2(1)+1=3.

z—1t z—1t

Simlarmente, dizemos que o limite lateral a esquerda de f em xg vale L € R, quando para cada
e > 0 existe § > 0 tal que se ro — § < x < xg, entao

|f(x) — L| <e.
Nesse caso escrevemos,

lim f(z) =L eR.

$—>IB0



No ultimo exemplo,

lim = lim 22 =1%>=1.
rx—1— r—1—

Theorem 2.2. Seja f: (a,b) — R uma funcao e seja xy € (a,b).

Sob tais hipdteses,

lim f(x)=LeR

T—xT0
se e somente se,
lim f(z)=1L
Tz
e
lim f(x)= L.
=T

Exemplo:
Seja f: R — R tal que

2243, sex<l

f(a:):{ V3t +1, sex>1

Verifique se existe

lim f(z).

r—1

Observe que

lim f(z) = lim, V3r+1=+/3(1)+1

z—1t

Vi =2.

lim f(r) = lim —2° +3=—(1)>+3=2.

Tz—1— z—1—
Assim,
lim f(z) = lim f(z)=2.
z—1t z—1—

Logo, do ultimo teorema,
lim f(x) = 2.

r—1



