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1 Limites Infinitos - consideracoes finais
Definition 1.1. Seja f : D C R — R uma funcao. Se xg € R € tal que

lim f(x) = 400,
Tz

lim f(x) = 400,

=T
lim f(x) =—00
CC‘).ZS’
ou
lim f(z) = —o0,
T

dizemos que a reta x = xy € uma assintota vertical do grdfico de f.

Por outro lado, se
lim f(x) =L €R,

r——+00
ou

lim f(x) =L €R,

T—r—00

dizemos que a reta y = L ¢ uma assintota horizontal do grdfico de f.

Exemplo: Seja )
3z 4+ dxr + 8
fle) = 22 —2x—3
Obtenha as assintotas verticais e horizontais de f.
Possiveis assintotas verticais.
Sao solucoes da equacao:
? =2 —-3=0.

1



isto é

24 /(=22 —4(=3)(1) _2+V16 _2+4

xr =

2(1) 2 2
Assim
2—4 ]
T = — = —
! 2
¢ 244
Ty = 5 =3
Portanto 3(3)2 5(3) .
+ +
1’ — 2 2 —
L O Y A
3(3)2+5(3 8
lim f(x):”( () + ()+ )77:_00‘
r—3~ O—-
E também,
: ) 3(_1)2 +5(_1) +8 9 ” 6 )
Jm f(@) = ( 0— - o) T
. 3(—1)2+5(—1)—|—8 6
1 — 2 9 — 9 - ) —
i f(@) ( 0— 0+ o
Portanto as assintotas verticais sao ©r = —1 e x = 3.
Por outro lado,
. . 322+ 5 +8
$1_1}I_{100f(37) o a:1—1>r—|¥loo 2 —92r — 3
32245248
= lim z?

z2—22—3
wﬁ+u>__7§__

 3+5/x+8/2 3
Iﬁnfool—Q/x—?)/az:2 1 3 (1)

Similarmente,

lim f(x)=3.

T—r—00

Portanto, a reta y = 3 é a assintota horizontal de f.

2 Limites Infinitos no Infinito

Definition 2.1. Seja f : (a,+00) — R uma fungdo. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende
a +oo wvale 400, quando para cada A > 0 existe B > 0 tal que se x > B, entao f(x) > A.
Nesse caso escrevemos:

lim f(x) = +o0.

T—+00



Exemplo: Considere f : R — R onde f(z) = 22
Mostraremos que

lim 2% = +c0.
r——+00

De fato, seja A > 0.

Assim, para x > 0 temos que
?>Asz>VA=B.

Ou seja
r>B=VA= 2> A

Mais formalmente, para cada A > 0 existe B = v/A > 0 tal que se > B = /A, entéo
flz) =2 > A
Portanto,

lim 2% = 4+c0.
r——+00

Similarmente, para f : (—o00,b) — R escrevemos

lim f(x) = +o0,

T—r—00

quando, para cada A > 0, existe B < 0 tal que se z < B, entao f(z) > A.
E também, para f : (a,+00) — R, escrevemos

lim f(x) = —o0,

T—+00

quando para cada A < 0 existe B > 0 tal que se > B, entao f(z) < A.
Similarmente, para f : (—o0,b) — R, escrevemos

lim f(x) = —o0,

T——00
quando para cada A < 0 existe B < 0 tal que se z < B, entao f(z) < A.
Exercicio: Seja f: R — R onde f(z) = 2" e onde n € N.
1. Se n é par, prove formalmente que

lim f(x)=4occe lim f(x)=+oo.

T—+00 T—>—00
2. Se n é impar, prove formalmente que

lim f(z)=+o0e lim f(z)= —o0.

T—+00 T——00



2.1 Assintotas Obliquas

Definition 2.2. Seja f: D C R — R uma fungao. Suponha que a reta y = ax + b onde a # 0 seja
tal que
lim f(x)— (ax +b) =0,
r—r+00
ou
lim f(x)— (ax +b) = 0.

T—r—00

Nesse caso dizemos que tal reta y = ax + b € uma assintota obliqua do grdfico de f.

Exercicio: Obtenha as assintotas verticais e obliquas de

522 —3

o) =55

Exercicio: Calcule

V3w? + 2w — 1

I
wﬁnzloo Tw —4
Exercicio: Seja
2t —5x +25
J(x) = zw(z? +x—2)

Obtenha as assintotas verticais e obliquas de f.

3 Limites para funcoes exponenciais

Theorem 3.1. Os sequintes limites sdo validos,

1.
lim e* = €™, Vxg € R,
T—xT0
2.
lim In(x) = In(xg), Yo > 0,
T—TQ
onde,
e=lim(1+2)"" ~2.7183 - - - .
z—0
Além disso, para a > 0, a # 1 temos que
3.

lim a® = a™, Vxy € R,
T—T0



lim log, x = log, xo, Vxo > 0.

T—xT0
Finalmente,
5. v
lim & —1,
z—0 x
6. v
lim &= —lna, Ya >0, a # 1.
x—0 x

Proof. Provaremos apenas os itens 5 e 6.
Defina y = €%, assim y = ¢ — € = 1, quando = — 0.
Logo,
Iny=In(e’) =zlne=2x-1=uz,

e assim

.oet—1 oy —1
lim = lim
z—0 T y—=1 Iny
B 1
oyl L Iny
y—1
1
= lim

y—1 ]n[yl/(y—l)] ’

Defina z=y—1,assimy=2+1e 2=y —1— 0 quando y — 1 e portanto

. 1 ) 1
ﬂ% Inyl/-1 lg% In[(z + 1)V7]
B 1
~ Inflim, (2 + 1)Y/7]
1
~ lne
1
1
= 1.
Logo
r—1
lim &~ = 1.
z—0 xT
Finalmente,



Coa—1 o enle®) g
lim = lim
xz—0 x z—0 x
6acln(a) 1
= lim
x—0 X
6:1:111((1) -1
= lim Ina
=0 xlna
vy -1
= lim c Ina
y—0 Yy
vy 1
= Inalim ¢
y—0 Yy
= Ina, (4)
onde
y=zlna — 0
quando = — 0.
A prova esta completa.
O
Exercicio:
Calcule
e
lim
x—0 T
S5r __ 1 Sxr __ 1
I = lim & — lim S 5
z—0 x x—0 5;5
|
— lim<—"5
y—0 Yy
1-5
5, (5)

onde y = 5z — 0 quando =z — 0.



