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1 Limites Infinitos - considerações finais

Definition 1.1. Seja f : D ⊂ R → R uma função. Se x0 ∈ R é tal que

lim
x→x+

0

f(x) = +∞,

lim
x→x−

0

f(x) = +∞,

lim
x→x+

0

f(x) = −∞

ou

lim
x→x−

0

f(x) = −∞,

dizemos que a reta x = x0 é uma asśıntota vertical do gráfico de f .
Por outro lado, se

lim
x→+∞

f(x) = L ∈ R,

ou

lim
x→−∞

f(x) = L ∈ R,

dizemos que a reta y = L é uma asśıntota horizontal do gráfico de f .

Exemplo: Seja

f(x) =
3x2 + 5x+ 8

x2 − 2x− 3
.

Obtenha as asśıntotas verticais e horizontais de f .
Posśıveis asśıntotas verticais.
São soluções da equação:

x2 − 2x− 3 = 0.
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isto é

x =
2±

√

(−2)2 − 4(−3)(1)

2(1)
=

2±
√
16

2
=

2± 4

2
.

Assim

x1 =
2− 4

2
= −1

e

x2 =
2 + 4

2
= 3.

Portanto

lim
x→3+

f(x) = ”

(

3(3)2 + 5(3) + 8

0+

)

” = +∞.

lim
x→3−

f(x) = ”

(

3(3)2 + 5(3) + 8

0−

)

” = −∞.

E também,

lim
x→−1+

f(x) = ”

(

3(−1)2 + 5(−1) + 8

0−

)

” = ”

(

6

0−

)

” = −∞.

lim
x→−1−

f(x) = ”

(

3(−1)2 + 5(−1) + 8

0−

)

” = ”

(

6

0+

)

” = +∞.

Portanto as asśıntotas verticais são x = −1 e x = 3.
Por outro lado,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

3x2 + 5x+ 8

x2 − 2x− 3

= lim
x→+∞

3x2+5x+8
x2

x2
−2x−3
x2

= lim
x→+∞

3 + 5/x+ 8/x2

1− 2/x− 3/x2
=

3

1
= 3. (1)

Similarmente,
lim

x→−∞

f(x) = 3.

Portanto, a reta y = 3 é a asśıntota horizontal de f .

2 Limites Infinitos no Infinito

Definition 2.1. Seja f : (a,+∞) → R uma função. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende

a +∞ vale +∞, quando para cada A > 0 existe B > 0 tal que se x > B, então f(x) > A.
Nesse caso escrevemos:

lim
x→+∞

f(x) = +∞.
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Exemplo: Considere f : R → R onde f(x) = x2.
Mostraremos que

lim
x→+∞

x2 = +∞.

De fato, seja A > 0.
Assim, para x > 0 temos que

x2 > A ⇔ x >
√
A = B.

Ou seja
x > B =

√
A ⇒ x2 > A.

Mais formalmente, para cada A > 0 existe B =
√
A > 0 tal que se x > B =

√
A, então

f(x) = x2 > A.

Portanto,
lim

x→+∞

x2 = +∞.

Similarmente, para f : (−∞, b) → R escrevemos

lim
x→−∞

f(x) = +∞,

quando, para cada A > 0, existe B < 0 tal que se x < B, então f(x) > A.
E também, para f : (a,+∞) → R, escrevemos

lim
x→+∞

f(x) = −∞,

quando para cada A < 0 existe B > 0 tal que se x > B, então f(x) < A.
Similarmente, para f : (−∞, b) → R, escrevemos

lim
x→−∞

f(x) = −∞,

quando para cada A < 0 existe B < 0 tal que se x < B, então f(x) < A.

Exerćıcio: Seja f : R → R onde f(x) = xn e onde n ∈ N.

1. Se n é par, prove formalmente que

lim
x→+∞

f(x) = +∞ e lim
x→−∞

f(x) = +∞.

2. Se n é ı́mpar, prove formalmente que

lim
x→+∞

f(x) = +∞ e lim
x→−∞

f(x) = −∞.
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2.1 Asśıntotas Obĺıquas

Definition 2.2. Seja f : D ⊂ R → R uma função. Suponha que a reta y = ax + b onde a 6= 0 seja

tal que

lim
x→+∞

f(x)− (ax+ b) = 0,

ou

lim
x→−∞

f(x)− (ax+ b) = 0.

Nesse caso dizemos que tal reta y = ax+ b é uma asśıntota obĺıqua do gráfico de f .

Exerćıcio: Obtenha as asśıntotas verticais e obĺıquas de

f(x) =
5x2 − 3

2− 3x
.

Exerćıcio: Calcule

lim
w→−∞

√
3w2 + 2w − 1

7w − 4
.

Exerćıcio: Seja

f(x) =
x4 − 5x+ 25

x(x2 + x− 2)
.

Obtenha as asśıntotas verticais e obĺıquas de f .

3 Limites para funções exponenciais

Theorem 3.1. Os seguintes limites são válidos,

1.

lim
x→x0

ex = ex0 , ∀x0 ∈ R,

2.

lim
x→x0

ln(x) = ln(x0), ∀x0 > 0,

onde,

e = lim
x→0

(1 + x)1/x ≈ 2.7183 · · · .

Além disso, para a > 0, a 6= 1 temos que

3.

lim
x→x0

ax = ax0 , ∀x0 ∈ R,
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4.

lim
x→x0

loga x = loga x0, ∀x0 > 0.

Finalmente,

5.

lim
x→0

ex − 1

x
= 1,

6.

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, ∀a > 0, a 6= 1.

Proof. Provaremos apenas os ı́tens 5 e 6.
Defina y = ex, assim y = ex → e0 = 1, quando x → 0.
Logo,

ln y = ln(ex) = x ln e = x · 1 = x,

e assim

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

y→1

y − 1

ln y

= lim
y→1

1
1

y−1
ln y

= lim
y→1

1

ln[y1/(y−1)]
. (2)

Defina z = y − 1, assim y = z + 1 e z = y − 1 → 0 quando y → 1 e portanto

lim
y→1

1

ln y1/(y−1)
= lim

z→0

1

ln[(z + 1)1/z]

=
1

ln[limz→0(z + 1)1/z]

=
1

ln e

=
1

1
= 1. (3)

Logo

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

Finalmente,
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lim
x→0

ax − 1

x
= lim

x→0

eln(a
x) − 1

x

= lim
x→0

ex ln(a) − 1

x

= lim
x→0

ex ln(a) − 1

x ln a
ln a

= lim
y→0

ey − 1

y
ln a

= ln a lim
y→0

ey − 1

y

= ln a, (4)

onde
y = x ln a → 0

quando x → 0.
A prova está completa.

Exerćıcio:
Calcule

lim
x→0

e5x − 1

x
.

l = lim
x→0

e5x − 1

x
= lim

x→0

e5x − 1

5x
5

= lim
y→0

ey − 1

y
5

= 1 · 5
= 5, (5)

onde y = 5x → 0 quando x → 0.
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