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1 Funcoes continuas

Definition 1.1. Seja f : (a,b) — R e seja xo € (a,b).
Dizemos que [ € continua em xqo quando

lim f(x) = f(xo).

T—T0

Exemplo: Seja f: R — R onde

fz) = 204+ 1, sex>1
Tl 2?2 +2,sex <1

Verifique se f é continua em xy = 1.
Observe que
lim f(z)= lim 22 4+1=2(1)+1=3

z—1+ z—1+
e
lim f(zr)= lim 2> +1=1>4+2=3.
r—1— r—1—
Assim

lim f(z) = lim f(z) = lim /() = 3 = /(1)

r—17t rx—1

Portanto f é continua em zy = 1.

Exercicio:
Seja f : R — R, onde

f(x) = %sex<2
Bx+3, sex>2

Determine « e 8 tais que f seja continua em x = 2.

Para que lim, ,»- f(x) exista e seja real é necessario que

22 —02+4+2=0,



ou seja
4—-2a+2=0,

e assim
a=3.

Observe que
P —ar+2=2"-3r+2=(r—1)(z - 2).

Portanto

lim f(z) = tim EZDEZD oy ooy

T2~ T2~ x—2 T—2-
Logo deve-se ter

lim f(z) = lim f(z) =1=f(2),

z—21 T2~
Ou seja
B(2)+3=1,
e assim,
B=-1

Finalmente, observe que,

lim f(z)= lim fr+3=(-1)2+3=1= f(2).

z—2t z—21

Logo,a=3e = —1.

Exercicio: Determine «, 8 e « tais que f seja continua em xy = 3, onde

22 +3z—azx—9

=, ser < 3,
flx) =4 B, sex =23,
7x+5+%, se v > 3.

2 Propriedades das funcoes continuas

Theorem 2.1. Sejam f,g: (a,b) — R fungoes continuas em o € (a,b).
Sob tais hipoteses,

1. af € continua em xzy, Vo € R.
2. [+ g € continua em x.
3. f g € continua em x.

4. f/g € continua em xq, se g(xo) # 0.



Proof. A prova resulta das propriedades dos limites.
Por exemplo:

lim af(z) = a lim f(x) = af(z).

T—T0 T—T0

Os demais itens sao provados similarmente. O

3 Derivadas

Definition 3.1 (Derivadas). Seja f : (a,b) — R uma funcao.
Definimos a derivada de f em xg € (a,b), denotada por f'(x), por

f(xo +h) = f(x0)

/ I
flwo) = Jimy h ’
quando tal limite existe.
Também denotamos,
df (x
f;xo) = f/(xo)-

Exemplo: Seja f: R — R onde f(x) = z* + 3x.
Seja x € R. Calcule f'(z).
Observe que,

. fleth) - f(x)
/ —
flz) = Jim h
2 _r2 _
_ lim(achh) +3(x+h) —2*— 3z
h—0 h
. x® +2xh + h* + 32 4+ 3h — 2* — 3
T h
. 2zh+ h*+ 3h
= lim
h—0 h

= lim2x+3+h =22+ 3. (1)
h—0

Logo
2
M:%Jrg.
dx

4 Interpretacao geométrica da derivada

Nesse ponto da aula, faremos uma ilustracao relativa a interpretacao geométrica da derivada de
uma funcao num ponto, como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcao em questao
nesse mesmo ponto.



Assim para f : (a,b) — R derivavel em zy € (a,b), o coeficiente angular da reta tangente ao
grafico de f no ponto correspondente a xq serd f'(zo).

Seja r : y = ax + b a reta tangente ao grafico de f no ponto (xg, f(zo)).

Logo, deve-se ter a = f'(xg) e assim

r:y= f'(xo)x +b.
Além disso,
(o, f(0)) € 1,
e portanto deve-se também ter:
fxo) = f'(z0)x0 + 0,
isto é,
b= f(xo) — f'(x0)xo.

Obtivemos entao:

r:y=ar+b= f'(xe)r+ f(xo) — f(x0)xe = f'(0)(x — 20) + f(x0).

Logo
r:y = f(xo)(x — o) + f(20).

Exemplo:
Seja f: R — R tal que
f(z) = 2* + 3z,Vz € R.

Obtenha a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto correspondente a zy = 1.
Solucao:

riy = f'(zo)(z — 20) + f(20).
Do dltimo exercicio,
f'(x) =2z + 3.
Logo
fl(@o) = f/(1) =2(1)+3 =5
Por outro lado f(z¢) = x§ + 3z9 = 12 + 3(1) = 4.
Portanto,

r:y=>5x—1)+4=5r—-5+4=>5zr—1,

ou seja
r:y=>o5r—1



5 Regras de Derivacao

Theorem 5.1. Seja f: R — R onde
f(z) = a"
e onde n € N.

Sob tais hipoteses
f'(x) = na" ' Vo € R.

(1) e

onden!=1-2---m, kl=1-2---k 0l=1¢ell=1.

Proof. Denotemos

Assim
fle+h)— f(x)
! —
fle) = |im h
— lim (x + h)" —a"
h—0
ZZ:O ( Z’ ) xnfkhk —n
= h ’
onde,
no\ n! _1
0/) (n—0)0
e
n\ n! (n—=1)ln
1) " -1 -1 "
Logo
, _ "+ nx"'h + O(h?) — z"
flz) = lim h
= limna" '+ o)
h—0 h
— nxn—l)
onde )
lim o) =0
h—0 h )
Resumindo,
d n
di =nz" !, Vr e R.
x



Observacao: Pode-se provar que para

flz)=2", Yz >0,r € R, r #0,
temos que
f'(z) =ra" 1.
Exemplo:
Seja f: R — R tal que
f(z) =2* Vo € R.

Obtenha f’(x). Obtenha também a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto correspon-
dente a zg = 1.

r:y=f(xo)(x — o) + f(0).

Logo

Por outro lado f(zy) =25 =11 = 1.
Logo
roy=4x—-1)+1=40—4+1=4x -3,
ou seja

r:y=4x — 3.

Theorem 5.2 (Regras de Derivagao). Sejam f,g: (a,b) — R funcoes derivdveis em x € (a,b).
Sob tais hipoteses,

1. (af(x)) = af'(x), Va € R,

2. (f(x) +g(x)) = f(z) +¢'(2),

5. (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(2),
4

f(x) ’_ F(2)g(z) — f(2)d (x)
<9($)) N g(z)? , seg(x) #0.

Proof. A prova desse teorema serd feita na forma de exercicios. O
Exemplo: Seja
f(@) = (27 +22° 4 3)(2® + 62% + 3z).
Calcule f'(x).



fl(x) = (2" +22° +3) (2 + 62° + 32) + (2" + 22° + 3)(2® + 62% + 3z’

(72° 4 102") (2® + 62% + 3z) + (2" + 22° + 3)(32% + 122 + 3). (4)
Exercicio: Seja
23+ 2x
fw) = rt+ 322+ 1

Calcule f'(z).

Theorem 5.3. Seja f : (a,b) — R uma funcio e seja xo € (a,b) tal que f'(xo) existe. Sob tais
hipoteses, f € continua em xq.

Proof. Seja e = 1. De

f'(ao) = Jim TEO I = 0]

existe § > 0 tal que se 0 < |h| < 0 entao

f(xo +h) = f(x0)

. — fl(xg)| <=1,

e assim

Tt = TG e <1,
isto é,

Ja £0 = ) gy
ou seja,

0 < [f(zo+h) = f(zo)| < (14 |f'(z0)])|R]. (5)
Como

lim (1 -+ |/ (z0) ) ] = 0.

disto, (5) e do teorema do confronto, obtemos,

lim | f(zo + h) = f(z0)| = 0,

ou seja
lim f(zo + h) = f(20).
h—0
Disto podemos concluir que f é continua em xg. O



Exercicio: Sejam f, g :
Prove que

Observe que

(a,b) — R fungdes derivaveis em x € (a, b).

f'(@)g(x) + fz)g'(x).

~

—

oy

e

—~

oy
I

lim

h—0 h

g L& D)9+ 1) = f@)g(@+ h) + f(z)g(z + h) - f(x)g(2)
h—0 n

lim flx+ h])l - f(a:)g(I Iy f(gc)g(a: + h])l — g(x)

lim flz+ h;i — f(z) lin g + h) + f (z) lim glz + h}i — g(2)
f(@)g(x) + f(a)d (x)

A solucao esta completa.



