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1  Funcgoes trigonométricas inversas

1.1 Funcgao Arco-seno

Seja f: [-7m/2,7/2] — [—1,1] onde f(x) = sen (x).
Tal funcao é bijetiva e admite uma inversa denotada por f~': [—1,1] — [—7/2,7/2] e definida
por
y=f(z) = sen v & r=arcseny= f'(y).

Assim
f'(x) = arc sen .
Denotemos,
y(x) = arc sen x.
Logo

x = sen y(x).

Assumindo que y/(x) existe, da regra da cadeia, obtemos,

dx

== (seny(w))" = cosy(x)y'(x),

ou seja,
1

cosy(x)

y'(z) =

Entretanto, de
sen’y(z) + cos® y(z) = 1,

obtemos,

cosy(x) =+/1— sen?y(x) = V1 — z2

Conclui-se entao que




isto é,

d arcsen x 1

dx V1= 22

Vo € R tal que |z| < 1.

1.2 Funcao Arco-cosseno

Similarmente, a funcao f : [0,7] — [—1, 1], onde
f(z) = cosx

¢ também bijetiva.
Assim f admite uma inversa f~':[—1,1] — [0, 7], definida por

y = f(r) = cosw < x = arccosy = f'(y), Vo € [0,7], y € [-1,1].

Portanto,
f'(z) = arccosz, Vo € [-1,1].
Denotando
y(x) = arccos x
temos que

x = cosy(x).
Assumindo que y/(x) existe, da regra da cadeia, obtemos

dz _ dcosy(x)

1 p—
dx dx

— — sen y(a)y/(x),

isto é,
Y=t
sen y(x)
Observe que
sen’y(x) + cos® y(z) =1,

ou seja, no dominio em questao,

Portanto




Vz € R tal que |z| < 1.

Exercicio: Seja
f(z) = arcsen (2 — z/3).

Obtenha a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto correspondente a xy = 1.
Solucao:

r:y=f(xo)(x — o) + f(0).

Observe que
f(z) = arcsen h(x),

onde
h(z) = 2* — /3.
Da regra da cadeia, .
f(z) = mh/@?),
ou seja
! 1 2 / 2r — 1/3
T) = r°—x/3) = .
Y e Ve Fr 3
Logo ) ) )
, o 2—1/3 B 5/3  5/3
(o) = f1(1) = \/1_(12_1/3)2— \/m—\/g/?)—\/g.
E também
f(zo) = f(1) = arcsen (1% — 1/3) = arcsen (2/3).
Logo,

r:y=+5(x—1)+ arcsen (2/3).

Exercicio: Seja
f(z) = arccos(z® + In ).

Obtenha f'(z).
Exercicio: Seja

arccos 2

f(z) = In(arcsen x)e

Obtenha f'(z).



1.3 Funcao Arco-tangente

Seja f : (—7/2,7/2) — R onde
f(z) = tanzx.

Observe que como f é bijetiva, admite uma inversa f~' : R — (—7/2,7/2), tal que

y = f(r) =tanw < z = arctany = f'(y), Vo € (7/2,7/2), y € R.

Ou seja
f'(z) = arctanz, Vo € R,
Denotando
y(x) = arctan x
obtemos,

r = tany(z).

Assim, assumindo que y'(z) existe, da regra da cadeia, obtemos

_dr  dtany(x)

1= 2 —
dx dx

= sec” y(2)y'(z),

isto é,
sec?(y(x))
Entretanto
sec’ y(z) = 1 + tan® y(x).

Logo disto e do exposto acima, obtemos

- L 1 1
v = sec2(y(z))  1+tan’y(z) 1422
Resumindo,
d arctan x 1
= Vo € R.
dx 1422 0 <

Exercicio: Seja
f(z) = arctan(z” + In(2® + 3z)).

Obtenha f'(z).
Exercicio: Seja
f(z) = arctan(z® + 1).

Obtenha a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto correspondente a xq = 1.



1.4 Funcoes arco-secante e arco-cossecante

Seja f :[0,7/2) U (7/2,7] - R\ (—1,1),

onde
1

COST

f(z) =secx =
Tal funcao ¢é bijetiva e admite uma inversa
FRN (<L, 1) = [0,7/2) U (2/2,7]

definida por
y=f(z) =secx & x = arcsec y = f (y),

ou seja
f(z) = arcsec z, Vo € R\ (—1,1).
Denotando
y(x) = arcsec z,
Obtemos,

r = secy(x).

Assim, assumindo que y'(z) existe, da regra da cadeia, obtemos

dx _ dsecy(z)

1= T T = sec y(z) tany(z)y'(x),
isto é,
, 1 1 1
y'(x) = = =—.
secy(r)tany(r)  secy(x)y/secty(z) —1 av2?2—1
Resumindo,

d arcsec x 1
= , Vx tal que |z| > 1.

dz a2 —1
Similarmente considere f : [—7/2,0) U (0,7/2] - R\ (—1,1),
onde

1

sen x

f(z) =cscax =
Tal funcao ¢é bijetiva e admite uma inversa
RN\ (=1,1) = [=7/2,0) U (0, 7/2]

definida por
y=f(z) =cscx & x = arcesc y = [ (y),
ou seja
fH(x) = arcesc z, Vo € R\ (—1,1).

5



Denotando
y(x) = arccsc x

Obtemos,

r = cscy(x).

Assim, assumindo que y'(z) existe, da regra da cadeia, obtemos

_dx  dcscy(x)

1= 2 —
dx dx

— —csc y(:L’) cot y(x)y’(w),

isto é, relembrando a identidade
csc? y(x) = 1+ cot? y(z)

de onde,
coty(z) = y/esc?y(z) — 1,
obtemos
1 1
Y'(z) =— = — =
csc y(x) coty(x) cscy(x)/esc?y(x) — 1
Resumindo,

d arccsc & 1

dz a2 —1




