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1 Complementos sobre Extremos

Provamos na tltima aula, o seguinte teorema:

Theorem 1.1. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do. Suponha que xo € (a,b) € um ponto de minimo ou
mazximo local para [ e que f'(xq) exista.
Sob tais hipoteses,
f,(ZL’()) =0.

1.1 Teorema de Weierstrass

Theorem 1.2 (Weierstrass). Seja f : [a,b] = R uma fungdo continua no intervalo fechado [a, b].
Sob tais hipdteses, existem x; € [a,b] e xo € [a,b] tais que

f(z1) = min{f(z) : = € [a,b]},

f(z2) = max{f(z) : x € [a,b]}.

Observagao: Aqui enfatizamos que o intervalo [a,b] é fechado. Por exemplo para o caso f :
(0,1] — R onde

1
f(x) - 57
temos que
1
lim f(z)= lim — = 4o0.

z—0t z—0t X

Ou seja, nesse caso onde (0, 1] ndo é fechado, o Teorema de Weierstrass nao vale.



1.2 O método do intervalo fechado

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a, b].

Assim, do Teorema de Weierstrass, f atingird o seus valores méximo e minimo em [a, b].

Para obtermos os pontos de maximo e minimo globais de f em |[a, b, utilizaremos o método do
intervalo fechado, o qual é resumido pelos seguintes passos:

1. Encontre os pontos criticos de f em (a,b).

2. Obtenha f(a) e f(b).

3. O valor maximo de f serd o maior valor entre os valores nos pontos criticos e os valores f(a) e
(D).

4. O valor minimo de f serd o menor valor entre os valores nos pontos criticos e os valores f(a) e
(D).

Exemplo: Seja f:[—1/2,4] — R onde f(x) = 2® — 32% + 1.
Obtenha os valores maximo e minimo de f em [—1/2,4].

Obtenhamos primeiramente, os pontos criticos.

f'(z) = 32° — 6.
Logo,
fliz) =032 -62=03z(r—2)=0<z=00ux=2.

Portanto, os pontos criticos de f sao x =0e z = 2.
Observe que, do método do intervalo fechado,

max{f(x), x € [-1/2,4]} = max{f(0), f(2), f(=1/2), f(4)},

onde
f0)=1,
f(2)=-3,
f(=1/2) =1/8
e
f4) =117
Portanto,

max{ f(z), x € [-1/2,4]} = max{1,-3,1/8,17} = 17.
O valor maximo ocorre em x = 4.
E também,

min{f(z), z € [=1/2,4]} = min{f(0), f(2), f(=1/2), f(4)},
isto é,
min{ f(z), € [-1/2,4]} = min{1,-3,1/8,17} = —3.

O valor minimo ocorre em z = 2.



2 O Teorema do Valor Médio

Theorem 2.1 (Rolle). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua em [a,b] e derivdavel em (a,b).
Suponha que f(a) = f(b). Sob tais hipdteses, existe xy € (a,b) tal que f'(xq) = 0.

Proof. Do teorema de Weierstrass f atinge o seu maximo e o seu minimo em |a, b].

H& duas possibilidades, ou f é constante, e nesse caso f'(x) = 0, Vz € (a,b), ou f atinge um
ponto de méximo ou minimo em um ponto xy no interior (a,b), e nesse caso

f,(xo) =0.
A prova esta completa. O

Theorem 2.2 (Teorema do valor médio). Seja f : [a,b] — R wuma fun¢io continua em [a,b] e
derivdvel em (a,b).
Sob tais hipdteses, existe xy € (a,b) tal que

f() = fla) = f'(z0)(b — a).

Proof. Defina h : [a,b] — R como

Do Teorema de Rolle, existe xy € (a,b) tal que

h/(x(]) = 07
ou seja,
b) — f(a
Pl - 010
e portanto,
f(b) — f(a)
/
f (o) b—a
A prova estd completa. O
Exemplo: Seja f:[0,2] — R onde
f(z) =2 — .

Obtenha zy € (0,2) tal que a conclusdo do teorema do valor médio ¢ valida em |0, 2].
f'(x) = 32% — 1.



Devemos obter zy € (0,2) tal que

onde

Portanto, deve-se ter:

6—0
f/(.flfo) = 31’0 —1= 2—_0 = 3,
Ou seja
3r5 — 1 =3,
e portanto
4
o — + g

Logo xy = \/g € (0,2) é a solugao.

Exercicio:
Seja f: R — R tal que
f(z) =7~ 12z + 32°

Encontre xj € (1, 3) tal que a conclusao do Teorema do valor médio é vélida em [1, 3].

3 Aplicacoes do teorema do valor médio

Theorem 3.1. Seja f : (a,b) — R uma fungao tal que f'(z) > 0, Va € (a,b).
Sob tais hipdteses f € crescente em (a,b), isto €, se x1, x3 € (a,b) e xy > x1 entdo f(xe) > f(x1).
Por outro lado se f'(x) <0 em (a,b), entdo f € decrescente em (a,b), isto é, se x1, xa € (a,b) e
xo > x1 entdo f(xa) < f(x1).

Proof. Assuma f'(x) > 0 em (a,b). Sejam x1, s € (a,b) tais que z3 > ;.
Do teorema do valor médio, existe zq € (x1,x2) tal que

f(@2) = f(21) = f(w0)(x2 — 21) >0,

ou seja
flza) > f(xq).

A segunda parte é provada similarmente. O



3.1 Teste da primeira derivada

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a, b].
Suponha que zy € (a,b) seja um ponto critico de f tal que f'(x) exista em (zg, —9, o + ) exceto
possivelmente em x(, para algum 6 > 0.

1. Nesse caso, se a derivada f'(x) passa de um valor negativo a esquerda de xy para um valor
positivo a direita de z(, entao xo é um ponto de minimo local para f.

2. Se a derivada f’(z) passa de um valor positivo a esquerda de xy para um valor negativo a
direita de xg, entao xg é um ponto de maximo local para f.

3. Se a derivada f’(x) ndo muda o sinal numa vizinhanga de x(, conservando-se positiva (ou
negativa) em (zg — 9, z9 + 0) \ {zo}, entdo xy nao é ponto de extremo local para f.

Exercicio: Encontre onde f(z) = 3z — 42® — 1222 + 5 é crescente e onde f é decrescente.
Obtenha e classifique os pontos criticos de f de acordo o teste da primeira derivada.



