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1 Foérmula de Taylor, o caso geral

1.1 Derivadas de ordem mais alta

Definition 1.1. Seja f : (a,b) — R tal que f'(x) existe em (a,b). Definimos a sequnda derivada de
f em x, denotada por f"(x), por

f”(l‘) — lim f/(I + h) B f/($)

h—0 h ’

quando tal limite existe. Raciocinando indutivamente, assuma que a deriwada de ordem n — 1 de f
em x, denotada por f"~V(t), exista em uma vizinhanca x. Sob tais hipdteses, definimos a derivada
de ordem n de f em x, denotada por f(x), por

£ () — i L) = [ ()

h—0 h

Y

quando tal limite existe.

1.2 Férmula de Taylor

Theorem 1.2 (Férmula de Taylor). Suponha que f : [a,b] — R € tal que f™~Y seja continua em
[a,b] e que f™ exista em (a,b) para algum n € N.

Sejam xq € (a,b) e x € (a,b) tais que xg # x.

Defina o polinomio de Taylor de f de ordem n — 1 em torno de xqo, por

n—1 j
P(t) = /! ).(‘wo) (t — o), Vt € la,b],
=0 I
1sto €,
P(1) = fan) + 3 @)t = 0) + g1 o)t = 20)* 4 -+ gy O )¢ = )
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onde denotamos
FOxo) = f(xo).
Sob tais hipoteses, existe T entre xg e x tal que

() (2 — 20)"
WL ICEEN

f(z) = P(z)

1sto €,

Proof. Defina M € R por

isto é,
f(z) = P(z) + M(z — xo)". (2)

Defina também
g(t) = f(t) — P(t) — M(t —zo)", VtE€ |a,b].

Observe que g(xo) = f(x0) — P(z0) = f(x0) — f(z0) =0, ¢
g(x) = f(z) = P(z) = M(x — )" = 0.

Do teorema de Rolle, existe x; entre x e xq tal que ¢'(z1) = 0.
Observe também que ¢'(zo) = f'(xo) — P'(x9) = f'(x0) — f'(x0) = 0.
Logo, também do teorema de Rolle, existe x5 entre xy e x; tal que

g"(x2) = 0.

Finalmente, considerando que g(z¢) = ¢'(zo) = --- = g™ Y(m) = 0, prosseguindo com o
raciocinio acima, ap6s n passos podemos achar 1, zy, -+, 2,1 em (a,b) tais que

g(z;) =0,Vj € {1,--- ,n—1}

e x, entre xo and x,_; tal que
g™ (x,) = 0.

Denotando x,, = &, temos que T € (a,b) e

isto é,




e assim , disto e (2), obtemos

A prova esta completa. O

Exemplo: Seja f: R — R onde

f(z) =e".
Obtenha a expansao de Taylor de f de ordem n em torno do ponto xy = 0.
Observe que, para = € R,

flx) = £(0) + = f(0)(z = 0) + = f"(0)(z — 0)* + - --

onde Z estd entre 0 e z.
Observe que

e indutivamente,
die”

dad

f9(x) =e",VjeN.
Logo,
f90)=¢e"=1,vj e NU{0}.

Disto e (3), obtemos,

2 3 n—1 T
x x x xr xr e

pu— pu— 1 —_— _— _— DY
flz)=e AETRIE TR +(n_1)! —

2 Sobre a concavidade

Obervagao inicial: Nessa aula faremos os graficos e ilustracoes em sala.

Observe que para f : (a,b) — R duas vezes diferenciavel em (a,b), do teorema do valor médio
obtivemos,
f(x) é crescente em (a,b) < f'(x) > 0 em (a,b)

portanto, também do teorema do valor médio para f’, temos que

f'(z) é crescente em (a,b) < f"(x) > 0 em (a,b)



e nesse caso a concavidade de f é para cima.
Similarmente,

f'(z) é decrescente em (a,b) < f"(z) <0 em (a,b),
nesse caso a concavidade de f é para baixo.
Resumindo:
f"(z) > 0 em (a,b), concavidade para cima (positiva).
f"(z) < 0em (a,b), concavidade para baixo (negativa).

Observacao: Os pontos onde a concavidade de f muda de positiva para negativa ou vice-versa,
sdo ditos serem os pontos de inflexdo de f. Assim se xy é ponto de inflexdao e f”(zg) existe, temos
que

f//(l'o) = O

3 Roteiro para esbocar o grafico de uma funcao f

1. Determine o dominio de f, denotado por Dy.

2. Obtenha a intersec¢ao com os eixos « e y, isto é obtenha f(0) e se possivel, obtenha os valores
de x € Dy tais que f(x) =0.

3. Simetrias: observe se
f(z) = f(—x), Yz € Dy.

Nesse caso f é par e o eixo y ¢é de simetria.

Observe se
f(z) = —f(—x),Yo € Dy.

Nese caso f é impar.

Verifique também se f ¢é periddica e nesse caso, obtenha T" € R tal que

flx+T)=f, Yz € Dy.

4. Assintotas: Obtenha as assintotas horizontais de f.

Relembramos que a reta y = L é uma assintota horizontal de f quando

A ) =1
ou
lim f(z)=L.
Tr——00



8.

Obtenha as assintotas verticais de f. Relembramos que a reta = a é uma assintota vertical
de f quando

lim f(z) =400, lim f(z)= o0,

z—a™t T—a~
lim f(z) = —o0, ou lim f(x)= —o0.
r—a™t T—a~

Obtenha os intervalos onde f é crescente (f'(z) > 0) e onde f é decrescente (f’(z) < 0).

Obtenha os pontos criticos de f e classifique-os de acordo com o teste da derivada primeira ou
derivada segunda.

Obtenha os valores de f(z) nos pontos criticos, quando possivel.

Concavidade e inflexdo: Obtenha os intervalos onde f”(z) > 0 (concavidade para cima) e onde
f"(x) < 0 (concavidade para baixo).

Obtenha também os pontos de inflexao do grafico de f.

Com as informagoes obtidas acima, esboce o grafico de f.

Exemplo: Esboce o grafico de

1.

2.

3.

fz) =

Dominio de f

Dy = {2 €R : 2> -1+#£0}
{reR:z#1lex#—1}. (4)

Interseccao com os eixos:

Simetrias. f é par, pois

4. Assintotas horizontais:



Jm flz) = lim ——

Assim a reta y = 2 é a assintota horizontal de f
Assintotas verticais: solucoes de 22 —1 =0, isto é z =1, ou z = —1.

De fato

2‘%‘2 7 2 2
lim — = —00,
z—1~ 1'2 -1 0—
: 2x2 2 2 7
lim —— = — = —00,
r——1+ 12 — 1 0—

1' 2x2 7 2 2 _"_
m ——= — = +o00.
r——1— ZL‘2 —1 O+

Portanto, as retas x = 1 e x = —1 sao as assintotas verticais de f.

Logo o sinal de f'(z) serd o sinal de —4uz.
Portanto f'(z) > 0 (f crescente) em (—oo, —1) U (—1,0).
f'(z) <0 (f decrescente) em (0,1) U (1, +00).
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6. Ponto critico

Derivada Segunda:

" —4x '
fe) = (<x2 - 1>2)
((—4) (2* = 1)* = (—4a)[(2® — 1)

@1
—4(x® = 1) + 4z[2(2® — 1)]2z
1P
—4(2% — 1) + 822
1y
—4a? + 4 + 1622
@1
122244
(22— 1) 0

Logo
17(0) = -4 <0.

Portanto x = 0 é um ponto de méximo local.

7. Concavidade: Como 12z*+4 > 0, Vz € R, o sinal de f”(x) serd o sinal de (z* —1)? o qual é o
sinal de 2% — 1.

Logo f"(x) > 0 (concavidade para cima), em

(—o0, —1) U (1, 400).

f"(x) <0, (concavidade para baixo) em (—1,1).

8. Esboce o grafico de f.



