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1 Esboco do grafico de uma funcao real

1.1 Sobre a concavidade

Obervagao inicial: Nessa aula faremos os graficos e ilustracoes em sala.

Observe que para f : (a,b) — R duas vezes diferenciavel em (a,b), do teorema do valor médio

obtivemos,
f(x) é crescente em (a,b) < f'(x) > 0 em (a,b)

portanto, também do teorema do valor médio para f’, temos que

f'(z) é crescente em (a,b) < f"(x) > 0 em (a,b)

e nesse caso a concavidade de f é para cima.
Similarmente,

f'(z) é decrescente em (a,b) < f"(z) <0 em (a,b),
nesse caso a concavidade de f é para baixo.
Resumindo:
f"(z) > 0 em (a,b), concavidade para cima (positiva).
f"(z) <0 em (a,b), concavidade para baixo (negativa).

Observacao: Os pontos onde a concavidade de f muda de positiva para negativa ou vice-versa,
sao ditos serem os pontos de inflexdo de f. Assim se xy é ponto de inflexdo e f”(z) existe, temos
que

f”(l'()> = 0
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Roteiro para esbocar o grafico de uma funcao f
Determine o dominio de f, denotado por Djy.

Obtenha a intersecgao com os eixos x e y, isto é obtenha f(0) e se possivel, obtenha os valores
de x € Dy tais que f(x) =0.

Simetrias: observe se
f(z) = f(—x), Yz € Dy.
Nesse caso f é par e o eixo y é de simetria.
Observe se
f(x) = —f(—=x),Yz € Dy.
Nese caso f ¢é impar.
Verifique também se f ¢é periddica e nesse caso, obtenha T" € R tal que

flx+T)=f, Vo € Dy.

Assintotas: Obtenha as assintotas horizontais de f.

Relembramos que a reta y = L é uma assintota horizontal de f quando

A ) =1
ou
lim f(x)=L.
T——00

Obtenha as assintotas verticais de f. Relembramos que a reta x = a é uma assintota vertical
de f quando

lim f(r) = +oo, lim f(x) = +oo,

z—a™t
lim f(x) =—o00, ou lim f(z) = —oc.
z—a™t z—a~

Obtenha os intervalos onde f é crescente (f'(z) > 0) e onde f é decrescente (f’'(z) < 0).

Obtenha os pontos criticos de f e classifique-os de acordo com o teste da derivada primeira ou
derivada segunda.

Obtenha os valores de f(z) nos pontos criticos, quando possivel.

Concavidade e inflexdo: Obtenha os intervalos onde f”(x) > 0 (concavidade para cima) e onde
f"(xz) < 0 (concavidade para baixo).

Obtenha também os pontos de inflexao do grafico de f.

Com as informagoes obtidas acima, esboce o grafico de f.

Exemplo: Esboce o grafico de



2 Regra de L’Hoéspital, introducao

Sejam f e g sejam fungoes derivaveis em (a,b) \ {zo} onde x¢ € (a,b).
Suponha que

lim f(z) =0e lim g(z) =0,
r—To T—XT0
ou
lim f(z) =xoo e lim g(z) = +o0.

T—x0 T—T0

Sob tais hipdteses,
/!
lim M = lim f(a:)
z—zo g(x) @m0 g'(x)

Observacao: Com hipdteses similares o resultado também é valido quando

To = Fo00.

3 Justificativa informal da regra de L’Hospital

Observe que se f(xg) =0 e g(zg) =0, f' e ¢’ sdo continuas em zg e ¢'(xy) # 0, entdo

f'(z) (o)

lim =
a0 g (1) g'(wo)
f(z)—f(z0)

r—x0

= Jm e
r—x0

Para a caso em que g € R e

T—TQ
e onde
[ = lim M = ﬁ,
z—xzo g(x) 400
temos que
1= tim 42 _ 0,
z—zo f(z) 0

Com as hipdteses do caso anterior, obteriamos,

3



1/l = lim =——=
/1= oy
e assim
!/
= tim £
T—T0 g’(x)
Finalmente, para o caso em que
lim _f(x) 0
z=to0 g(z) 0
fazemos a mudanca de varidveis,
y=1/z
e assim
y— 0F
quando x — 4o0.
Logo,
L) S
z—to0 g(z)  y—o+ g(1/y)

Portanto, com as hipdteses similares as do primeiro caso para essas fungoes, obtemos

0

0

(O (V1)
z—+oo g(1) y—0t g(1/y)
_ ' (/y)(=1/y?)
= lim — 5
y—0t g'(1/y)(=1/y?)
!
1)
y—0+ g'(1/y)
W
T——+00 g’(x) ’
Qutros casos sao tratados similarmente.
4 Exemplos e exercicios
Exemplo: Seja
In(x)
f(z) = =1
Calcule
lim f(x).
r—1
Observe que
) In1 0
Imf)=1-1=%



Utilizando L’Hospital, obtemos,

Exercicio: Calcule

Observe que

lim f(z) = lim

r—1 r—1 (1‘ — 1)’

Utilizando L’Hospital, temos que

Exercicio: Calcule

Observe que

T—+00 x2 T—+00 (1‘2)’

lim In

Tr——+00 \3/5 )

Inz +oo
im = —
ztoo Y +00

Utilizando L’Hospital, temos que




Inx (Inz)

AT T A (VR
, 1/x
- $1—1>Too 1/3I_2/3
B 3
- T—+00 W
= 0. (5)

5 Derivacao Logaritmica
Considere o problem de obter a derivada de f : (0,400) — R onde
() = a*.

Com certa informalidade, utilizaremos a derivacao logaritmica:
Observe que de f(x) = x*, obtemos

In f(z) =In(z") =zlnx.

Logo,
(Inf(z))" = (xInz)
ou seja,
[ (@) 1
=lhr+z—=Ihz+1.
f(=@) x
Portanto,

f'(z)=f(z)(Inz+1)=2"(Inz + 1), Yz > 0

Exercicio: f: (0, +00) — R onde
f(x) — xCOS(L’.
Obtenha f'(z).

Exercicio: f:(0,7/2) — R onde
f(z) = (cosx)”.
Obtenha f'(z).



