Calculo 1 - Calculo Integral
Teorema Fundamental do Calculo

Prof. Fabio Silva Botelho
November 17, 2017

1 Resultados Preliminares

Theorem 1.1. Seja f : [a,b] = R uma fungao continua em [a,b] e derivdvel em (a,b).

Suponha que
f'(z) =0, Vz € (a,b).

Sob tais hipoteses, existe C' € R tal que
f(z)=C, Vx € [a,b].

Proof. Seja x € (a, b].
Do teorema do valor médio, existe & € (a,z) tal que

f(x) = f(a) = f(Z)(x —a) = 0,

ou seja

f(z) = f(a) =C, Vz € [a,].

Corolary 1.2. Seja f : [a,b] — R uma funcdo e sejam Fy, Fy : [a,b] — R funcées tais que

F(z) = f(z)

Fi(x) = f(z), Vx € (a,b).
Sob tais hipoteses existe C € R tal que

FQ(ZL’) = Fl(l') + O, Vo € [CL, b]



Proof. Observe que

[F2(z) = Fi(2)] = Fy(x) — Fi()
= flz) = f(2)
= 0, Yz € (a,b). (1)

Do 1ltimo teorema existe C' € R tal que
Fy(z) — Fi(x) = C, Yz € [a,].
A prova esta completa. O

Observagao: Desse tltimo resultado podemos concluir que se Fy, Fy : [a,b] — R sao duas prim-
itivas de f : [a,b] — R, entdo elas diferem apenas por uma constante, isto é, existe C' € R tal
que

FQ(ZE) = Fl(l') + O, Vr € [CL, b]

Portanto, podemos escrever,

[t@de = R+
= FQ([L’) -+ 02, VCl,Cg € R. (2)

2 Integral de Riemann

Comecamos com a definicao de particao.

Definition 2.1. Seja [a,b] C R um intervalo fechado. Definimos uma particao de [a,b], denotada
por P, por
P = {xO =0, T1," ", Tp :b}a

onde
ro=a<ri<a<---<ux,=0>b

Definimos a norma de P, denotada por |P|, por

|P| = max{Az;, i € {1,--- ,n}},

onde
A[L’i = X; — Tj—1, Vi € {1, s ,n}.
Exemplo,
[CL, b] - [175]7
e seja
P ={1,2,4,5}.
Logo,
|Pl=4—-2=2.



Definition 2.2 (Soma e Integral de Riemann). Seja f : [a,b] — R uma func¢do limitada, isto é, uma
funcao tal que existe K > 0 tal que

|f(x)| < K,Vx € [a,b].
Seja
P={zy=a,2y,- - ,x, = b}

uma particao de |a, b].
Definimos uma soma de Riemann de f em relacao a P, denotada por Rff, como

RY = Zf(a:f)AxZ,
i=1

onde

ZE? & [I’Z‘_l,l'i]

A[L’i = X; — Tj—1, Vi € {1, s ,n}.
Por outro lado, escrevemos

I = lim RY,
|P|—0

quando para cada € > 0, existe § > 0 tal que se
0<|P| <,

entao
|RY — 1| <e,

para toda soma de Riemann de f relativa a P.
Nesse caso também denotamos,

b
I = lim R}DER/ f(z) dx,

|P|—0

onde ,
I'=R / f(z) dx
¢ dita ser a integral de Riemann de f em [a,b] (isto €, f € integrdvel a Riemann).

Observacao: Para f : [a,b] — R continua tal que
f(z) >0, Yz € [a,b],

e para uma particao
P:{$0:0>$1>"' axn:b}



de [a, b], temos que
n
R = Zf(x:‘)sz
i=1
é uma aproximacao para a area sob o grafico de f entre a e b. A aproximacao serd tanto melhor

quanto menor for |P].
Assim sendo, definiremos entao a drea sob o grafico de f em [a, b], denotada por A, por

2.1 Propriedades da integral de Riemann

Theorem 2.3. A integral de Riemann apresenta as sequintes propriedades:
1. Toda fungdo f : [a,b] — R continua em [a,b] € integrdvel a Riemann em [a,b].
2. Sejam fi, fo : [a,b] = R fungodes integrdveis a Riemann em [a,b]. Sob tais hipdteses,
(a)
b b b
R/ (fi(x) + fo(x)) dox = R/ fi(z) dz + R/ fa(x) de.
(b)
b b
R/ afi(z) dr =« (R/ fi(x) dw) , Ya e R.

(c) Se
fl(x) Z fQ(x)v VZL’ S [CL, b]a

" R / (e de > R / " o) de.
(@) b c b
R/a fi(z) dsz/a f(x) dx+R/c fi(z) dz, Ve € (a,b).

A prova desse teorema, a qual decorre da definicao da integral de Riemann como limite de somas
de Riemann, nao sera apresentada nesse texto.



2.2 Teorema do valor médio para integrais

Theorem 2.4 (Teorema do valor médio para integrais). Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua
em |a, b|.
Sob tais hipdteses, existe xy € |a,b] tal que

/ f(z) dz = f(x0)(b— a).

Proof. Denotemos

m =min{f(z) : = € [a,b]}

M = max{f(x) : x € [a,b]}.
Logo
m < f(z) < M,Vz € [a,b].

Disto e do do item 2d do tltimo teorema, obtemos

m@—aﬁgR/1ﬂde§Aﬂb—@. (3)

Defina g : [a,b] — R por
g9(x) = f(z)(b - a).
Disto e (3), obtemos

min{g(x) : = € [a,b]} = m(b—a)
< / fla
< M(b-—a)
= max{g(z) : x € [a,b]}. (4)

Sendo g continua, de (4) e do teorema do valor intermediério, existe xy € [a, b] tal que

9(z0) = f(0)(b — a) /f

A prova estd completa. O

3 Teorema Fundamental do Calculo

Theorem 3.1 (Teorema fundamental do cdlculo, parte I). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua.
Seja F : [a,b] — R definida por
R / £(t) dt

F'(z) = f(z),Yz € (a,b).

Sob tais hipoteses,



Proof. Seja x € (a,b).
Seja h > 0 tal que = + h € (a,b).
Assim, dos dois ultimos dois teoremas, podemos escrever

F(z+h) - F(z) = R/th(t) dt—R/xf(t) dt

_ R/xf(t) dt+R/I+hf(t)dt—R/xf(t)dt
a$+h xr a
R

/x F(t) dt

= [f(@)h, (5)

para algum Z € [x,x + h].
Portanto,
(F')*(z) = lim F(“h}i_ F@) i SO g,

h—0+ h—0+ h

Similarmente, podemos mostrar que

Logo,
A prova esta completa.
]

Definition 3.2. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao. Seja F : [a,b] — R uma primitiva de f, isto €,
uma funcgao tal que
F'(z) = f(x),Yz € (a,b).

Seja [c,d] C (a,b). Definimos a integral definida de f em [c,d], denotada por

[ s,

/ (@) dz = F(d) — F(c).

por

Observagao: A segunda parte do teorema fundamental do calculo conecta esse tltimo conceito
de integral definida, obtida mediante anti-derivacao, com o conceito de integral de Riemann, a qual
¢é obtida pelo limite de somas de Riemann.



Theorem 3.3 (Teorema fundamental do célculo, parte II). Seja f : [a,b] — R uma funcao continua.
Seja [c,d] C (a,b). Sob tais hipdteses,

[ 1wt =r [ ) ar = Fi@) - P,

onde

Flz) = R/gg F(#) dt, ¥z € [a,b].

Proof. Da parte I, obtemos,
F'(z) = f(x),Yz € (a,b).
Logo,
/f(x) de = F(z)+ C,VC € R.

Disto e da definicao de integral definida obtemos,

/ f(z) dz = F(d) - F(c). (6)

Além disso,

F(d)— F(e) = R/ F8) dt—R/Cf(t) dt

= R/Cf(t)dtJrR/df(t)dt—R F(t) dt

J a
= R/ f(t) dt. (7)

De (6) e (7), obtemos

/ F(2) de = F(d) — F(e)= R [ f(x) da.

[

A prova esta completa.



