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1. Seja V ⊂ R
3 uma região simples. Seja F : V → R

3 um campo vetorial de classe C1.

Seja x0 ∈ V ◦. Mostre que

div(F(x0)) = lim
r→0

∫ ∫
∂Br(x0)

F · n dS

V ol(Br(x0))
,

onde n denota o campo normal unitário exterior à Br(x0).

2. Seja V ⊂ R
3 uma região simples. Seja f : V → R um campo escalar de classe C2.

Seja x0 ∈ V ◦. Utilizando a primeira identidade de Green, mostre que

∇2f(x0) = lim
r→0

∫ ∫
∂Br(x0)

∂f

∂n
dS

V ol(Br(x0))
,

onde n denota o campo normal unitário exterior à Br(x0).

3. Seja M ⊂ R
n uma superf́ıcie m-dimensional de classe C2, onde 1 ≤ m < n.

Sejam X, Y, Z ∈ X̃ (M), onde X̃ (M) denota o conjunto dos campos vetoriais tangenciais de
classe C∞ definidos em M . Mostre que

(a) [αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z], ∀α, β ∈ R,

(b) [X,αY + βZ] = α[X, Y ] + β[X,Z], ∀α, β ∈ R.

(c) (Feito em sala) Anti-simmetria:

[X, Y ] = −[Y,X ],

(d) (Feito em sala) Identidade de Jacob:

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X ] + [[Z,X ], Y ] = 0.

(e) Regra de Leibnitz:

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(X · g)Y − g(Y · f)X, ∀f, g ∈ C2(M).
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(f) Relembrando que LXY = [X, Y ], mostre que

i.
LX [Y, Z] = [LXY, Z] + [Y, LXZ],

ii.
LX(LY )− LY (LX) = L[X,Y ].

4. Considere a superf́ıcie M ⊂ R
4 tridimensional definida por

M = {(x, y, z, w) ∈ R
4 : x2 + y2 + z2 + ln(w) = 1}.

(a) Definindo u = (u1, u2, u3) = (x, y, z), escreva M parametricamente, isto é, no formato,

M = {r(u) ∈ R
4 : u ∈ R

3}.

(b) Seja p = r(u). Obtenha a expressão do espaço tangente e a equação vetorial do h́ıper-plano
tangente à M em p.

(c) Para f : M → R, X, Y ∈ X (M) tais que

f(r(u)) = x2 + ex
2y + (sin((x2 + z2))3 + w(x, y, z),

X(x, y, z) = ex
∂r(x, y, z)

∂x
+ y

∂r(x, y, z)

∂y
+ (x+ z2)2

∂r(x, y, z)

∂z
,

e

Y (x, y, z) = (sin(xy))2
∂r(x, y, z)

∂x
+ (cos(x2 + y2))3

∂r(x, y, z)

∂y
+ ex+z2 ∂r(x, y, z)

∂z
,

para p = r(x0, y0, z0), calcule

i. (X · f)(p),

ii. (DXY )(p),

iii. [X, Y ](p),

iv. ([X, Y ] · f)(p)

v. Compute numericamente os resultados obtidos nos 4 últimos ı́tens no ponto p0 =
r(x0, y0, z0) = r(π, 0, 1).

(d) (Questão retificada) Seja Z ∈ X (M), onde

Z(x, y, z) = (x+ y + z)
∂r(x, y, z)

∂x
+ (2x+ y − z)

∂r(x, y, z)

∂y
+ (−y + z)

∂r(x, y, z)

∂z
.

Obtenha a curva integral r(u(t)) de Z, tal que u(0) = (1,−1, 0).
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5. (Questão retificada) Obtenha a forma diferencial dM(x, y, z) para o cálculo da área do superf́ıcie
M ⊂ R

4, onde

M = {(x, y, z, w) ∈ R
4 : ew = [sin(x2 + y)]3 + z2 + 5 e x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

Observação: não é necessário calcular a área.

6. Considere a superf́ıcie M ⊂ R
4 definida por

M = {(x, y, z) ∈ R
4 : ew − x2 − y2 − z2 = 1}.

Tendo escrito M parametricamente no formato,

M = {r(x, y, z) : (x, y, z) ∈ R
3},

onde
r(x, y, z) = X1(x, y, z)e1 + · · ·+X4(x, y, z)e4,

sejam

dX1 =
∂X1

∂x
dx+

∂X1

∂y
dy +

∂X1

∂z
dz,

e

dX4 =
∂X4

∂x
dx+

∂X4

∂y
dy +

∂X4

∂z
dz.

(a) Calcule
(dX1 ∧ dX4)(s1, s2),

onde

s1 =
∂r(x, y, z)

∂x
∆x,

e

s2 =
∂r(x, y, z)

∂y
∆y,

e onde ∆x, ∆y ∈ R.

(b) Considere a forma diferencial

ω = (w(x, y, z) + x2y + z)dX1 ∧ dX4 + (w(x, y, z)2 + sin(x2 + y)− z2)dX1 ∧ dX2,

onde

dX2 =
∂X2

∂x
dx+

∂X2

∂y
dy +

∂X2

∂z
dz.

Obtenha a derivada exterior dω de ω em (s1, s2, s3), onde

s1 =
∂r(x, y, z)

∂x
∆x,
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s2 =
∂r(x, y, z)

∂y
∆y,

e

s3 =
∂r(x, y, z)

∂z
∆z,

e onde ∆x, ∆y, ∆z ∈ R.
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