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1 Espacos de Banach

Comecamos com a definicao de norma.

Definigao 1.1. Seja V' um espago vetorial. Uma norma em V é uma funcao denotada por || - ||y :
V — RT =[0,400), para a qual valem as sequintes propriedades.

1.
|lullv > 0,YVu e V
llu|ly =0, se, e somente se u = 0.

2. Desigualdade triangular, isto é

lu+vllv < lullv +[ollv, Va0 eV

lau|ly = |a|||ul], Yu eV, a € R.

Nesse caso dizemos que o espaco V' é um espago normado.

Definigao 1.2 (Sequéncia convergente). Seja V' um espago normado e seja {u,} C 'V uma sequéncia.
Dizemos que {u,} converge para uy € V, quando para cada € > 0, existe ng € N tal que se n > ny,
entao

|wn, — wolly < e.

Nesse caso ESCTEVEMOS,

lim u,, = ug, em norma.
n—oo



Definicao 1.3 (Sequéncia de Cauchy). Seja V' um espago normado e seja {u,} CV uma sequéncia.

Dizemos que {u,} € de Cauchy, quando para cada € > 0, existe ng € N tal que se m,n > no,
entao

|tn, — uml|v < e.

Definigao 1.4 (Espago de Banach). Um espago normado V' € dito ser de Banach quando é completo,
isto €, quando para cada sequéncia de Cauchy {u,} CV existe ug € V tal que

||tn, — wolly — 0, quando n — occ.

Exemplo 1.5. Exemplo de Espaco de Banach:

Considere V.= C([a,b]), o espago das fungoes continuas em [a,b]. Provaremos que tal espago é
de Banach com a norma,

[fllv = max{|f(x)| : = € [a,b]}.
Exercicio 1.6. Prove que
[fllv = max{|f(x)] : x € [a,b]}

¢ uma norma para V = C(la, b]).
Solucao:

1. Claramente

|fllv = 0 se, e somente se f(z) =0, Vx € [a,b],

isto é se, e somente se f = 0.

2. Sejam f,ge V.

Assim

If + gllv max{[f () + g(x)|, = € [a,b]}
max{|f ()| + [g(x)], © € [a, ]}
max{|f(z)|, x € [a,b]} + max{|g(x)| = € [a, b]}

= Nfllv +llgllv- (1)

IN N

3. Finalmente, sejam o € Re f € V.
Logo,

lafllv = max{laf(z)], = € [a,b]}
= max{la||f(z)], = € [a, ]}
= lafmax{[f(z)], = € [a, b]}
= lalllf]I (2)



Disto podemos concluir que || - ||y é uma norma.
A solucao esta completa.

Teorema 1.7. V = C([a,b]) é um espago de Banach com a norma

[£lly = max{|f(z)| : = €[a,b]}, Vf eV

Prova. A prova de que C([a,b]) é um espago vetorial é deixada como exercicio.

Da ultima proposigao || - ||y é uma norma para V.
Seja {f,} C V uma sequéncia de Cauchy.
Provaremos que existe f € V tal que

I fn— fllv = 0, quando n — oo.

Seja € > 0.
Assim existe ng € N tal que se m,n > ng, entao

an - meV <e.

Logo
max{|fn(z) — fm(z)| : x € a,b]} <e,
ou seja
|fu(z) = fin(2)| < &, Yz € [a,b], m,n > ng.
Seja = € [a, b].

De (3), {fu(z)} é uma sequéncia de Cauchy, portanto convergente.

Defina entao
f(z) = lim f,(z), Yz € [a,b].

n—oo

Também de (3), temos que
1m [ fo(x) — fu(@)] = |fule) — F()] <2, V0 > g,
Disto conclui-se que

I fn— fllv = 0, quando n — oc.

Provaremos agora que f é continua em [a, b].
Do exposto acima

fn—= f

uniformemente em [a, b] quando n — oc.
Logo, existe n; € N tal que se n > nq, entao

Fula) = f(@)] < 5. Vo € [a,1]
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Escolha ny > ny.

Seja = € [a,b]. De
lim fnz(y) = fnz(x)>
Y=

existe § > 0 tal que se y € [a,b] e |y — x| < § entao

o (y) = fan(2)] < g

Logo se y € [a,b] e |y — x| < 9, entdo

1) = f@)] = 1f¥) = fa(W) + fra(y) = faa(2) + fro(2) = f(2)]
BN
= ¢ (4)

Podemos concluir que f é continua em x, Vz € [a,b], ou seja f € V.
A prova esta completa. O

Exercicio 1.8. Seja V = C'([a,b]) o espaco das fungoes cuja a derivada é continua em |a, b].
Defina a fungao (de fato funcional) || - ||y : V — RT por

1A llv = max{|f ()| + /' (2)] : = € [a,b]}.

1. Prove que || - ||y € uma norma.

2. Prove que V' constitui-se num espaco de Banach com tal norma.

Solucao: A prova do item 1 € deizada a cargo do leitor.
Provaremos agora que V' é completo.

Seja {fn} CV uma sequéncia de Cauchy.

Seja € > 0. Assim existe ng € N tal que se m,n > ng entao

[fn = finllv < €/2.

Portanto,

’fn(x) - fm(x)’ + ’f;z(x) - fé@(x)’ < 5/2’ Vo e [&7 6]7 m,n > ny. (5)

Seja x € [a,b]. Logo, {f.(x)} e {f}(x)} sdo sequéncias reais de Cauchy, portanto convergentes.
Denotemos entao

f(z) = lim f,(x)

n—oo

g(x) = lim f(x).
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Disto e (5), obtemos

o) = f@) + [ fo(2) —g(@)] = Tim |fo(2) = fu(@)] + |1 (2) = Fu(2)]

< /2, Yx € [a,b], n > no.

(6)

Similarmente ao obtido no ultimo exemplo, podemos obter que f e g sao continuas, e portanto

uniformememte continuas no compacto |a, b|.
Logo, existe § > 0 tal que se x,y € [a,b] e |y — z| <, entao

19(y) = g(x)] < &/2.
FEscolha ny > ng. Seja x € (a,b).
Assim, se 0 < |h| < 0, entao de (6) e (7) obtemos

fm(x + h]z - fnl(x> . g(x)

|fo, (& + th) — g(z + th) + g(x + th) — g(z)|
|fr, (@ 4 th) — g(x + th)| + |g(z + th) — g()]
e/2+¢/2

<,

ARPVAY

onde do teorema do valor médio t € (0,1) (depende de h). Logo, fazendo ny — oo, obtemos

fm(x + h})L — fm(x) _ g(l’)
< g,Y0 < |h| <.
Disto podemos concluir que
Fia) = lim LEE =IO ) v e (o),

Os casos em que x = a ou x = b sao tratados similarmente com limites laterais.
Disto e (6), obtemos

|\ fu — fllv = 0, quando n — oo

f e Cl([a,b)).

A solucdo esta completa.

(7)



Defini¢ao 1.9 (Funcional). Seja V' um espago de Banach. Um funcional F definido em V é uma
fung¢ao cujo contra-dominio é R (F:V — R).

Exemplo 1.10. Seja V = C([a,b]) e F: V — R onde

b
F(y) = / ( sen’s + y(x)?) do, Yy € V.

Exemplo 1.11. Seja V = C'([a,b]) e seja J : V — R onde

J(y) = / JIF Y@ dz, ¥y € CL([a,b]).

Em nosso primeiro formato de trabalho consideraremos funcionais definidos por

F@:/f@mmUMMa

onde assumiremos

feC(a,b] x R xR)

eV =0_C|a,b)).
Assim, para F': D C V — R onde

F@:/f@mmwaa

V= Ca,b)),
e
D={yeV : yla)=Aey() =B},
onde A, B € R.
Observe que se y € D, entao y +v € D se, e somente se, v € V e
v(a) =v(b) =0
Pois nesse caso,
y+oveV
e
y(a) +v(a) = y(a) = 4,
e

y(b) +v(b) = y(b) = B.

Definiremos o espaco das variagoes admissiveis para F', denotado por V,, como,

Vo={v eV : v(a) =v(b) =0}.



Definig¢ao 1.12 (Minimo global). Seja V' um espaco de Banach e seja F': D CV — R um funcional.

Dizemos que yg € D é um ponto de mimino global para F', quando
F(yo) < F(y), vy € D.
Observe que denotando y = yy + v onde v € V,, temos que
F(yo) < F(yo+v), Yv € V,.
Exemplo 1.13. Considere J: D CV — R onde V = C*([a, b)),

D={yeV :yla)=0eyb) =1}

J(y) = / (v (2))? da.

Assim,
Vo={v eV : v(a) =v(b) =0}.

Seja yg € D um candidato a minimo global para F' e seja v € V, uma direcao admissivel.

Logo, deve-se ter,
J(yo +v) = J(yo) = 0,

onde

T(o+v) — T) = / (o) + ' (2))? di /

yo(z)? dx

_ 2/aby(’)(x)v'(x) dx+/abv’(x)2 do

> 2 [ yanto) dr

Observe que se yy(x) = ¢ em |[a,b], teremos (10) satisfeita, pois nesse caso,

J(yo +v) = J(yo)

Resumindo, se yy(x) = ¢ em [a,b], obtemos,

J(yo +v) > J(vo), Yv € V,.
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Observe que nesse caso,

yo(z) = cx + d,

para algum d € R.
Entretanto, de
y(a) =0, obtemos ca + d = 0.

De yo(b) = 1, obtemos cb+d = 1.
Resolvendo este ultimo sistema em ¢ e d obtemos,

1
R —
‘ a
d= b—a
Finalmente, disto obtemos,
r—a
bol@) = b—a

Observe que o grifico de yo € a linha reta conectando os pontos (a,0) e (b, 1).

2 Variacao a GGateaux

Definicao 2.1. Seja V' um espaco de Banach, seja J : D CV — R um funcional e sejam y € D e
veV,
Definimos a variagdo a Gateaur de J em y na dire¢ao v, denotado por 6.J(y;v), como

dJ(y;v) = lim Jlytev) = J(y)‘

e—0 12

FEquivalentemente,
0J(y + ev)

Oe le=o-

Exemplo 2.2. Seja V = C'([a,b]) e J: V — R onde

0J(y;v) =

F(y) = / ( sen’z + y(x)?) da.

Sejam y,v € V. Vamos calcular
0J (y; v).

Observe que,



d0J(y;v) = lim

Exemplo 2.3. Seja V = C'([a,b]) e seja J : V — R onde

b
J(y) = / p(x)\/1+ 9y (x)? dx,

onde p : [a,b] — (0,+00) é uma fungao continua fiza.

Sejam y,v € V.
Assim,
0J(y;v) = W\ao, (14)
onde
J(y +ev) = / (2)V/1+ (y'(x) + ev'(2))? da.
Logo,
&](ya;— 6U)|€:O _ aag (/ (2)V1+ (¥'(2) + ev'(2))2 dw)
b
_ / (\/1 o)+ e @)?) de
_ bp<x>2<y<>+ev<>>'<x> ’
B / 2 1+ (y(2) +ev'(x))? - 15)

(*): A wvalidade dessa passagem serd provada futuramente.

Disto obtemos,



0J(y;v) = WEO
pla)y (@)v'(z)
o V1+y(x)?

(16)

O exemplo estd completo.

Exemplo 2.4. Seja V = C'([a,b]) e f € C'([a,b] x R x R). Assim f é uma funcao de 3 varidveis,
a saber, f(x,y,z).
Considere o funcional F':'V — R, definido por

- / f(x,y(@), (@) da

0
5F(3:0) = 5-Fly+0)lo=o

Sejam y,v € V. Logo,

Observe que

Fly+ev) = / f(x,y(x) +ev(zx),y (z) + ev'(x)) du,

e portanto
%F(Hev) = 82(/ f@,y() + ev(a),y'(z) + e’ (x)) dx)
_ / de z) +ev(z),y (z) + ev'(2))) dw
_ / ( z) +ev(z), y($)+6v’($))v(x)
dy
N f ( )+8U( ) y($)+8v’($))vl(x)) dr. (17)
Assim
OF(y;v) = W\FO
b o) v (2 z,y(x),y (z
_ /a (af( >yéy)ay( ))U(I)—l—af( >y(az)’y( ))U/(I)) dz. (18)

3 Minimizacao de funcionais convexos

Definicao 3.1 (Funcao Convexa). Uma fung¢dao f: R™ — R € dita ser convexa quando

Oz + (1= Ay) <Af(z) + (1 =N f(y), Yo,y € R", A€ [0,1].
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Proposicao 3.2. Seja [ : R® — R conveza e diferencidvel.
Sob tais hipdteses,

f(y) - f(x) Z <f/(x)7y - x)R"a vxay € Rna
onde (-, )gn : R" x R" — R denota o produto interno usual em R™, isto é,

(T, y)rn = 191 + - - + ToYn,

Vo = ('Tlﬁ“' 7xn)7 Y= (yl;"' >yn) c R".

Prova. Escolha z,y € R™.
Da hipédtese,

FI(L=Nz+Ay) < (1= A)f(z) + Af(y), VA € (0,1).

Logo,
e ;x)) /) < fy) = f(x), YA € (0,1).
Portanto,
(f@)y =) = lim flo+ My }x)) ~ f()
< fly)— f(z), Yo,y € R™ (19)
A prova estd completa. .

Proposicao 3.3. Seja f: R" — R uma funcdo diferencidvel no R™.
Assuma que
f(y) - f([[‘) > (f’(at),y - x>R”7 vxay € R"™

Sob tais hipoteses, f € convexa.

Prova. Defina f*: R" — R U {400} como

f*(z") = sup{(z,2")rn — f(x)}.

r€eR™

Tal funcao é chamada de o conjugado de Fenchel de f.
Seja z € R™. Da hipdtese,

(f'(@), z)p = fz) 2 (f'(2), y)re — f(y), Yy €R",

ou seja

[ (f'(x) = sup{{f'(2),y)r — f(y)}

= (f'(2), z)r — f(2). (20)

Por outro lado
f*(x*) Z <$,I*>Rn - f(x)v VZE,I'* S Rn’

11



e assim
f(2) 2 (2,2%)zn — [*(a%), Va* € R".

Logo,
f) = sup {{ma)e — [(a))
> (f'(@),z)pn — f(f'(2)). (21)

Disto e de (20), obtemos,

f(x) = sup {(z,2")mn — f*(z7)}

z*eR”

= (f'(z), 2)rn — [ (f'(2)). (22)

Resumindo,
f(z) = sup {{x,2")gn — f*(2")}, Vo € R".

z*€R™
Escolha z,y € R" e A € [0, 1].
Da tultima equacao podemos escrever,

fQAz+ (1 =Ny) = sup {{(Az+ (1 =Ny, 2%)re — f*(z7)}

r*eR”

= sup {(Ax+ (1 = Ny, 2")gn

A (@) = (L= N f(2")}
= sup {\({z,z")gn — f*(z"))

*eR”

+(1 = )y, 2)re — [ (7))}

< Aﬁlelﬂgn{(%w*)w — (@)}
(1= A) sup {{y, 27 = f7(27)}
= M)+ A=) f(y) (23)
Sendo z,y € R" e A € [0, 1] arbitrérios, conclui-se que f é convexa.
A prova estd completa. O

Definigao 3.4 (Funcional convexo). Seja V' um espa¢o de Banach e seja J : D C V. — R um
funcional. Dizemos que J é convexo quando

J(y+v) —J(y) = 6J(y;v), Vv € Vo(y),

onde
Valy) ={veV : y+ve D}

12



Teorema 3.5. Seja V' um espago de Banach e seja J : D C U um funcional convezo.

Yo € D € tal que
0J (yo;v) = 0, Yv € Vo(yo),

entao

J(yo) < J(y), Vy € D,

isto €, yo minimiza J em D.

Prova. Escolha y € D. Seja v =1y — yy. Logo y = yo + v € D de modo que

v € Va(yo).

Da hipétese,
dJ(yo;v) =0,

e sendo J convexo, obtemos
J(y) — J(yo) = J(yo +v) — J(yo) = 6J(yo;v) =0,

ou seja,
J(yo) < J(y), Vy € D.

A prova esta completa.

Exemplo 3.6. Vejamos um exemplo de funcional convezxo.
Seja V= C[a,b]) e J: D CV — R definido por

onde

D={yeV : yla)=1 ey(b) =5}.

Mostraremos que J é convexo.
De fato, sejamy € D ev € V, onde

Vo={v eV : v(a) =v(b) =0}.

Logo,
b b
Hy+)=Iw) = [ W) +v@Pdo- [y d
= /Qy/(x)v/(a:) dw—l—/ v'(2)? da

> / 2y (x)0'(2) dz
= 0J(y;v).

Portanto, J € convezo.

13
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3.1 Condicoes suficientes de otimalidade no caso convexo

Comecaremos essa sub-secao com uma observagao.

Observagao 3.7. Consideremos agora uma fungdo f : [a, b)) x RxR — R onde f € C'([a,b] x RXR).
Assim, para V- = C*([a,b]), defina F : V — R por

F(y) :/ flz,y(x), vy (x)) du.

Sejam y,v € V. Ja mostramos que

6F(y;v)=/ (fy(2,y(x), y'(2)v(x) + fa(z,y(2), y' () (z)) d.

Suponha que f seja convexa em (y,z) para todo x € |a,b], o que denotaremos por f(x,y,z) ser
conveza.
Da tltima secao, temos que

[y +oy +0) = fle,y,y) = (Nf(2,y,9), (0,0))pe
= fy(z, 9,9 )0+ [z, 9,y )V, Yz € [a,b] (25)
onde denotamos
Vi,y,y) = (fy(x,9,9), f(2,9,9).

Portanto,

Fly+v) -~ F(y) = / @y + vy +0) — fa,y,y)] do

> /b[fy(z, vy )0+ fo(w, g,y 0] do
= Sy, (26)
Logo, F' é converxo.
Teorema 3.8. Seja V = Cl([a,b]). Seja f € C*([a,b] x R X R) onde f(x,y,z) é conveza. Defina
D={yeV : yla)=a eyd) =b},

onde ay,b; € R.
Defina também F : D — R por

b
F(y) :/ flz,y(x),y'(x)) du.

Sob tais hipoteses, F' € convexro e se yy € D € tal que

d
%[fz(x,yo(x),yg(x))] = fy(x>yO(x)>yé(x))> Vo € [a’ b]’
entao yo minimiza F' em D, isto €,

F(yo) < F(y), Vy € D.
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Prova. Que F é convexo resulta da tltima observagao. Suponha agora que yg € D ¢ tal que

{1000, (@) = Folas o), (), Vi € [0 1],

SejaveV,={veV : v(a) =v(b) =0}. Assim,

O F (yo; v)

= [ o m@)sh@)e(o) + folo ole) vy () () do
b
= [ (G o) (o)) + £l ) 0) )

= [ (i) shyeto)) as

(
[f= (@, yo(2), yo(2))u(2)];
- fz(b7 yO(b)7 yé(b))v(b) - fz(av yO(a)v yé)(a))v(a)
= 0, YweV, (27)

Sendo F' convexo, disto e do Teorema 3.5, conclui-se que 1y minimiza J em D. O

Exemplo 3.9. Seja V = C*([a,b]) e

D={yeV :y0)=0ey(l)=1}.

Defina F': D — R por

Observe que

onde

Fly) = / [/ (x)? + 5y(x)] dz, Vy € D.

szlf@%wﬁ

f(xayaz) = Z2 +5Z/,

isto é f(z,y,z) € convexa.
Assim, do ultimo teorema F € convexo e se yyg € D € tal que

1 ol), b)) =y o), (), Ve € [ ),

entao yo minimiza F em D.
Considerando que f.(z,y,z) =2z e f,(z,y,2) =5 da dltima equagdo deve-se ter



ou seja

Logo,

Disto e de yo(0) = 0, obtemos d = 0.
E disto e de yo(1) = 1, obtemos,

§+0:L
de modo que
c=-1/4
Portanto
52
W) ="~

minimiza F' em D
O exemplo estd completo.
4 Condicoes naturais, problemas com extremos livres

Comecamos esta secao com o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja V = C([a,b]). Seja f € C*([a,b] x R x R) onde f(x,vy,2) é convexa. Defina
D={yeV : yla) =a},

onde a; € R.
Defina também F : D — R por

Fly) = / f(y(@), o (2)) da.

Sob tais hipoteses, F' € convexro e se yyg € D € tal que

S LF 000, )] = Fols o), (), Ve € [0

fz(b> yO(b)> yé}(b)) =0

entao yo minimiza F em D, isto €,

F(yo) < F(y), Vy € D.
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Prova. Que F é convexo resulta da tltima observagao. Suponha agora que yg € D ¢ tal que

{10, U] = ol 0(0), ), Vo € [

Sejav € Vo ={v €V : v(a) = 0}. Assim,

b
SF(yoiv) = / Uy (. 90(a), wh(@))o(@) + fu( o), (@) (2)) de
= [ (G (o)) + Fo (o). ) 0) )

- /ab (dd[ fo(@, 9o (), yo () (:c)]) dx
- )

= [folw,yo(2), yo(2))v(@)];

= [2(b.50(0),55(0))v(b) = [:(a,yo(a), yo(a))v(a)
= 0v(b) — f2(a, yo(a), y(b))0

= 0, YvelV,.

Sendo F' convexo, disto e do Teorema 3.5, conclui-se que yo minimiza J em D.

(28)

O

Observagao 4.2. Sobre o dltimo teorema, a condi¢do y(a) = a; € dita ser uma condigao de contorno
essencial. Por outro lado, a condi¢do f,(b,yo(b),y,(b)) = 0 € dita ser uma condicao de contorno

natural.

Teorema 4.3. Seja V = C'([a,b]). Seja f € C*([a,b] x R x R) onde f(x,y,2) é convera. Defina

D=V

- / f(z,y(2),/(z)) d.

Sob tais hipoteses, F' € convexo e se yyg € D € tal que

eF': D — R por

{00, ()] = Folas o), (), Ve € [,

f(a,yo(a), yp(a)) =0

fz(b> yo(b), yé(b)) =0,

entao yo minimiza F' em D, isto €,

F(yo) < F(y), Vy € D.
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Prova. Que F' é convexo resulta do exposto no inicio da ultima se¢ao. Suponha agora que yy € D
é tal que

11000, ()] = Foles o), (), Ve € [0

fola,yo(a), yo(a)) = f2(b,y0(b), yo(b)) = 0.
Sejav € D =V Assim,

SF(yov) = u/n(f@(x>yo(x)>y6(x))v(1ﬂ T £ wola) (@) (@) de
b
= [ (G o) (o)) + Fo ol ) 0) )
= [ (Gt ) do
= [l o). (@)@,
- fz(b7 yO(b)7 yé(b))v(b) - fz(av yO(a)v yé)(a))v(a)

= 0v(b) — Ov(a)
= 0, VeD. (29)

Sendo F' convexo, disto e do Teorema 3.5, conclui-se que yo minimiza J em D = V. O

Observacgao 4.4. Sobre o dltimo teorema, as condigoes f,(a,yo(a),y(a)) = f.(b,yo(b),ys(b)) = 0
sao ditas condicoes de contorno naturais para o problema com extremos livres.

Exercicio 4.5. Mostre que I’ € convexo e obtenha o seu ponto de minimo em D, Dy e Dy, onde

F(y)=/12Md:r,

e onde
1.
D={yeC(1,2]) : y(1)=0, y(1) =3},
2.
D, ={y e C([1,2]) : y(2) =3}
3.

Dy, = C'([1,2]).

Solucao: Observe que
2
Fy) = [ fy(o).y/@) do
1

onde f(x,y,2) = 2*/x, de modo que f(z,y,z) € conveza.
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Potanto, F' € convexo.
Sejam y,v € V, assim,

2
OF (y;v) =/1 Ly, g,y )0+ falx,y, y )] de,

onde
fy(x,y,z) =0

[z, y,2) =2z /.

Portanto,
2
OF (y;v) = / 221y (2)0v' () da.
1

Para D, do Teorema 6.1, condi¢oes suficientes de otimalidade sao dadas por,

axlf (@ p0(2), yo(2))] = fy(@, yo(), yo(w)) em [1,2],

?/0(1) = 07
Asim, deve-se ter
d . _
2 ()] = 0,
ou seja
227 yo(7) = ¢,
1sto é or
/ [ g—
yO(aj) - 2 )
e portanto,
2
cx
Por outro lado, deve-se também ter
c

Logo, c =4 e d = —1 de modo que yo(z) = 2*> — 1 minimiza F em D.

Para D1, do Teorema 4.1, condicoes suficientes de otimalidade sao dadas por,

11 (2, y0(@), ()] = fy (2, yo(x), yh(2)) em [1,2],
Yo(2) = 3,
Fo(Lyo(1), (1)) = 0.

19

(30)

(31)



Assim, deve-se ter

Por outro lado, deve-se também ter
yo(2) = c+d =3,

f(1,y0(1),95(1)) = 2(1)"'y(1) = 0,
isto €
Yo(1) =¢/2=0,

e assim ¢ =0 e d =3 de modo que yo(x) = 3 minimiza F' em D;.

Para Dy, do Teorema 4.3, condicoes suficientes de otimalidade sao dadas por,

de [fZ(x yO(x)
fz(l yO( )7 6
fz(QuyO( )7 (/)

 Yo(2))] =
(1)) =0
(2)) = 0.

fo(, yo(x), yo(x)) em [1,2],

Assim, deve-se ter

Por outro lado, deve-se também ter
F2(Lyo(1), (1)) = 2(1)'yo(1) = 0,

F2(2,90(2), 55(2)) = 2(2)"'yp(2) = 0,

isto €
onde yj(x) = cx /2.

Logo ¢ =0, de modo que yo(z) = d, Yd € R minimiza F' em Ds.
Exercicio 4.6. Sejam V = C?([0,1]) e J: D CV — R onde

J(y) = %/0 y'(2)? dx —/0 P(x)y(z) dz,

representa a energia de uma viga reta de secao transversal retangular com momento de inércia I.
Aqui y(x) denota o deslocamento vertical no ponto x € [0,1] devido a ac¢ao da distribuicio vertical
de cargas P(x) = ax, Vo € [0,1], onde E > 0 € 0 mdédulo de Young e a > 0 é uma contante real.

E também
D={yeV : y(0)=y(1)=0}
Sob tais hipoteses,

1. prove que F' € convexo.
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2. Prove que se yp € D ¢ tal que

EIL:[yo(x)] = P(z), Yz € [0,1],
Yo(0) =0, (33)
Yo (1) =0,

entao yo minimiza F' em D.

3. Obtenha a solugao otima yo € D.
Solucao:
Sejamy e D eveV,={veV : v(0)=0v(l) =0}

Relambramos que

F(y +ev) — F(y)

dJ(y;v) = lim

e—0 £

_ g (B2 Joly" +ev")? = (y")? dx — [[(P(y+ev) — P) do
o 51~I>% &
! ET
= lim (/ (EIy"v" — Pv) dx + Sl (1/’)2 dx)
e—0 0 2 0
1
= / (EIy"v" — Pv) d. (34)
0

Por outro lado,

1

Hy+0)=J0) = (BI/2) [ 16"+ = ()] do - / (Ply+v)~ P)ds

= /(Ely” " — Pv) dx—l——/ )

1
> /(Ely” " — Pv) dx

0
= 0J(y;v). (35)

Sendo y € D ev €V, arbitrarios conclui-se que J é convezo.
Assuma que yo € D € tal que

ETL:[yo(x)] = P(x), Va € [0, 1],
y3(0) =0, (36)
Yo (1) =0,
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Logo,
6] (y;v) = (EIy"™v" — Pv) dx
(EIy"v" — EIy®Wv) da
(EIy"™" + EIy"v') dx — [EIy" (z)v(z)]}

(EIy"v" + Ely"v') dx

= (EIy"" — EIy'v") do + [E1y" (x)v' ()]

a
0

I
o

Resumindo
d0J(yo;v) =0, Yo €V,

portanto, sendo J convexo, conclui-se que yo minimiza J em D.
Para obter a solucao da EDO em questao, denotaremos,

Yo(®) = yp() + yn(x),

ax5

05T, onde claramente

onde uma solugdo particular y, e dada por y,(x) =

E[d—;[yp(x)] = P(x),¥z € [0, 1].

A equagao homogénea associada
4

B ()] =0,

tem a sequinte solucao geral

yn(z) = az® + ba® + cx + d,

€ assim,
5

. ax
- 120E1

Yo(x) = yp(x) + yn(x) + az® + bx? + cx + d.

De yo(0) = 0, obtemos d = 0.
Observe que yh(x) = mora® + 3aa? + 2bx + ¢ e yj(z) = ;5:2% + 6ax + 2b.
Disto e de y,(0) = 0, obtemos b = 0.

De y((1) = 0, obtemos,

«
—1° 1=
6EI + 6a 0,

e assim
a

" 36EI°
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De tais resultados e de yo(1) = 0, obtemos,

+alP+cl= a

- - +c=0
120E1 12061  36E1 7

ou seja,

o« 1 1 T
“TEI\36 120)  360EI
Finalmente, obtivemos entao que
5 3

o ax ax N Tox
~ 120EI 36EI  360EI

Yo(z)
minimiza J em D.
A solucao esta completa.
5 O lema de du Bois-Reymond

Lema 5.1 (du Bois-Reymond). Suponha que h € C([a,b]) e
b
/ h(z)v'(x) de =0, Yv € V,,

onde
Vo ={v e C'[a,b]) : v(a)=uv(b) =0}.
Sob tais hipoteses, existe ¢ € R tal que
h(z) = ¢, Yz € [a,b].

Prova. Seja
[P h(t) dt
c="t—.
b—a
Defina

Assim

de modo que v € C'([a, b]).
Além disso,
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e portanto v € V.
Observe que, disto e da hipotese,

Assim,

Sendo h continua, conclui-se que
h(z) —c=0, Vz € [a, b],

isto é
h(z) = ¢, Yz € [a,b].

A prova esta completa.

Teorema 5.2. Sejam g, h € C([a,b]) e suponha que

/ (9(x)v(z) + h(x)v'(x)) de =0, Yv € V,,

onde

Vo ={v e C[a,b]) : v(a)=uv(b) =0}.

Sob tais hipdteses, h € C'([a,b]) e

B (z) = g(z), Vo € [a,b].
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Prova. Defina

Logo,

Seja v € V.
Das hipdteses,

0 = / [g(x)v(z) + h(z)V'(z)] dz
= [1-60 @) + e @) de + (G,
— / [—G(z) + h(z)'(z) dx, Yv € V. (39)

Disto e do du Bois - Reymond lema, conclui-se que
—G(z) + h(x) = ¢, Yz € [a, b],

para algum c € R.
Logo
9(x) = G'(x) = I (x), Va € [a, 1],

de modo que
g € C'([a,b)).

A prova esta completa.

Lema 5.3 (Lema fundamental do célculo de variagoes para uma dimensdo). Seja g € C([a,b]) = V.
Assuma que

b
/ g(x)v(z) de =0, Yo € V,,

onde novamente,
Vo={ve '([a,b]) : v(a) =v(b) = 0}.

Sob tais hipoteses,
g(x) =0, Vz € [a,b].

Prova. Basta aplicar o ultimo theorema com h = 0. 0

Exercicio 5.4. Seja h € C([a,b]).
Suponha que

b
/ h(z)w(zx) dx =0, Yw € Dy,
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" Dy = {w e C([a,b)) : /abw(m) dz = 0} |

Mostre que existe ¢ € R tal que
h(z) = ¢, Yz € [a,b].

Solucao: Defina, conforme acima,
Vo ={v e C[a,b]) : v(a)=uv(b) =0}.
Seja v € V,.
Seja w € C(la, b)) tal que

Observe que . .
/ w(x) de = / v'(2) de = [v(x)] = v(b) — v(a) = 0.

Da hipdtese fab h(z)w(z) de =0, e assim

b
/ h(x)v'(z) dz = 0.
Sendo v € V, arbitrdrio, disto e do lema de du Bois-Reymond, existe ¢ € R tal que
h(z) = ¢, Yz € [a,b].

A solucao esta completa.

6 Calculo de variagoes, o caso de funcoes escalares no R"

Seja €2 C R™ um conjunto aberto, limitado, conexo e com uma fronteira 92 = S regular (Lips-
chitziana) (o que definiremos como 2 ser de classe C1). Seja V = C'(Q) eseja F: D C V — R, tal
que

Fly) = / f(x,y(z), Vy(z)) de, Yy €V,

onde denotamos
dr =dxq - - dx,.

Assuma que [ : QxR x R" — R é de classe C2. Suponha também que f(z,y,2) é convexa em
(y,z), Vo € Q, o que denotaremos por f(z,y,z) ser convexa.
Observe que paray € D e v € V,, onde

D={yeV : y=uy em 00},
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Vo={veV : v=0em 00},

onde B
Y1 € 01(9)7
temos que
0
0F(y;v) = 5 Fly + ev)l—o,
onde
F(y+ev) = / flz,y +ev,Vy + V) dx.
0
Portanto,
2F( +ev) = / 2(f(:v +ev, Vy+eVo) | dx
88 Yy - 0 a&f Y ) Yy
= / [fy(z,y +ev, Vy+eVo)v + Z fo(zyy +ev, Vy +eVo)u,,] de.  (40)
Q i=1
Assim,
OF (y;v) = QF( + ev)|
Y, - Oe Yy e=0
= /[fy(x, v, Vy)o+ Y fo(r,y, V)] de, (41)
0

i=1

Por outro lado, sendo f(z,y,2z) convexa, temos que

Fly+v)— F(y) = / @,y + v, Vy + Vo) — f(z,y, V)] da

> <Yf(a?,y,Vy), (U,VU)>Rn+1
- /Q[fy(x> Y, Vy)v + Z fzi (.I, Y, Vy)vxl] dx
=1

= 0F(y;v). (42)

Sendo y € D e v € V, arbitrarios, podemos concluir que F' é convexo.
Aqui denotamos,

Zf(x7y7Vy) - (fy(x,y,Vy),le(m,y,Vy), U 7fzn(x7y7Vy))'

Teorema 6.1. Sejam Q0 C R™ um conjunto de classe C* e V = C1(Q). Seja f € C?(Q x R x R)
onde f(z,y,z) é convera. Defina

D={yeV : y=uy em 00},
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onde y, € C1(Q)
Defina também F : D — R por

Fly) = / f (. y(x), Vy(2)) d.

Sob tais hipoteses, F' € convexro e se yy € D € tal que

Z dixi[f%(x’yo(f)a Vyo(2))] = f,(z,y0(x), Vyo(x)), Vo € Q,

entao yo minimiza F' em D, isto €,
F(yo) < F(y), Yy € D.

Prova. Que F é convexo resulta da tltima observacao. Suponha agora que y9 € D é tal que

Z dixi[f%(x’yo(f)a Vuo(2))] = f,(z,y0(x), Vyo(x)), YV € Q,

SejaveV,={veV : v=0em 00Q}. Assim,

SF(yoiv) = / (fu(@,90(@), Vyo(@)v(@) + 3 fi (2, 30(x), V(@) v () da
= / <Z d%(f% (2, 90(2), Vo())o(@) + 3 F(w90(w), Voo () v, <x>) dz
= /Q <_ Z fzi(x> yo(x)> Vyo(x))vxz(x) + Z fzi (.T, yo(.T), Vyo(x))vxl (.T)) dl‘

- /BQ ; foi(@,y0(x), Vo () ni v(x) dS

= 0, YweV, (43)
onde n = (nq,---,n,) denota o campo normal unitario exterior a 92 = S. Sendo F' convexo, disto
e do Teorema 3.5, conclui-se que yy minimiza F' em D. O

7 A segunda variacao a Gateaux

Definigao 7.1. Seja V' um espaco de Banach. Seja F : D CV — R um funcional tal que 0F (y;v)
existe em B,(yo), para algum yo € D, r > 0 e para todo v € V,.

Sejam y € B,(yo) e v,w € V,. Definimos a sequnda varia¢ao a Gateaur de F' no ponto y nas
diregoes v e w, denotada por 6*F (y;v,w), como
OF (y + ew;v) — 0F (y;v)

Y

2 . S
5F(y,v,w)—£lg(1) c

quando tal limite existe.
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Observacao 7.2. Observe que no contexto da ultima definicao, quando os limites em questao exis-
tem, temos que

0
IF(y;v) = %F(y + €v)| =0,

2

0
2700, _
8 F(y;v,v) = @F(y + €v)|ez0, YV € V.

Assim, por exemplo, para V = C*(Q) onde Q C R™ € de classe Cl'e F:V =R ¢ dada por

Fly) = /Qf(x,y,Vy) dx

e onde
feC?* (xR xR"),

para y,v € V, temos que
2

0
52F(?JSU,U) = @F(g/ + €U)|€:07

onde
0? 0?

@F(y—%av) = @(/Qf(x,y—irev,Vijer) dx)

82
= /Q@[f(x,y%—ev,v(y—l—esvy)] dx

= / [fyy(x, y +ev, Vy + eVo)v? + Z 2fyz (z,y + v, Vy + eVo)vu,,
0

=1

+ Z Z faizy (@, + €0, Vy + 6Vv)v$iv$j] dx (44)

i=1 j=1

de modo que
2

O F(y;v,0) = @F(y+5v)|s=o

-,

+ Z Z fZiZ]' ($, Y, Vy)vffivl"j] da. (45)

i=1 j=1

Fou(@,y, Yy +> " 2f, (2, y, Vy)oo,

i=1

8 A condicao necessaria de primeira ordem para um minimo
local

Definicao 8.1. Seja V' um espaco de Banach. Seja F : D C 'V — R um funcional. Dizemos que
Yo € D € um ponto de minimo local para F' em D, se existe 6 > 0 tal que

F(y) > F(yo), Yy € Bs(yo) N D.
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Teorema 8.2 (condigao necesséria de primeira ordem). Seja V' um espago de Banach. Seja F : D C
V — R um funcional. Suponha que yo € D é um ponto de minimo local para F' em D. Sejav € V,
e assuma que 6F (yo;v) existe.
Sob tais hipoteses,
O F (yo;v) = 0.

Prova. Defina ¢(¢) = F(yo + €v), a qual da hipétese de existéncia de 6 F(yo;v), estd bem definida
para todo ¢ suficientemente pequeno.
Também da hipdtese, € = 0 é um ponto de minimo local para funcao diferenciavel em 0, ¢.
Assim da condicao usual do calculo de uma variavel, devemos ter

¢'(0) =0,

e portanto,
#'(0) = 0F (yo;v) = 0.

A prova estd completa. O

Teorema 8.3 (condigao suficiente de segunda ordem). Seja V' um espago de Banach. Seja F : D C
V' — R um funcional. Suponha que yo € D ¢é tal que §F (yo;v) = 0 para todo v € V,, e que existe
0 > 0 tal que

F(y;v,v) >0, Yy € Bs(yo) e v € V.

Sob tais hipoteses yg € D € um ponto de minimo local para F', isto é
F(y) > F(y), Yy € Br(yo) N D.

Prova. Sejay € Bs(yo) N D. Definav =y —yy €V,.
Defina também ¢ : [0, 1] — R como

o(e) = F(yo + €v).

Do teorema de Taylor para uma varidvel, existe tg € (0, 1) tal que

(0 1,
61 = 00) + L0~ 0) 4 S0 (1 - 0
Isto é,
F(y) = F(yo+v)
1
= F(yo) + 6F(yo;v) + 5(52F(y0 + tov; v, v)
1
= F(yo) + 552}7(90 + tov; v, v)
> F(yo), Yy € Bs(yo) N D. (46)
A prova esta completa. O
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9 Funcionais continuos

Definicao 9.1. Seja V' um espaco de Banach. Seja F': D CV — R um funcional e seja yo € D.
Dizemos que F € continuo em yo € D, quando para cada € > 0 existe d > 0 tal que sey € D e
|y — yollv < 6, entdo
[F(y) — Fyo)| <e.

Exemplo 9.2. Seja V = C'([a,b]) e f € C([a,b] x R x R).
Considere F' : V — R onde

Fly) = / f (@ y(). 4/ () d,

e
lyllv = max{|y(x)| + |y ()| : « € [a,b]}.
Seja yo € V. Provaremos que F' € continuo em 1.
Seja y € V tal que
1y — wollv < 1,
assim
lyllv = llyollv < lly = wollv < 1,
1sto €,
lyllv < 1+ llyollv = e
Observe que f é uniformemente continua no compacto
[a,b] X [—a,a] X [~a,a] = A.
Seja e > 0. Portanto existe 69 > 0 tal que se (x,y1,21) € (z,y2,22) € A e
[y1 = yol +[21 — 22| < do
entao .
|f(zoy,21) = [(2, 92, 22)] < b—a (47)
Seja 0 = min{dy, 1}.
Assim se
Hy - yOHV < 67
teremos

max{|y(z) — yo(2)| + |y'(z) — yo(2)| = = € [a,b]} <5 <1,
e portanto disto e (47), obtemos

£ y(@),y' (@) = (. 0(@), yo(@)| < 7= Va € [a,b]
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Logo,

/ F (@ y(@), 4 (@) — f (@ yo(a), g (@))] de

< / F@,u(@), ' (@) — f(x,y0(x), yo(x)] da
e(b—a)

(b—a)
= e (48)

Podemos concluir entao que F' é continuo em yg, Yy € V.
O exemplo estd completo.

10 Variacao a Gateaux, a prova da férmula

Nas se¢oes anteriores utilizamos certa informalidade para calcular a férmula da variagao a Gateaux
de um funcional.
Nessa se¢ao provaremos rigorosamente os resultados anteriormente obtidos.

Teorema 10.1. Sejam Q@ C R"™ um conjunto de classe Cl eV =C'(9).
Seja f: QxR xR" = R uma funcao de classe C*.
Defina F -V — R por

Fly) = / f (@ y(x), Vy(a)) d.

Sejam y,v € V. Sob tais hipoteses

5F(y;v)=/9(fy(x,y(w),Vy(w))v(w)+ZfZi(:E,y(x%Vy(x))vxi(ﬂf)) dz.

Prova. Seja {e,} C R\ {0} uma sequéncia tal que
e, — 0, quando n — oo.

Defina
() = f(@,y(x) + ev(x), Vy(o) + 2, Vo(z)) — f(x,y(x),vy(x))7

€n

VneN, z €.
Defina também

G(.T) = fy(x> y(x), VQ(-I))’U(-I) + Z fzi(x, y(x), Vy(x))vxl(x), YV € Q.
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Observe que B
Gn(x) = G(x), Yr € Q.

Provaremos agora que, para uma subsequéncia nao re-rotulada,

/ Gn(x) do — / G(z) dz, quando n — oo
Q Q

Defina
¢n = max{|G,(z) — G(z)|}.

€

Da continuidade das funcoes em questdo, para cada n € N existe z,, € Q tal que
cn = |Gn(zy) — G(x,)].

Observe que {z,} C Q e tal conjunto é compacto. Logo, existem uma subsequéncia {2n,} de
{z,} e xo € Q tais que
lim x,, = xo.
j—00

Por outro lado, do teorema do valor médio, para cada j € N existe t; € (0, 1) tal que

f(xnj ; y(xnj) + gnjv(xnj)a vy(xnj) + gnjvv(xnj)) - f(xn] ; y(xnj)> Vy(xnj))

Gn(1y,) = —
- fy(xnjv y(xnj) + tjgnjv(xnj)7 Vy(xnj) + tjénva(xnj))v(xnj)
+ Z fo(@ny, y(Tn,) + tignv(n, ), Vy(2n,) + tign, Vo(2n,)) vz, (Tn,)
i=1
—  G(xg), quando j — oo. (49)
Assim,
Cn; = ‘an (xnj) - G(xnj)|

— |G(z0) — G(20)]
) (50)

Seja € > 0. Portanto, existe j, € N tal que se 7 > j, entao

13
0< ey < —,
=S Q)

m(Q) = /Q da.

onde
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Logo, se 7 > jo, entao

/Q (G (2) — G(2)] de

< |16 -6 do
< [

= cn,m(9)
< e (51)

Portanto,

lim G dx—/G

]—)OO

Suponha agora, para obter contradlgao, que nao tenhamos

hm G da:—/G

onde
() = f(@,y(x) + ev(x), Vy(z) + eVo(z)) — f(x,y($)7vy($))7

Ve € R tal que € # 0.
Logo, existe £y > 0 tal que para cada n € N existe &, € R tal que

~ 1
0< | < —,
n

x) dx—/QG(x) dx

() = f(z,y(x) + Ev(z), Vy(z) +~5an($)) — f(x,y(x),Vy(x))7

€n

2 €0, (52)

onde

VneN, z €.
Entretanto, do exposto acima, podemos obter uma subsequéncia {&,,} de {&,} tal que

lim én]. (x) do = / G(z) dx,
Q Q

J]—00

o que contradiz (52).
Portanto, necessariamente, temos que

hm G da:—/G

isto é,
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dF(y;v) = lim Fly+ev) — F(y)

e—0 £
= lim [ G.(z)dz
e=0 Jq
= /G(a:) dx
Q

-/ <fy(x,y($),Vy(w))v(w)+Zfzi(w,y(fB%Vy(fB))vxi(fﬂ)) dr. ()

A prova esta completa. O

11 Topicos de analise funcional

Nessa secao U sempre denota um espaco de Banach.

Teorema 11.1 (O teorema de Hahn-Banach). Considere um funcional p : U — R tal que

p(Au) = Ap(u),Yu € U, XA > 0, (54)

p(u+v) < p(u) + p(v),Vu,v € U. (55)
Seja V- C U um sub-espaco vetorial proprio de U e seja g : V — R um funcional linear tal que
g(u) < p(u),Vu e V. (56)
Sob tais hipoteses, existe um funcional linear f : U — R tal que

g(u) = f(u),Yu eV, (57)

f(u) < p(u),Yu € U. (58)
Prova. Escolha z € U\ V. Denote por Vo espago gerado por V' e z, isto é,
V={v+az|veVeacR}. (59)
Podemos definir uma extensao de g de V' para V, denotada por g, como

glaz+v) = ag(z) + g(v), (60)
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onde §(z) serd apropriadamente definido nas préximas linhas. Sejam vy, v € V, o > 0, f > 0. Assim

Bg(vi) + ag(va) = g(Bv1 + avs)

— (a—i—ﬁ)g(af_ﬁvﬁ—aiﬁvg)

< (a+B)p <a U OR aj‘_ﬁ(vz +Bz))
< Bp(vr — az) + ap(vz + Bz) (61)
e portanto
Slep(on - a2) 4 g(00)] < lp(ua + 52) — g(ua),
Yui,v9 € V, a, 8 > 0. Logo, existe a € R tal que
gﬁioévmw—aa+yw» gagwg&j§@w+aa—g@». (62)

Definiremos entao g(z) = a. Portanto, se & > 0 entao
glaz+v) = aa+g(v)
< [300+a2 - g a-+ a0
= p(v+ az). (63)

Por outro lado, se o < 0, entao —a > 0. Logo,

de modo que

glaz+v) = aa+ g(v)

< | (p(o + az) + g0)] a+ g(v)

= p(v+az) (64)

e assim 3
g(u) < p(u),Vue V.

Defina agora por £ o conjunto das extensoes e de g, as quais satisfazem e(u) < p(u) no dominio de e.
Definiremos também uma ordem parcial para £ denotando e; < es quando o dominio de e, contém
o dominio de e; e e; = e3 no dominio de e;. Seja {e,}aca um subconjunto ordenado de €. Seja V,
o dominio de e, . Defina e em U,c4V, por setting e = e, em V,. Claramente e, < e, Va € A de
modo que cada subconjunto ordenado de £ tem um limitante superior. Pelo lema de Zorn, £ tem um
elemento maximal f definido em algum subespaco U C U tal que f(u) < p(u),Yu € U. Suponha,
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para obter contradicao, que U # U esejaz €U\ U. Conforme o exposto acima, podemos obter
uma nova extensao f; de U para o sub-espaco gerado por z; e U, o que contradiz a maximalidade de
f.

A prova esta completa. O

Definigao 11.2 (Espacos duais topoldgicos). Seja U um espago de Banach. Definiremos o seu
espaco dual topologico, como o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos definidos em U.
Suporemos que tal espaco dual de U, poderd ser representado por um outro espaco denotado por U™,
mediante uma forma bi-linear (-,-)y : U x U* — R (aqui estamos nos referindo das representagoes
padroes de espacos duais de espacos de Lebesque e Sobolev, a serem estudadas nos capitulos sub-
sequentes). Assim, dado f : U — R linear e continuo, assumimos a existéncia de u* € U* tal
que

fu) = (u,u")y,Vu € U. (65)

A norma de f , denotada por || f||v~, € definida como

/1

v = Su5{|<u,u*>zf| tullo <1} (66)
ue

Corolario 11.3. Seja V C U um sub-espaco préprio de U e seja g : V — R um funcional linear e
continuo com norma

lgllve = 325{\9(U)| | fullo < 1} (67)

Sob tais hipoteses, existe u* in U* tal que

(w,u")y = g(u),Vu eV, (68)

e
[u*llo= = lgllv-- (69)
Prova. Basta aplicar o Teoremma 11.1 com p(u) = ||g||v+||u|v. De fato, de tal teorema existe um

funcional linear f: U — R tal que
flu) = g(u), Yu eV

e
f(u) < p(u) = llgllv-llullo,
ou seja
|f ()] < p(u) = llgllv-llullv,Vu € U.
Portanto,
1l = igg{lf(w s ullo <13 < lgllv-.
Por outro lado,
171l = supd £ ()] < lfullo <13 = gl
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Logo,
/]

Finalmente, sendo f linear e continuo, existe u* € U* tal que

v = |lgllv-

f(u) = (u,u"yy, Yu e U,

e assim

(u,u )y = f(u) = g(u), Vu e V.

Além disso,

v = |If]

A prova esta completa. O

[ v+ = |lgllv-.

Corolario 11.4. Seja uy € U. Sob tais hipoteses, existe uj € U™ tal que

v = lluollo e {uo, ug)v = lluoll- (70)

gl

Prova. Basta aplicar o Coroldrio 11.3 com V' = {auy | @ € R} e g(tug) = t||ugl|? de modo que
lg]

ve = [uollu-
De fato, do ultimo corolario existe uj € U* tal que

(tug, ug)v = g(tug), Vt € R,

lugllos = llgllv-,

onde

lgllv+ = igﬂg{tH%H?f 2 [tuolly < 1} = fluollu

Alem disso, também do tltimo corolario,

lugllos = llgllve = lluollu-

Finalmente,
(tug, ug)y = g(tug) = t||u0]|?], vVt € R,

de modo que
(uo, ug)v = [Juollz:

A prova esta completa. O

Corolario 11.5. Seja u € U. Sob tais hipoteses

lullo = Sug*ﬂ(u,u*)zfl [ u*ffo- < 1} (71)

u*e
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Prova. Suponha que u # 0, caso contrario o resultado é imediato. Como

[{(u, Y| < ||ullvllw*||vs, Yu € Uu* € U

temos que
sup {|(u, w)ul | [u*llv- < 1} < lullo- (72)
u*eU*
Entretanto, do tltimo coroldrio, existe ufy, € U* tal que ||ul|v+ = ||ullv e (w,uf)y = ||ul|}. Define
ui = Jluflytug. Assim, Juilly = 1e (u,ui)y = [lullv. O

Defini¢ao 11.6 (Hiper-plano afim). Seja U um espaco de Banach. Um hiper-plano afim H é um
conjunto da forma

H={ueU]| (u,u")y = a} (73)
para algum u* € U* e o € R.
Proposicao 11.7. Um hiper-plano afim H conforme acima definido é fechado.

Prova. O resultado seqgue-se diretamente da continuidade de (u,u*); como um funcional definido
em U. 0

Definicao 11.8 (Separacao). Sejam A, B C U. Dizemos que um hiper-plano H, definido conforme
acima indicado separa A e B, quando existem o € R e u* € U*

(u,u yy < ao,Yu € A, e (u,u")y > o,Vu € B. (74)
Dizemos que H separa A e B estritamente se existe € > 0 tal que
(u,u Yy <a—e,Yue A, e(u,u" )y > a+e¢e,Vu e B, (75)

Teorema 11.9 (O teorema de Hahn-Banach, forma geométrica). Sejam A, B C U dois conjuntos
convexos, ndao-vazios e tais que AN B = () e A € aberto. Sob tais hipdteses, existe um hiper-plano
fechado que separa A e B, isto é, existem o € R e u* € U* tais que

(u,uy < a < {(v,u")y, Yu € A, v € B.
Para provar tal teoremma, precisaremos de dois lemas, a seguir especificados.

Lema 11.10. Seja C C U um conjunto convexo e tal que 0 € C. Para cada v € U defina

p(u) = inf{a >0, a 'u € C}. (76)
Sob tais hipdteses, p € tal que existe M € R tal que
0 < p(u) < Mjullv, Yu e U, (77)
e
C={uel]|pu) <1} (78)

Além disso
p(u+v) < p(u) + p(v),Vu,v € U.
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Prova. Sejar > 0 tal que B(0,7) C C. Seja u € U tal que u # 0. Logo,

r € B(0,r) C C,

[ullw

e portanto

plu) < ”“r”U,vu ceuU (79)

o que prova (77). Suponha agora que u E C. Como (' é aberto existe € > 0 sufientemente pequeno
tal que (1 +¢e)u € C. Portanto p(u) < 7= < 1. Reciprocamente, se p(u) < 1, existe 0 < a < 1 tal
que o tu € C e assim, como é C' é convexo temos que u=ala” u) + (1 — a)O eC.

Finalmente, sejam u,v € C' e ¢ > 0. Logo, m e Ce m € (' de modo que p(il)ﬁrg +
1-t)v . u)+ u .
;(;(U)ia € C,vt € [0,1]. Particularmente para t = m obtemos m € (C, e assim
pu+v) <p(u) +p(v) +2¢,Ve >0 O

Lema 11.11. Seja C' C U um conjunto aberto e convexo e seja ug € U tal que ug ¢ C. Sob tais
hipdteses, existe u* € U* tal que (u,u*)y < (ug,u*)y,Vu € C

Prova. Por translacao se necesséario, sem perda de generalidade podemos assumir que 0 € C'. Con-
sidere o funcional p definido no dltimo lema. Defina V' = {aug | @ € R}. Defina também ¢ em V,
por

g(tug) =t, Vt € R. (80)
Seja t € R tal que t # 0. Como
t
;%9::1“)¢(j7
temos que
g(tug) =t < p(tuo)
e portanto

g(u) < p(u),Vu e V.

Do teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear f definido em U o qual extende g e tal que
f(u) < p(u) < Mlfully. (81)

Aqui utilizamos o lema 11.10. Em Particular, f(ug) = g(uo) = g(1lug) = 1, e também do dltimo lema,

f(u) < 1,Vu € C. A existéncia de u* satisfazendo a conclusao do lema segue-se da continuidade de
f, indicada em (81). O

Prova do Teorema 11.9. Defina C' = A + (—B) de modo que C' é convexo e 0 ¢ C. Do lema
11.11, existe u* € U* tal que (w,u*)y < 0,YVw € C, e assim,

(u,u)y < (v,u")y,Yu e A, v € B. (82)
Portanto, existe a € R tal que
sup(u, u*)y < a < inf (v, u")yp, (83)
ucA vEB

0 que completa a prova.
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Proposicao 11.12. Seja U um espaco de Banach e sejam A, B C U tais que A é compacto, B €
fechado e AN B = ().
Sob tais hipoteses, existe €1 > 0 tal que

[A+ B, (0)]N[B + B.,(0)] = 0.

Prova. Suponha, para obter contradicao, que a conclusao da proposicao é falsa.
Logo, para cada n € N existe u,, € U tal que d(u,, A) < % e d(uy,, B) < %
Portanto, existem v, € A e w,, € B tais que

1
n~— Un < = 84
= vallo < (84)
‘ 1
|tun — wpllu < - Vn € N. (85)
Como {v,} C Ae A é compacto, exitem uma subsequéncia {vy,} de {v,} e vy € A, tais que
|Un; — ol — 0, quando j — oco.
Logo, disto, (84) e (85) obtemos,
||un]' - UOHU — 07 quando j — 00,
e

|wn, — vl — 0, quando j — oo.
Sendo A e B fechados, obtemos
Vo € AN B,

o que contradiz AN B = 0.
Portanto a conclusao da proposicao é verdadeira.
A prova esta completa.
O

Teorema 11.13 (Teorema de Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Sejam A, B C U dois
conjuntos convezos, nao-vazios e tais que AN B = 0. Suponha que A é compacto e B ¢ fechado. Sob
tais hipdteses existe um hiper-plano que separa A e B estritamente.

Prova. Observe que, da tultima proposicao, existe € > 0 suficientemente pequeno tal que A, =
A+ B(0,¢) e B. = B+ B(0,¢) sdo conjuntos convexos e disjuntos. Do Teorema 11.9, existe u* € U*
tal que u* #0 e

(u+ ewy,u)y < (u+ews,u)y,Yu € A, v € B, wy,wy € B(0,1). (86)
Logo, existe a € R tal que

(u, )y + el|u’|

o < a < vty - el

v, Vu € A, v € B. (87)
0
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Corolario 11.14. Suponha que V. .C U é um subespaco vetorial tal que V # U. Sob tais hipdteses,
existe u* € U* tal que u* # 0 e

(u,u")y =0,Yu e V. (88)

Prova. Seja uy € U tal que ug ¢ V. Aplicando o Teorema 11.9 a A = V e B = {ug} obtemos
u*€U*eacRtaisqueu* #0e

(u,u")y < a < (ug, u*)y,Yu € V. (89)

Como V é sub-espaco, devemos ter (u,u*)y = 0,Vu € V. O

12 Topologias Fracas

Definicao 12.1 (Vizinhancas e topologias fracas). Seja U um espago de Banach e seja ug € U.
Definimos uma vizinhanga fraca de ug, denotada por V,,(ug), como

Vw(ug) ={u € U | {u—ug,u)v| <e;, Vi€ {1,....,m}}, (90)

para algum m € N, g; > 0, and u} € U*, Vi e {1,....,m}.

Seja A C U. Diremos que ug € A € fracamente interior a A, quando existe uma vizinhanca fraca
Viw(uo) de uy contida em A.

Se todos os pontos de A sdo fracamente interiores, diremos que A € fracamente aberto.

Finalmente, definiremos a topologia fraca o(U,U*) como o conjunto de todos os subconjuntos
fracamente abertos de U.

Proposicao 12.2. Um espa¢o de Banach U ¢é de Hausdorff quando munido com a topologia fraca
o(U,U*).

Prova. Escolha uq,us € U tais que u; # us. Do Teorema de Hahn-Banach, segunda forma
geométrica, existe um hiper-plano separando {u;} e {us} estritamente, isto é, existe u* € U* e
a € R tais que

(up, u")y < o < (ug, u™)y. (91)

Defina
Vr(ur) ={u e U | |{u —uy,u")| < a— (ug,u)y}, (92)
Vo(uz) = {u € U | |{u — ug, u*)y| < {ug, u™)y — a}. (93)

Afirmamos que
le (ul) N VwQ(UQ) = @
(

Suponha, para obter contradi¢ao, que u € Vi, (u1) N Vi, (usg).
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Logo,

(u—up,u")y < a— (u,u")y,

e portanto
(u,u)y < a.
E também
—(u — ug, u*)y < (ug,u*)y — «,
e portanto

(u,u")y > a.

Obtivemos entao
(u,u"Vy < a < (u,u")y,

uma contradigao.
Resumindo, temos que u; € Vi, (u1), g € Vi, (uz2) € Vi, (1) N Vi, (ug) = 0.
A prova esta completa. O

Observacao 12.3. Se {u,} € U € tal que u,, converge para u em o(U,U*), entdo escrevemos u, — u
fracamente.

Proposicao 12.4. Seja U um espago de Banach. Para uma sequéncia {u,} C U, temos que
1. u, — u, para o(U,U*) < (u,, u*)y — (u,u*)y, Vu* € U*,
2. Se u, — u fortemente (em norma), entio u, — u fracamente,

3. Se u, — u fracamente, entio {||u,||v} € limitada e ||u|ly < liminf ||u,|v,
n—o0

4. Se u, — u fracamente e ul — u* fortemente em U*, entdo (u,,u})y — (u,u*)y.

Prova. 1. O resultado segue-se da definigao de topologia o (U, U*).
Suponha que {u,} C U e u, — u fracamente.
Seja u* € U* e seja ¢ > 0.
Defina
Vo(u)={velU : [(v—uu)y| <ce}.

Da hipétese, existe ng € N tal que n > ng, entao

Uy, € Viy(u).
Ou seja
[{(uy —u,u)y| < e,

se n > ng.
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Portanto,
(Up, u"yy — (u,u")y, quando n — oo

Vu* € U*.
Reciprocamente, suponha que

(Up, u"yy — (u,u")y, quando n — oo

Vu* € U*.
Seja V(u) € o(U,U*) um conjunto fracamente aberto que contém u.

Logo existe uma vizinhanga fraca V,,(u) tal que u € V,,(u) C V' (u), onde existem m € N, g; > 0
e u; € U™ tais que

Ve(u)={velU : |[(v—u,u))y| <e;, Vie{l,---,m}}.
Da hipétese, para cada i € {1,---m}, existe n; € N tal que se n > n; entdo
[y — u,ul)y| < &

Defina ng = max{nq, -+ ,n,}.

Logo
Uy € Viy(u) C V(u), sen > no.

Conclui-se entao que u, — u em o(U, U*).

. Isto segue-se da desigualdade

[(tn, u)y = (s o] < flu™{lo- lun — ullo- (94)
. Para cada u* € U* a sequéncia {(u,,u*)y} é convergente e portanto limitada. Disto e do
Principio da Limitagdo Uniforme, existe M > 0 tal que ||u, ||y < M,¥n € N. Além disso, para

u* € U*, temos que

[ {tn, w")u| < lu”]

v+ |[unllo, (95)

e fazendo n — oo, obtemos

{0} < Taminf o o o (96)
Logo,
el = sup {[{uw, o] = ully- <1} < lminf flun[lo. (97)
u*eU* n—00
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4. Apenas observe que

[ (i, up)u = (u, w")u

IN

IN

IN

*

+(u = un, u) |

[z, = w|

U* UnHU
+|<un - u7U*>U‘

H(un = u, u)yl

0, quando n — oo.

(98)

O

Teorema 12.5. Seja U um espaco de Banach e seja A C U um conjunto convexo. Sob tais hipoteses,
A € fechado para a topologia o(U,U*) se, e somente se, A € fechado para a topologia relativa a || - ||v.

Prova. Se A = U o resultado é imediato. Assuma entao A # U. Suponha que A é fortemente
fechado. Seja ug ¢ A. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe um hiper-plano fechado o qual separa
ug e A estritamente, isto é, existem o € R e u* € U* tais que

(ug, u" )y < a < (v, u")y, Vv € A.

Defina

V={ueU]| (uu)y < a}l,

de modo que up € V, V C U \ A.
Seja

V(ug) ={v el : |[(v—uy,u )| <a— (uy,u")y.

Seja v € V,,(up).
Logo,

(v, u )y = (v—uy+ ug,u")y

= (v —ug,u")y + (uo,u")y

VANVAN

Q.

[(v — o, u")u| + (uo, u*)y

a — (up, u")y + (uo, u*)u

(99)

(100)

(101)

Disto conclui-se que Vi, (ug) CV C U \ A, ou seja ug é ponto interior para a topologia o(U, U*)

de U\ A, Vug e U\ A
Portanto, V é fracamente aberto.

Resumindo, U \ A é aberto em o(U, U*) e assim A é fechado em relacdo a o(U, U*) (fracamente

fechado).

Finalmente, a reciproca é imediata.
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Teorema 12.6. Sejam (Z,0) um espago topoldgico e U um espago de Banach. Seja ¢ : Z — U uma
fungao, considerando U com a topologia fraca o(U,U™).
Sob tais hipoteses, ¢ € continua se, e somente se, f.«: Z — R, onde

fur(2) = (0(2), u*)u
¢ continua, Yu* € U*.
Prova. Assuma que ¢ é continua. Seja zg € Z e seja {2, faer uma net tal que
Za — 20

Da hipétese,
O(2a) = ¢(20), em o(U,U"),

isto é fracamente.
Portanto

(0(2a),u)u = (d(20), u )y, Yu* € U™

Logo f,~ é continua em zy, Yu* € U*, Vzy € Z.
Reciprocamente, assuma que f,« : Z — R, onde

fur(2) = ($(2), u")u

é continua, Yu* € U*.
Suponha, para obter contradicao que ¢ nao é continua.
Assim, existe zy € Z tal que ¢ nao é continua em zg.
Em particular, existe uma net {z,}.cs tal que z, — 2o e néo se tem

¢(2a) = &(20), em o(U,U”).

Logo, existe u* € U* tal que nao se tem,

(¢(2a),u")v = (D(20), u")v,

e portanto f,« nao é continua em zy, o que contradiz a hipdtese dessa parte da prova.
Assim, ¢ é continua.
A prova estd completa. O

13 A topologia estrela-fraca

Definigao 13.1 (Espacos reflexivos). Seja U um espaco de Banach. Dizemos que U € reflexivo, se
a injecao canonica
J:U—=>U"

¢ sobrejetiva, onde
(u,u*Vy = (u*, J(u))y~, Yu € U, u* € U™.
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Assim se U € reflexivo podemos identificar o espaco bi-dual de U, U**, com U.

A topologia fraca para U* pode ser definida similarmente a o(U,U*) e serd denotada por o(U*,U**).
Definimos também a topologia estrela-fraca para U*, denotada por o(U*,U), da sequinte maneira.
Primeiramente, definimos vizinhangas estrela-fracas.

Seja u§ € U*. Definimos uma vizinhanga estrela-fraca de uf, denotada por V,(uy), como

Vw(ug) ={u* € U* @ [(uj,u" —ugy)y| <e;, Vie{l,---,m}},

ondemeN, g;>0eu; €U, Vie{l,--- ,m}.

Seja A C U*. Diremos que uly € A ¢ estrela-fracamente interior a A, quando existe uma vizinhanga
estrela-fraca V,,(ul) contida em A.

Se todos os pontos de A sao estrela-fracamente interiores, diremos que A € estrela-fracamente
aberto.

Finalmente, definiremos a topologia estrela-fraca o(U*,U) como o conjunto de todos os subcon-
juntos estrela-fracamente abertos de U*.

Observe que o(U*,U**) e o(U*,U) coincidem se U € reflexivo.

13.1 Compacidade na topologia estrela-fraca

Teorema 13.2 (Banach e Alaoglu). Seja U um espaco de Banach. Denotemos

By« ={u" € U" : ||u’|

v < 1}
Sob tais hipdteses, By~ é compacto com U* com a topologia estrela-fraca o(U*,U).

Prova. Para cada u € U, associaremos um niumero real w, e denotaremos

w:kueRU,

uelU

e consideremos as projegoes

P,:RY 5 R

onde
Py(w) = wy, Yw €RY u € U.

Definiremos uma topologia para RY, a qual é gerada por vizinhangas fracas a seguir especificadas.
Seja @ € RY. Definiremos uma vizinhanca fraca V(@) de & como

V() ={weRY : |P, (w) — P, (0) <&, VeE{L,---,m}},

ondemeN,g; >0eu; €U, Vie{l,--- ,m}.

Seja A C RY. Diremos que @ € A é interior a A, quando existe uma vizinhanca f/w(cb) contida
em A.

Se todos os pontos de A sao interiores, diremos que A é fracamente aberto.

Finalmente, definiremos a topologia fraca ¢ para RY, como o conjunto de todos os subconjuntos
fracamente abertos (dentro desse tltimo contexto) de RY.
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Considere agora U* com a topologia o(U*,U) e seja ¢ : U* — RY onde

o) = [ (w,u)o-.

uelU

Mostraremos que ¢ é continuo. Suponha, para obter contradicao, que ¢ nao é continuo. Assim
existe u* € U* tal que ¢ nao é continuo em wu*.
Logo existe uma net {u} },er tal que

uy — v em o(U,U),

mas nao se tem
o(ur) — o(u*) em o.

«

Portanto existe uma vizinhanga fraca V(¢(u*)) tal que para cada § € I existe ag € I tal que
Qg >~ ﬂ e _
O(ug,) & V(o(u")),

onde sem perda de generalidade, podemos assumir
‘7(¢(U*)) = {W eRY : ‘P'U«i(w) - Pu1(¢(U*))’ <ep, Vi€ {1’ T >m}}’

ondemeN, g, >0eu; €U, Vie{l,--- ,m}.
Disto obtemos j € {1,---,m} e uma subnet de {u, } também denotada por {u; } tal que

[Py (6(u5,)) = Poy (6(u"))] > &5, Vo € 1.

Logo,

*

[(uj, ug, — u")ul
> ¢, Vag eI (102)

| Pu; (¢(ug,)) = Puy(6(u?))]

Portanto nao temos,
<uj’ u:);5>U — <uj7 U*>Ua

isto é, nao temos,

up — u*, em o(U*,U),

uma contradigao.
Logo, ¢ é continua com RY com a topologia o acima especificada.
Provaremos agora que
¢t p(UY) = U*

é também continua.
Isto segue-se da tultima proposicao, considerando que



em ¢(U*) de modo que f, é continuo em ¢(U*), para todo u € U.
Assim, enfatizamos que disto e da tltima proposicao, ¢~ é continua.
Por outro lado, observe que

¢(By~) = K
onde
K = {we RY . lwa| < JJully, Wuse = Wy + W,
Wiu = Awy, Yu,v € U, A € R}. (103)

Para concluir a prova, é suficiente da continuidade de ¢!, mostrar que K C RY é compacto com RY
com a topologia o.
Observe que K = K; N K5 onde

K ={weRY : |w,| < |Jully,Vu € U}, (104)

Ky ={weRY : wyfy=wy+w,y, Wiy = Aoy, Vu,v €U, X €R}. (105)

O conjunto K3 = [[,cyl—llullv,||ullv] é compacto como o produto cartesiano de intervalos reais
compactos.

Como K; C K3 e K; é fechado, temos que K; é compacto (para a topologia ¢ em questao).

Por outro lado, K5 é fechado, pois definindo os conjuntos fechados A, , e By, (esses conjuntos
sao fechados da continuidade das projecoes P, com RY com a topologia ¢, como imagens inversas de
fechados em R) por

Ao ={w €RY Wy — wy — w, = 0}, (106)
e
Bru={weRY : wy, — \w, =0} (107)
temos que
Ky = (Nuper Auw) N (N erxv Bau)- (108)

Relembramos que K, é fechado pois interseccoes de fechados sao sempre fechados.
Finalmente, temos que K; N Ky C K, é compacto, o que completa a prova. O

For this chapter the most relevant reference is Ekeland and Temam, [7].
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14 Conjuntos e fungoes convexas
Seja S um subconjunto de um espaco vetorial U. Dizemos que S é convexo quando
Au+ (1—=XNvesS, Yu,ve S, Ael0,1]. (109)

Definigao 14.1 (Envelope convexo). Seja S um subconjunto de um espago vetorial U. Definimos o
envelope convezo de S, denotado por Co(S) como

Co(S) = {Z Aiw; | neN,
i=1

dhi=1, x>0, uiGS,ViG{l,...,n}}. (110)

i=1

Definicao 14.2 (Funcio_nal convexo). Seja U um espago vetorial e seja S C U um conjunto convezo.
Um funcional F : S — R =R U {+o0, —o0} € dito ser convexo, quando

FAu+ (1 —=XMNv) <AF(u)+ (1 = N)F(v),Yu,v € S, A €0, 1]. (111)

14.1 Semi-continuidade inferior fraca

Comecamos com a definicao de Epigrafo.

Defini¢cao 14.3 (Epigrafo). Seja U um espaco de Banach e seja F : U — R um funcional.
Definimos o epigrafo de F', denotado por Epi(F') como

Epi(F)={(u,a) e U xR|a> F(u)}.

Definicao 14.4. Seja U um espago de Banach. Considre a topologia fraca o(U,U*) para U e seja
F : U — RU{+oc} um funcional. Seja w € U. Dizemos que F € fracamente semi-continuo
inferiormente em uw € U quando para cada A < F(u), ezxiste uma vizinhanga fraca Vy(u) € o(U,U*)

tal que
F(v) > A, Yo € V)\(u).

Se F is fracamente semi-continuo inferiormente (f.s.c.i) em todo U, dizemos simplemente que F
é f.s.c.i..

Teorema 14.5. Seja U um espago de Banach e seja F: U — RU {400} um funcional.
Sob tais hipoteses, as sequintes propriedades sao equivalentes:

1. F € fs.c..
2. Epi(F) é fechado em U xR com a topologia produto entre o(U,U*) e a topologia usual para R.
8. H ={ueU|F(u) <~} ¢ fechado em o(U,U*), ¥y € R.
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4. O conjunto G = {u € U | F(u) > v} € aberto em o(U,U*),Vy € R.

d.
liminf F(v) > F(u),Yu € U,
onde
liminf F(v) =  sup inf F(v).
v V(uw)ea(UU*) vEV (1)

Prova. Assuma que F' is fs.ci.. Mostraremos que Epi(F)¢ é aberto em o(U,U*) x R. Escolha
(u,r) € Epi(F)°. Assim (u,r) € Epi(F), de modo que r < F'(u). Selecione A tal que r < A < F(u).
Sendo F' f.s.c.i em u, existe uma vizinhanca fraca V) (u) tal que

F(v) > A\, Vv € Vy(u).

Logo
Vi(u) x (=00, \) C Epi(F)°

de modo que (u,r) é ponto interior de Epi(F)¢ e assim , sendo tal ponto em FEpi(F)¢ arbitrario,
podemos concluir que Epi(F')¢ é aberto de modo que Epi(F) é fechado em o(U,U*) x R.

Assuma agora (2). Observe que
HE x {3} = Epi(F) 0 (U x {7)).

Da hipétese Epi(F) é fechado, ou seja HY x {} ¢é fechado e portanto HI" ¢ fechado.
Assuma (3). Para obter (4), basta tomar o complemento de H!'. Suponha que (4) é vélida. Seja
u € U esejay e R tal que
v < F(u).

Como G é aberto em o (U, U*) existe uma vizinhanga fraca V'(u) tal que
V(u) C Gf :

de modo que
F(v) >~, Yv € V(u),

e portanto
inf F(v) > 7.
Em particular teremos,
liminf F'(v) > ~.
Fazendo v — F(u), obtemos
liminf F(v) > F(u).

Finalmente assuma que
liminf F(v) > F(u).

v—Uu
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Seja A < F(u) e seja 0 < e < F(u) — A
Observe que
liminf F(v) =  sup inf F(v).
v—=u V(w)ea(U,U*) veV (u)
Assim, existe uma vizinhanca fraca V(u) tal que F(v) > F(u) —e > A\, Vv € V(u). A prova esta
completa. O

Resultado similar é valido para a topologia forte (em norma) de um espago de Banach U de modo
que um funcional F': U — R U {+o0} é fortemente semi-continuo inferiormente (s.c.i.) em u € U,
quando

liminf F(v) > F(u). (112)

v—Uu
Corolério 14.6. Todo funcional convexo e s.c.i F': U — R é também f.s.c.i..

Prova. O resultado segue-se do ultimo teorema e do fato que o epigrafo de F' é convexo e fortemente
fechado. Assim tal epigrafo é também fracamente fechado. O

Definigao 14.7 (Funcionais afim-continuos). Seja U um espago de Banach. Um funcional F : U —
R € dito ser afim-continuo se existem u* € U* e a € R tais que

F(u) = (u,u")y + a,Vu € U. (113)

Definigao 14.8 (I'(U)). Seja U um espago de Banach. Dizemos que F : U — R pertence a T'(U) e
escrevemos F € T'(U) quando F pode ser representado pontualmente como o supremo de uma familia
de funcionais afim-continuos. Se F € T'(U), e F(u) € R para algum u € U escrevemos F € Ty(U).

Definigao 14.9 (Envelope convexo). Seja U um espago de Banach. Seja F: U — R, um funcional.
Definimos o seu envelope convexo, denotado por CF : U — R, como

CF(u)= sup {{(u,u*)+ a}, (114)
(u*,a)€A*
onde
A ={(u",a) e U xR | (v,u")y +a < F(v),Yv e U} (115)

Definigao 14.10 (Funcional polar). Seja U um espaco de Banach e seja F': U — R, um funcional.
Definimos o funcional polar de F', denotado por F* : U* — R, como

F*(u*) = sup{{u,u*)y — F(u)},Vu* € U*. (116)

uelU

Definicao 14.11 (Funcional bipolar). Seja U um espago de Banch e seja F': U — R um funcional.
Definimos o funcional bipolar de F', denotado por F** : U — R, como

F**(u) = sup {{u,u")y — F*(u")},Vu € U. (117)

u*eU*
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Proposicao 14.12. Seja U um espaco de Banach e seja F : U — R um funcional. Sob tais hipdteses
F*(u) = CF(u), Yu € U e em particular se F' € T'(U), entio F**(u) = F(u),Vu € U.

Prova. Por definicao temos que o envelope convexo de F' é o supremo de minorantes afim-continuos
de F' no ponto em questao. De fato precisamos considerar apenas os minorantes maximais, isto €,
na forma

u— (u,u)y — F*(u"). (118)

Logo,
CF(u) = uglég*{<u,U*>U — F(u")} = F™ (u). (119)
U

Corolério 14.13. Seja U wm espaco de Banach e seja F : U — R um funcional. Sob tais hipdteses,

Prova. Como F** < F', obtemos

F* < . (120)
Por outro lado,
F*™*(u) > (u,u*)y — F*(u"), (121)
de modo que
F™*(u*) = sgg{(u,u*)y — F*(u)} < F*(u"). (122)
De (120) e (122), obtemos F*(u*) = F***(u*), Yu* € U*. 0O

Nesse ponto do texto, relembramos a definicao de diferenciabilidade a Gateaux.

Definigao 14.14 (Diferenciabilidade a Gateaux). Seja U um espa¢o de Banach. Um funcional
F:U — R € dito ser diferencidavel a Gateaux em u € U, quando existe u* € U* tal que

lim F(u+ Ah) — F(u)
A—=0 A

= (h,u")y, VheU. (123)

O vetor u* € dito ser o diferencial a Gateaux de F : U — R em u e pode ser denotado como se
seque:

ut = ouu* = §F(u) (124)
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Defini¢ao 14.15 (Sub-gradientes). Seja U um espaco de Banach e seja F : U — R um funcional.
Definimos o conjunto dos sub-gradientes de F' em u, denotado por OF(u), como

OF(u) = {u" €U, tal que
(v —u,u")y + F(u) < F(v),Yv € U}. (125)
Relembraremos também nesse ponto a definicao de operador adjunto.

Definicao 14.16 (Operador adjunto). Sejam U e Y espagos de Banach e seja A : U — Y um
operador linear e continuo. O operador adjunto de A, denotado por A* : Y* — U* € definido pela
equacao:

(u, N"v")y = (Au,v")y, Yu € U, v* € Y. (126)

Lema 14.17 (Continuidade de fungoes convexas). Seja U um espago de Banach e seja F: U — R
um funcional convezo.
Seja u € U e suponha que existe a > 0 e uma vizinhanga V' de u tal que

F(v) <a< 400, YveV.
Sob tais hipoteses, F' € continua em u.

Prova. Trabalhando com G(v) = F(v + u) — F(u) se necessério, podemos reduzir o problema ao
caso em que v = 0 e F(u) = 0. Seja entao V uma vizinhanca de 0 tal que F'(v) < a < +o0,Vv € V.
Defina W =V N (=V). Escolha € € (0,1). Seja v € eW, logo

v
—cV 127
' (127)
e sendo F' convexo, temos que
F(v)=F ((1 —£)0 + gg) < (1—€)F(0) +eF(v/e) < =a. (128)
Também
—v
: (120)
Assim,

F(@):F( v +5(_U/€))<F(U)+ S F(—v/e),

1+¢ 1+¢ T 14e 1+4c¢

de modo que

F(v)> (1+¢)F(0) —eF(—v/e) > —¢a. (130)

Portanto
|F(v)] < ea,VveeW, (131)
isto é, F' é continuo em u = 0. O
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Proposicao 14.18. Seja U um espaco de Banach e seja F : U — R uma funcional convezo, finito
e continuo em u € U. Sob tais hipdteses, OF (u) # 0.

Prova. Como F é convexo, Epi(F) é convexo. Sendo F' continuo em u, temos que Epi(F)° é nao-

vazio. Observe que (u, F'(u)) pertence a fronteira de Epi(F'). Portanto, denotando A = Epi(F), do
teorema de Hahn-Banach existe um hiper-plano H fechado o qual separa (u, F'(u)) e A°, onde H

H={(v,a) e U xR | (v,u")y + aa = 5}, (132)
para alguns fixos o, 5 € R e u* € U*, de modo que

(v,u")y +aa > B,Y(v,a) € Epi(F), (133)

(u,u)y + aF(u) = B, (134)

onde (a, B,u*) # (0,0,0). Suponha, para obter contradigdo, que o = 0.
Assim,

(v —u,u")y > 0,Yv e U, (135)

e portanto obtemos, u* = 0 e § = 0, uma contradigdo. Logo podemos assumir o > 0 (considerando
(133)) e assim Vv € U temos que

g —(v,u"Jayy < F(v), (136)
e
% oo = Flu), (137
ou seja,
(v —u, —u" /o)y + F(u) < F(v),Yv € U, (138)
isto é,
—u" /o € OF (u). (139)
A prova esta completa. O

Definigao 14.19 (Fungao de Carathéodory). Seja S C R™ um conjunto aberto. Dizemos que g :
S x RN — R é uma funcdo de Carathéodory quando

VE e R, x> g(x, &) € uma funcdo mensurdvel,

para quase todo x € S, & — g(x,§) é uma fungdo continua.
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Para as préximas duas proposicoes nao apresentaremos as provas. Indicaremos a bibliografia
futuramente.

Proposicao 14.20. Sejam E e F dosis espagos de Banach, S um subconjunto de Borel de R", e
g:SxFE — F uma funcao de Carathéodory. Assim, para cada funcdo mensurdvel u : S — E, seja
G1(u) a fung¢dao mensurdvel x — g(z,u(x)) € F.

Se Gy mapeia LP(S, E) em L"(S, F) para 1 < p,r < 00, entao G, € fortemente continuo.

Para o funcional G : U — R, definido por G(u) = [, g(x,u(x))dS , onde U = U* = [L*(5)],
temos o seguinte resultado.

Proposicao 14.21. Considerando o enunciado da ltima proposicdo podemos expressar G* : U* — R
como

GHu) = /5 o (2, u* (2))dz, (140)

onde g*(z,y) = sup(y - n — g(z,n)), para quase todo = € S.
neER!

Para funcionais nao convexos, em certas situagoes pode ser dificil expressar analiticamente condi¢oes
para um extremo global.

Este fato motiva a definicao da Transformada de Legendre, a qual é obtida mediante um extremo
local.

Definigao 14.22 (Transformada de Legendre e funcional associado). Considere a funcao de classe
C?, g : R" — R. Sua transformada de Legendre, denotada por g; : R — R, € expressa por

g () = we -yl — glwo), (141)
i=1
onde xy € solucao do sistema
dg(xo)
;= 142
y’L axl 7 ( )

e RY = {y* € R tal que a equagao (142) tem solugao inica }.
Além disso, considerando o funcional G :' Y — R definido como G(v) = [¢g(v)dS, definimos o
funcional de Legendre associado G : Y} — R como

Gy (v") = / g (v") da, (143)

onde Y= {v* € Y* | v*(x) € R}, em quase todo S}.

Sobre a transformada de Legendre, temos os seguintes resultados.
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Proposigao 14.23. Considerando o enunciado das ultimas definicoes, seja y5 € R} tal que

0%g(xo(yp))

Sob tais hipoteses a funcao
o [09]7, .
To = Zo(y") = {()Tx] (v,

estd bem definida e é de classe C* numa vizinhanga de yj.
Além disso, para y* em tal vizinhanga, temos que

. 0g(x0) - Og1(y")
BT e T T Ty

(144)

Prova. A funcao

o A

To =2 = |=

0 oly o )

estar bem definida e ser de classe C' numa vizinhanga de y; resulta do teorema da funcao inversa.
Por outro lado, assuma que para y* em tal vizinhanca,

0
Yy = 793(;0), Vie{l, ...,n}, (145)
assim
g () = yire — g(xo) (146)
i=1
derivando em relacao a y;, obtemos
agi(y*) - azoj - 8g(x0) al‘oj

=Y i — 147
o~ 2oy T 2 on, oy i

ou seja

09;(y")  ~~{( . 0g(x0)\ Oz
ZILNT T _ £ . 14
oy ; Yj oz, + 7o (148)

o que de (145) implica que

a * * )
% = 2, Vi€ {1,...,n}. (149)

1
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Isto completa a primeira parte da prova. Reciprocamente, suponha que, para y* na referida vizin-
hanca, definamos

a * *
Lo = gL(f ) vie {1,...n}. (150)
dy;
Como y* € R} existe um unico 7y € R" tal que
d9(7o) .
* = Vie {1,..,n}, 151
vi= Vi (1) (151)
e?
gy = vz — g(xo) (152)
i=1
e portanto derivando em relacao a y;, obtemos
00 (Y") <= 0w = 0g(@o) Ot
= ; + Zoi — , 153
y; ]Zl Doy T 2 Ox; Oy} 159

Vie{l,..,n}, de modo que

991.(y") _ i (y* _ 89(%)) s + Tgi (154)

oy} ‘= J 0z; oy}
Vie{l,..,n}, oquede (150) e (151), implica que
a * *
Toi = 95(3*/ ) 4 Ve {1,...n}. (155)
Yi

Disto e (151), obtemos

. _ d9(Zo) _ 9g(xo)
Yi 83:2 83:2

A prova estd completa. O

Teorema 14.24. Considere o funcional J : U — R definido por J(u) = (G o A)(u) — (u, f)y onde
A={N}):U—=Y (i € {1,...,n}) é um operador continuo e linear e, G :' Y — R é um funcional
expresso por G(v) = [y g(v)dr, Vv €Y (aqui g : R* = R € uma fungdo de classe C* a qual admite
tranformada de Legendre denotada por g; : R} — R. Isto é, as hipdteses da Proposicao 14.23 sao
satifeitas em RY ).

Sob tais hipoteses, temos que

Voie{l,..,n}. (156)

0J(up) = 0 < 0(—G7(vy) + (uo, A*vy — flu) =0, (157)
onde vy = W ¢ suposto ser tal que vj(x) € R}, em S e nesse caso
J(ug) = =G (vp)- (158)
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Prova. Suponha primeiramente que §.J(ug) = 0, isto é:

A*aG(AUO) =0
ov
e assim, de v§ = 8Gg:}"°) obtemos
N — f =0,
e
vl = ag(AUO)'

3xi

Logo, da tultima proposicao, podemos escrever,

Ai(ug) = 8957;:0), fori e {1,..,n}

de modo que

AUO — aGL(’UO)'
ov*

Portanto, de (160) e (163) obtemos,
6(=G1(vg) + (uo, A" — flu) = 0.

Isto completa a primeira parte da prova.
Reciprocamente, suponha que

(=G (vg) + (o, Avg = flu) =0,

isto é
Nvi—f=0
e
Aug = LG;LU(:)S).

Claramente, de (167), da dltima proposigao e de (166), podemos escrever

OG(A(uo))
ov

*_
UO_
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de modo que
5.7 (ug) = 0. (170)
Finalmente,
J(uo) = G(Aug) — (uo, flu (171)
e disto, (166) e (168) temos que
J(ug) = G(Aug) — (uo, A"v5)u

G(Aug) — (Aug, v5)y
= —Gi(v)). (172)

A prova esta completa. O

Teorema 14.25 (Toland, 1979). Seja U um espago de Banach e sejam F,G : U — R funcionais
tais que
inf {G(u) — F(u)} = a € R.

uelU

Sob tais hipoteses
F*(u") — G*"(u") > a, Yu" € U™

Além disso, suponha que ug € U seja tal que

G(uo) — F(up) = min{G(u) — F(u)} = a.

uelU

Assuma também que u§ € OF (uyp).
Sob tais hipoteses,

F(ug) = G*(ug) = a,

de modo que

G(ug) — F(up) = min{G(u) — F(u)}

uel
= min {F*(u") - G*(u')}
— F(up) - G (). (173)

Prova. Das hipoteses,
inf {G(u) — F(u)} = a € R.

uelU
Logo
G(u) — F(u) > «a, Yu e U.

Portanto, para u* € U*, temos que
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—(u,u)y + G(u) + (u,u")y — F(u) > a, Yu € U.

Thus,

—(u,u" )y + G(u) + sup{(u,u*)y — F(u)} > a, Yu € U,
uelU

ou seja
—(u,u" )y + G(u) + F*(u*) > o, Yu € U,

de modo que

inf {—(u, w)u + Gu)} + F(0") 2
isto é,
—G*(u*)+ F*(u") > «, Yu* € U".
Também das hipoteses,
G(ug) — F(ug) < G(u) — F(u), Yu € U.

Por outro lado de u € 9F (ug), obtemos

(ug, uy)y — F(ug) > (u,ug)y — F(u), Vu € U

de modo que

—F(u) < (up —u,uy)y — F(ug), Vu € U.
Disto e (175), obtemos,

G(up) — F(ug) < G(u) + (uo — u, uy)y — F(ug), Yu € U.

de modo que,
(o, up)y — G(ug) > (u,ug)y — G(u), Yu € U,

ou seja

G*(ug) = SUB{W, ug)r — G(u)}
ue
= (ug,up)y — G(up).
Resumindo, obtivemos

G (up) = (uo, ug)v — G(uo),

F*(ug) = {uo, ug)v — F'(uo).
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Logo,
F*(up) — G*(ug) = G(ug) — F(up) = .

Disto e (174), temos que

G(ug) — F(up) = min{G(u) — F(u)}

uelU
= min {F(w) — C*(u")}
= F(u5) — G (ug). (178)
A prova estd completa. O

Exercicio 14.26. Seja Q C R2 um conjunto de classe C*. Seja V.= C*(Q) e seja J: D CV — R
onde

J(u):%/QVu-Vudx—/qudx, YueU

e onde

D={ueV : u=0em 0N}.

1. Prove que J € convexo.

2. Prove que ug € D tal que
YWug+ f =0, em Q,
minimiza J em D.
3. Prove que
inf J(u) > sup {—G*(v*) — F*(—A™v")},
uel v*eY*
onde

1
G(Vu) = §/QVU -Vu dx,

G*(v*) = sup{{v,v")y — G(v)},

veY
onde Y =Y* = L*(Q).
E também, definimos A : U — 'Y por
Au = Vu,
e
F:D—R

como

F(u) = /qu dx,

de modo que
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F*(=A™v") = sup{—(Vu,v")y — F(u)}

ueD

= sup{(u,div v*>y+/ fu dac}
ueD Q
= ilelg{/g(dw vt + f) udx}

B 0, se div(v*) + f =0, em Q
N { +o00, de outra forma. (179)
4. Prove que vy = vVuy € tal que
J(up) = fféiB J(u)
= meijljl{G(Au) + F(u)}
= max{-G"(v7) = F*(=A"")}
= G (w) — FH(—A"). (180)
Solucao: Sejau € D e
veVo={veV :v=0emdN}.
Assim,
0J (u;v)
_ hH(l) J(u+ev) — J(u)
e— c
. (7/2) Jo(Vu+eVv) - (Vu+eVo) de — (v/2) [, Vu-Vudr — [o(u+ev—u)f dx
= lim
e—0 g
= lim ('y/Vu-Vv da:—/fv dw+€('y/2)/VU~Vv dw)
e—0 Q Q Q
= v/Vu-Vvda:—/fvdx. (181)
Q Q
Logo,
Tt v)—Jw) = (v/2) / (Vi + Vo) - (Vu+ Vo) de — (v/2) / Vu - Vu do
Q Q
—/(u—i—v—u)fdx
Q
= ”y/Vu-Vvd:L’—/fvdx+(7/2)/Vv-Vvdx
) Q Q
> v/Vu-Vvda:—/fvdx
Q Q
= 0J(u;v) (182)
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Yue D, velV,.

Disto podemos concluir que J € convexo.
Das hipoteses ug € D € tal que

Seja v € V,.
Portanto, temos que,

d0J(ug;v) =

YWug 4+ f =0, em Q.

V/Vuo-Vvda:—/fvdx

Q Q

'y/Vuo-Vvdx+’y/V2uovdx
Q Q

v/Vuo-Vvdx—v/Vuo-Vvdx%— Vug-nwds
Q Q o0

0 (183)

onde n denota o campo normal exterior a OS).
Resumindo obtivemos, 0.J(ug;v) =0, Yv € V.
Sendo J convexo, disto concluimos que uy minimiza J em D.

Observe agora que,

J(u)

Resumindo,

G(Vu) + F(u)

= —(Vu,v")y + G(Vu) + (Vu-v")y + F(u)

nf {~(0.0")y + G))

+i1€1£{<Vu, vy + F(u)}

—G*(v*) — F*(=A**), Vu € U, v* € Y. (184)

Y

inf J(u) > sup {—G*(v*) — F*(—A"v")}. (185)

ueD v*EY *

Também das hipoteses, temos que vy = YV uy.

E assim

de modo que

UE’; _ @G(Vuo)’

ov

G*(vg) = sup{(v,v5)y — G(v)}

veY
<VU0, US>Y — G(VU())
—(ug, div vy) 2 — G(Vuyg). (186)
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Por outro lado, de vi = vVuy, obtemos
div v = ydiv(Vug) = YV?ug = — f

Disto e (186), obtemos,
G*(vg) = —(uo, f)r2 — G(Vu),

e de

divvy+ f=0
obtemos

F*(=A*v5) = 0.
Logo

G(Vug) — (uo, f)r> = =G (vg) — F*(=A"vg),
de modo que disto e (185) temos que
J(ug) = E}EB J(u)
= Héilr)l{G(Au) + F(u)}
= max [-G'0") - F(-A"))

— G (v)) — F* (=), (187)

A solucao estda completa.
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