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Prof. Fabio Silva Botelho

April 16, 2018

1. Sejam V = C1([a, b]) e F : D ⊂ V → R onde

F (y) =

∫ 1

0

(

(y′(x))4

4
+ y(x)

)

dx,

e onde
D = {y ∈ V : y(0) = 1}.

(a) Sejam y ∈ D e v ∈ Va. Calcule

δF (y; v) e δ2F (y; v, v).

(b) Prove que F é convexo.

(c) Mostre que se y0 ∈ D é tal que






d
dx
[y′0(x)

3] = 1, ∀x ∈ [a, b],

y′0(1) = 0,
(1)

então y0 minimiza F em D.

(d) Obtenha o ponto y0 ∈ D ótimo.

2. Seja Ω ⊂ R
n um conjunto aberto, limitado, conexo e com uma fronteira regular (Lipschtziana)

∂Ω.

Sejam f ∈ C(Ω× R× R
n) e V = C1(Ω) com a norma,

‖y‖V = max{|y(x)|+

n
∑

j=1

|yxj
(x)| : x ∈ Ω.}.

Defina F : V → R como

F (y) =

∫

Ω

f(x, y(x),∇y(x)) dx.

Prove que F é cont́ınuo em norma em V.
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3. Seja Ω ⊂ R
2 um conjunto aberto, limitado, conexo e com uma fronteira regular (Lipschitziana)

∂Ω. Sejam V = C1(Ω) com a norma especificada no exerćıcio 2 e F : V → R onde

F (y) =
γ

2

∫

Ω

∇y · ∇y dx+
α

4

∫

Ω

y4 dx−
β

2

∫

Ω

y2 dx,

e onde α > 0, β > 0 e γ > 0 são constantes reais.

(a) Prove que F é cont́ınuo em V .

(b) Sejam y, v ∈ V . Calcule
δF (y; v) e δ2F (y; v, v).

(c) Mostre que se y0 ∈ D é tal que







−γ∇2y0(x) + αy0(x)
3 − βy0(x) = 0, ∀x ∈ Ω,

∇y0 · n = 0, em ∂Ω
(2)

e δ2F (y; v, v) ≥ 0, ∀v ∈ Va, ∀y ∈ Br(y0), para algum r > 0, então y0 minimiza F em
Br(y0).

Aqui n denota o campo normal exterior à ∂Ω.

4. Sejam V = C1([a, b]) e J : D ⊂ V → R onde

J(y) =
γ

2

∫ 1

0

(

y′(x) +
1

2
y′(x)2

)2

dx−

∫ 1

0

P (x)y(x) dx,

onde P ∈ C([0, 1]), γ > 0 e onde

D = {y ∈ V : y(0) = y(1) = 0}.

(a) Mostre que J é cont́ınuo em D.

(b) Sejam y ∈ D e v ∈ Va. Calcule

δJ(y; v) e δ2J(y; v, v).

(c) Obtenha condições de primeira e segunda ordem suficientes para que y0 ∈ D seja um
ponto de mı́mimo local para J em D

5. Sejam V = C1([a, b]) e F : D ⊂ V → R onde

F (y) =

∫ 2

1

(

ey
′(x) + y(x)

)

dx,

e onde
D = {y ∈ V : y(1) = 1 e y(2) = 3}.
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(a) Sejam y ∈ D e v ∈ Va. Calcule

δF (y; v) e δ2F (y; v, v).

(b) Prove que F é convexo.

(c) Mostre que se y0 ∈ D é tal que

{

d
dx
[ey

′

0
(x)] = 1, ∀x ∈ [a, b], (3)

então y0 minimiza F em D.

(d) Obtenha o ponto y0 ∈ D ótimo.
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