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1. Seja f : R \ {0} → R definida por
f(x) = e1/x.

Prove que
lim
x→0+

f(x) = +∞

e
lim
x→0−

f(x) = 0.

2. Seja f : R \ {0} → R definida por

f(x) =
1

1 + e1/x
.

Prove que
lim
x→0+

f(x) = 0

e
lim
x→0−

f(x) = 1.

3. Seja f : R → R definida por

f(x) = x+
x

2
sin(x), ∀x ∈ R.

Prove formalmente que
lim

x→+∞

f(x) = +∞

e
lim

x→−∞

f(x) = −∞.

4. Seja f : R → R definida por

f(x) = x2 + 10x sin(x), ∀x ∈ R.

Prove formalmente que
lim

x→+∞

f(x) = +∞

e
lim

x→−∞

f(x) = +∞.
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5. Seja f : R → R definida por

f(x) = x3 + x2 + 10x sin(x), ∀x ∈ R.

Prove formalmente que
lim

x→+∞

f(x) = +∞

e
lim

x→−∞

f(x) = −∞.

6. Seja X ⊂ R e seja f : X → R uma função monótona com f(X) ⊂ [a, b]. Prove que se f(X) é
denso em [a, b], então para cada c ∈ X ′

+ ∩X ′

−
temos que

lim
x→c−

f(x) = lim
x→c+

f(x).

Além disso, prove que se c ∈ X então

lim
x→c

f(x) = f(c).

7. Sejam X ⊂ R, f : X → R monótona e a ∈ X ′. Suponha que exista uma sequência {xn} ⊂ X
tal que xn > a, ∀n ∈ N,

lim
n→∞

xn = a.

e
lim
n→∞

f(xn) = L ∈ R.

Sob tais hipóteses, mostre que
lim
x→a+

f(x) = L.

8. Seja f : [a, b] → R uma função monótona. Defina

A = {c ∈ (a, b) : lim
x→c−

f(x) 6= lim
x→c+

f(x)}.

Prove que A é enumerável.

9. Prove que
lim

x→+∞

ln(x) = +∞

e que
lim
x→0+

ln(x) = −∞.

Seja a > 1. Prove que
lim

x→+∞

ax = +∞,

e
lim

x→−∞

ax = 0,
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10. Seja p : R → R um polinômio real, isto é

p(x) =

n
∑

j=0

ajx
j = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n.

Assuma que n ≥ 1 e an > 0. Prove que

lim
n→∞

p(x) = +∞,

e se n é par, então,
lim

n→−∞

p(x) = +∞

e se n é impar, então
lim

n→−∞

p(x) = −∞.

11. Determine o conjunto dos valores de aderência da função

f : R \ {0} → R

no ponto x = 0, onde

f(x) =
sin(1/x)

1 + e1/x
.

12. Para cada x ∈ R, denotemos por [x] o maior inteiro menor ou igual a x.

Sejam a, b ∈ R tais que a > 0 e b > 0.

Prove que

lim
x→0+

x

a

[

b

x

]

=
b

a

e

lim
x→0+

b

x

[x

a

]

= 0.

Mostre também que

lim
x→0−

x

a

[

b

x

]

=
b

a

e

lim
x→0−

b

x

[x

a

]

= +∞.

• Nos exerćıcios abaixo indicados, assuma sempre X ⊂ R.

13. (Feito em sala) Seja f uma função limitada numa vizinhança Vδ de a ∈ X ′. Prove que para
cada ε > 0 existe δ > 0 tal que, se x ∈ X e 0 < |x− a| < δ, então

l − ε < f(x) < L+ ε,
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onde
l = lim inf

x→a
f(x)

and
L = lim sup

x→a
f(x).

14. Seja f uma função limitada em uma vizinhaça Vδ de a ∈ X ′. Prove que

lim
x→a

f(x)

existe se, e somente se, f tem um único valor de aderência em a.

15. Sejam f, g : X → R funções limitadas numa vizinhança de a ∈ X ′. Mostre que:

(a)
lim sup

x→a
(f(x) + g(x)) ≤ lim sup

x→a
f(x) + lim sup

x→a
g(x),

(b)
lim inf
x→a

(f(x) + g(x)) ≥ lim inf
x→a

f(x) + lim inf
x→a

g(x),

(c)
lim sup

x→a
[−f(x)] = − lim inf

x→a
f(x),

(d)
lim inf
x→a

[−f(x)] = − lim sup
x→a

f(x).

16. (Feito em sala) Seja f : [0,+∞) → R uma função limitada em cada intervalo limitado. Suponha
que

lim
x→+∞

(f(x+ 1)− f(x)) = α ∈ R.

Mostre que,

lim
x→+∞

f(x)

x
= α.
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