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. Sejam f,g: R — R fungoes continuas.
Defina

A={zeR : f(z)=g(x)}.
Mostre que A é fechado.

. Sejam f,g: R — R fungoes continuas.
Defina

A={zeR : f(z) <g(x)}.
Mostre que A é fechado.

. Sejam X C R um conjunto aberto, f: X — R uma fun¢ao continua e seja ¢ € R.
Defina

A={zxe X : f(z) <c}.
Mostre que A é aberto.

. Seja X C R um conjunto aberto e sejam f,g: X — R fungoes continuas.
Defina
A={ze X : f(x) <g(x)}.

Mostre que A é aberto.
. (Feito em sala) Seja X C R um conjunto aberto e seja f : X — R uma fungdo continua. Seja B C R um conjunto
aberto.
Mostre que f~1(B) é aberto, onde

Y B)={re X : f(x)€ B}.
. (Feito em sala) Seja X C R um conjunto aberto e seja f : X — R uma funcao.
Assuma que f~1(B) é aberto, para todo B C R aberto.

Prove que f é continua em X.

. Sejam X C R um conjunto fechado e f: X — R uma funcao continua. Seja F' C R um conjunto fechado.

Mostre que f~1(F) é fechado.

. Sejam X CRe f: X — R uma fungao continua. Seja F' C R um conjunto fechado.
Mostre que existe F; C R fechado tal que f~1(F) = Fy N X.



. Seja f : R — R uma fungao continua tal que

lim f(z)= lim f(z)= +oo.

Tr—r+0o0 T—r—00

Mostre que existe zg € R tal que

f(zo) < f(x), Vo € R.
. Seja f : R — R continua. Assuma que para todo A C R aberto, tenhamos f(A) aberto.
Mostre que f € injetiva.

. Sejam X C R um conjunto fechado e f : X — R uma fun¢do. Mostre que f é continua se e somente, f~1(F) é
fechado para cada F' C R fechado.

. (Feito em sala) Seja Z C R um conjunto nao vazio. Defina f : R — R por
flx)y=inf{lz — 2| : 2z € Z}.
Mostre que
Conclua, justificando sua resposta, que f é uniformemente continua R.
. Sejam f,g: X — R fungoes uniformente continuas em X. Mostre que
(af +8g9): X - R
é uniformemente continua em X, Vo, 8 € R, onde

(af + Bg)(x) = af(x) + By(z), Vo € X.

. Sejam f,g: X — R fungGes uniformemente continuas em X. Mostre que h : X — R é uniformemente continua,
onde

(a)
h(z) = [f(x) + g(z)|, Vo € X,

h(z) =vf(z) + |of (x) = Bg(x)], Vo € X, a0, 8,7 €R,

h(z) = max{f(z),g(z)} Vz € X,
Dica: max{a,b} = “TH’ + @,Va, beR.

(d)
h(z) = min{ f(z),g(x)}, Vo € X.

Dica: min{a, b} = “TH’ — @,Va, beR.

. Seja a > 0. Mostre que a fungéo f : [0,400) — [0, +00) definida por f(z) = {/z é Lipschitziana em [a, +00),
com constante de Lipschitz ¢ = 1/(nVa™~1). Mostre também que f é uniformente continua em [0, +a]. Conclua,
justificando a sua resposta, que f é uniformemente continua em [0, +00).

. Sejam X C Re f: X — R continua. Mostre que para que f se estenda cuntinuamente a uma funcio ¢ : X — R,
é necessdrio e suficiente que exista lim,_,, f(z) para cada a € X’.

. (Questao retificada) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Seja ¢ > 0. Mostre que existe uma partigéo
P = {z¢g = a,z1,22,..,2, = b} de [a,b] onde z;—1 < x;,Vi € {1,---n} tal que se x,y € [z;_1,2;], entdo
|f(z) — f(y)| < e. Com tal resultado, conclua que existe uma funcdo ¢ : [a,b] — R tal que a restricao de
¢l(z:_1,2,] S€ja um polinémio de grau menor ou igual a um (segmento de reta sobre [z;_1,2;]), Vi € {1,---,n},
e tal que

|f(x) —p(z)] <&, V& € [a,b].



