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5 Funcgoes elementares

O objetivo deste capitulo é fazer um estudo das funcoes ele-
mentares, as quais servem de modelo para a descrigio de
fenémenos e situagoes reais, preparando o caminho para
a compreensdo do Cdlculo Diferencial e Integral. Nosso
estudo terd como base o capitulo anterior: provavelmen-
te vocé terd que se deslocar para aquele universo vdrias
vezes. Veremos as funcoes polinomiais, funcoes racionais
e fungoes trigonométricas. Use seus conhecimentos de pa-
cotes computacionais para visualizar grdficos; no final do
capitulo listaremos alguns deles. Lembre-se que deste es-
tudo dependerd seu sucesso nas disciplinas de Cdlculo.

5.1 Funcoes polinomiais

Estudaremos com detalhes as fun¢des polinomiais de grau um
(fungdo afim) e dois (fungdo quadratica). Em seguida faremos al-
guns comentdrios sobre as fungoes polinomiais de outros graus.

5.1.1 Funcao afim

Uma funcdo f:R —>R chama-se funcao afim quando existem
constantes reais a e b tais que f(x)=ax+b, para todo xeR.O
conjunto R é o “maior” conjunto de valores para os quais € pos-
sivel encontrar f(X).(Quando o dominio ndo é especificado, esta-
remos considerando-o como o conjunto R.

Um exemplo de situagao real descrita por uma fungao afim é o
preco a pagar por uma corrida de téxi: o valor da corrida depende
da distancia percorrida (em km) e dos valores constantes do km
rodado e da bandeirada. A distancia percorrida em km é multipli-
cada por uma constante a (0 valor do km rodado), e a este produto
adiciona-se um valor constante inicial b (que € o valor da bandei-
rada), resultando no preco a pagar. Assim, a distancia percorrida
(em km) é a varidvel independente x e f (x)=ax+b ou y=ax+b
é 0 preco a pagar pela corrida.
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Exemplos de fungoes afins:

1)f:R>R, f(x)=3x+7 (a=3eb=7)

2)9:R>R, g(x)=—x+1 (a=-leb=1)

3)h:R>R, h(x):%x—ZB (a:% eb=-23)

4 k:R—>R, k(x)=+7x (a=7eb=0)

5)s:R—>R, s(x)=59 (a=0eb=59)

e Casos particulares da funcao afim

(i) a=0
Neste caso, f (x)=b, VxeR e a funcio chama-se fungao constan-
te (veja 0 exemplo 5). O grifico da fungdo constante f (x)=b éo
conjunto G (f)={(x,b)e RxR/xeR}, uma reta paralela ao eixo
x e que passa pelo ponto (0,b).

Exemplo

6) f:R->R, f(x)=-3

1
w '

N G(h)

Figura 5.1

.z

Observacao 1. Vocé pode notar que o nome de fungao constante ja
revela o comportamento da fungao: independente da variavel x, o
valor de f(x)é sempre o mesmo.

(ija=1leb=0
Neste caso f (x)=x, VxeR,eestaéafungao identidade,jé vistano
Capitulo 4. Seu grafico é o conjunto G ()= {(x,x)e RxR/xeR},

a reta que é a bissetriz do primeiro e do terceiro quadrantes.
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f:RoR, f(x)=x

~—G(f)

45°

Figura 5.2
(i) b=0e a0

Neste caso f(x)=ax, VxeR, e estas sdo chamadas fun-
¢Oes lineares. O gréfico de uma fungdo linear é o conjunto
G(f)={(x.ax)eRxR/xeR}, uma reta que passa pela origem
do plano cartesiano, uma vez que f (0)=0.

Exemplos
X
7) f(x)= 5
x | f(x)
Y 0 0
10| -2
10
L0 T L X
Figura 5.3
8) f (x)=+/5x
y x | f(x)
5 0| 0
V5| 5
0 s X
Figura 5.4
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2

9 f(x)==x
) (0=

x | f(x) y

0 0

51 2 o}

O 5 X
Figura 5.5

¢ Grafico de uma funcgao afim

Seja f :R—> R, f (x)=ax+b.Podemos considerar a =0, uma vez
que ja conhecemos o grafico da funcao constante.

Proposicdo. O grafico G(f) da fungao f (x)=ax+b é uma reta.

Demonstragdo: Sejam P(x,y,), Q(X,,Y,) €S(X;,y;) pontos
quaisquer do grafico de f. Nosso objetivo € mostrar que estes trés
pontos sdo colineares, isto €, estdo alinhados. Lembrando que o
grafico € o conjunto dos pares ordenados (X, f (X)) podemos
escrever: y, =ax, +b, y, =ax, +b ey, =ax, +b. Veja a figura:

Figura 5.6

Os triangulos PAQ e OBS sao triangulos retangulos. As tangentes

dos angulos « e 6 sdao dadas pelas razdes AQ e E:

AP = BQ
AQ yz_yl_ax2+b—(ax1+b)_ax2+b—ax1—b_a(x2—x1):a
AP X=X =% X=X X=X
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Analogamente, temos que B _Yam¥s a. Assim, AQ_ B—S
BQ X;—X, AP BQ
E como os dngulos em A e B sao retos, segue que os tridngulos
PAQ e QBS sao semelhantes e assim os angulos « € 6 sao iguais.
Conclui-se dai que os pontos P, Q e S estdo alinhados. Como P, Q
e S sdo pontos quaisquer do grafico, fica provado que o grafico da

funcao afim é uma reta.

Conseqgiiéncia: O grafico de uma funcado afim fica completamente
determinado por apenas dois pontos (lembre-se que existe uma
Unica reta que passa por dois pontos).

Exemplo

10) Esbogar o gréfico da funcao f (x)=3x-5

x | f(x)
0| -5
3| 4

-5

Figura 5.7

Observagao 2. Uma funcdo afim pode estar definida em um inter-
valo, isto é, podemos restringir seu dominio a um intervalo. Neste
caso, seu gréfico € um segmento de reta. Veja o exemplo 11:

1) f:[-12]>R, f(x)=2x-4.

y x | f(x)
1| -6
210
-1 o1 7 X

Figura 5.8
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Observacgio 3. Se f(x)=ax+b, chamamos o niimero a de “co-
eficiente angular da reta” que representa o grafico da fungao f,

f (Xz)_ f (Xl)’

ou “taxa de crescimento da fungdo f”. Note que a = ——~~———=

X
para quaisquer nimeros reais X, € X, . Veja a figura:
y
N
5 } f(x,) - f(x))
fx,) 1-------

Figura 5.9

Exercicio resolvido

1 ) Seja f (x)=ax+b. Mostre que:

a) se a>0, f é crescente;

b) se a<0, f é decrescente.
Resolucao.
a) Sabemos do Capitulo 4 que:

“Uma funcdo é crescente em um conjunto A de seu dominio se e
somente se X, < X, implica f (x,)< f(x,), para todos x, e X, no
conjunto A".

Como o dominio de f ¢ R, vamos considerar X, eX, dois
numeros reais quaisquer, com X <X,. Pela Obs. 3 sabe-

f (Xz)_ f (X1)

mos que a=————= ¢ neste caso podemos escrever

2 =%
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f(x,)— f (x)=a(x,—x,). Por hipétese, temos a>0e também

estamos considerando X, < X,, o que significa X, —x, > 0. Entao,
a(x,—x)>0. Assim, a(x,—x)=f(x,)-f(x)>0, ou seja,
f (x)< f(x,). Logo, f¢é crescente.

b) Do Capitulo 4 sabemos que:

“Uma funcdo f é decrescente em um conjunto A de seu dominio se
e somente se X, <X, implica f(x)> f(x,), para todos x, e X,
no conjunto A".

Consideremos entdo X, € X, dois numeros reais quaisquer, com
X, <X,; entdo X,—X >0 e como por hipotese a < 0, teremos
a(x,—x)<0.Logo, f(x,) - f(x,) =a(x, —x )<0, o que significa
que f (x) > f(X,). Concluimos entdo que f ¢ decrescente.

e Inversa de uma fungao afim

Com excecao das fungdes constantes, toda funcao afim é inversi-
vel. Isto acontece porque as fungdes afins sdo bijetoras (prove isso
como exercicio!). Vamos fazer um exemplo de como encontrar a
inversa de uma funcao afim:

Exemplo
12) Calcular a inversa da fun¢do f:R—> R, f (x)=5x+1

Resolucao. Estamos procurando uma funcdo g:R —> R tal
que f (g (X)): xeg (f (x))z X para todo X real (lembre-se
da definicdo de funcio inversa, no Capitulo 4). Entdo fazemos:
f(g(x))=5- g(x)+1=x
A segunda igualdade nos da a func¢ao procurada:
x-1

X)=——
9(x)="
Também se verifica que

f(x)-1 5x+1-1 5x «

f(x))=
Assim, g € a funcéo inversa de f e € anotada

-1
FLft () =2
()=
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Exercicios propostos

1 )Faga o gréfico das fungoes:

a) f (x):—%x+g
b) h(x):x/zx

c) g(x)=6
d) k:(-11)> R, k(x)=-3x+2

e) s(x):{

Xx+1 sex>0
—Xx+1 sex<0

2) Defina a funcado afim cujo gréfico contém os pontos (1, 5) e
-9 10).

3) Encontre a inversa das fungoes:
a) f(x)=-4x-1
x-1
b 2=
) 9(x)="4
o) h(x)=T7x

4 4 2 7
) Para f (x) 100X 3 calcule x de modo que f (x) c

5.1.2 Funcodes quadraticas
Definicao. Uma fungio f:R — R chama-se quadritica (ou fungdo
polinomial do sequndo grau) se existem constantes reais a, b e ¢, com
a=0, tais que f(x)=ax’+bx+c.
Exemplos

13) f(x)=5x"-2x (a=5, b=-2, c=0)

14) g(x)=nx’+1 (a=m, b=0, c=1)

192



Vocé sabe a diferenga?

15) h(x)=x2+7x—% (a=1 b=7, Cz_%)

Observacao 4. Nao confunda a fungdo quadritica com a equagdo do

segundo grau! Muitas vezes vemos também a expressao fungio do
sequndo grau, que ndo esta correta, uma vez que nao ha definicao
do que seja o grau de uma funcao.

Observacao 5. Resolucdo de problemas que utilizam uma fungao
quadratica ou uma equagao do segundo grau, estao entre os mais
antigos da matemaética.

e Raizes da fun¢ao quadratica

As raizes da funcéo quadratica f (x)=ax’+bx+c sdo os valores
x para os quais se tem f (x)=0, ou seja, ax’ +bx+c=0 (esta é
uma equagio do segundo grau). As raizes da equagado f (x)=0 tam-
bém sao chamadas de raizes da fun¢do quadratica f(X).

Observagao 6.
Se A =b%—4ac >0, temos duas raizes reais distintas.

Se A=Db’-4ac<0, ndo existem raizes reais para a fungao
f (x). Neste caso as raizes serao niimeros complexos dados

—b+iyfa] ~b—i A _
T NI, veomi=vL

. e -b
Se A =0, temos duas raizes reais e iguais, X, =X, =—.
2a

por X =

e Grafico da fun¢ao quadratica

Aprendemos que o gréfico de uma fun¢ao quadratica é sempre
uma pardbola. Mas o que é uma parabola?

Definicao. Dados um ponto F no plano e uma reta d que ndo contém F, a
pardbola é o lugar geométrico dos pontos do plano que estdo a mesma dis-
tancia de F e de d. O ponto F é o foco da pardbola e d é a reta diretriz.

Observacao 7. Uma parabola é entao uma curva no plano, que é
simétrica, sendo o eixo de simetria a reta que contém o foco F e

que é perpendicular a reta diretriz. Veja a figura:
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eixo de
simetria

Figura 5.10

A parébola é a curva que serve de modelo para o grafico da fungao
quadrética. Mas nem toda parébola é o gréfico de uma funcao des-
te tipo. As parabolas que serdo graficos de fung¢des quadréticas sao
aquelas cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo Y. Com estas infor-
magoes, como comentamos no Capitulo 4, alguns pontos, obtidos
atribuindo valores a variavel independente x, sdo suficientes para
esbogar o gréfico de uma funcao quadrética. Valores especiais da
variavel independente x sdao as raizes e X =0. Lembre-se que as ra-
izes sdo tais que f(x)=0. Assim, os pontos (X,0), x real, sdo pon-
tos de interseccdo da curva com o eixo X; dizemos também que a
curva “corta” o eixo X nos pontos (X, O). Para x=0 temos f(0)=c
(pois f(x)=ax’+bx+c), e (0,c)é o ponto de intersecgdo da curva
com o eixo Y (ou o ponto onde a curva “corta” o eixo Y).

Exemplo

16) Esbocar o gréfico da fungao f:R—> R, f (x)=x"-1

| NG Y
bl

2 1\1%

Figura 5.11

Outra caracteristica da pardbola serd importante para esbogar
gréficos: a concavidade.
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* Concavidade, vértice e imagem da fun¢ao quadratica
A fungdo quadratica f(x)=ax*+bx+c pode ser escrita como

b )" 4ac—b’ L
f(x)=a- (X+2—j | Observe que a primeira parcela
a a
da expressao dentro dos colchetes depende de x e é sempre po-
sitiva, enquanto a segunda parcela é constante. Como x pode ser
qualquer niimero real, com as propriedades estudadas no Capitu-
lo 2 (Ntmeros Reais) € possivel mostrar que a partir de certo valor

b? —4ac

2
x tem-se (x + %) > e (0o membro a direita da desigualda-

2
dac-b S

2
de é constante), ou seja, | X +£ + —=0.
2a 4a

2 _h2
Suponhamos a>0. Entdo f(X):a-KX+2£J +£m:—2b}20 a
a a

partir de um determinado valor x. Por um resultado do Capitulo 2, 0
2
conjuntodos f(x), x € R,temumminimo.De (X + zlj >0, VxeR,

a

2
. ) b
isto acontece para o menor valor possivel da parcela | X+ 5a ) o1
a

. -b o -b .
seja, X = 2a" Isto significa que para X = 2a ovalor f(x) é o menor

2a
sui a menor ordenada. Podemos entao concluir que a parabola neste

posstvel, ou ainda, (;—Z, f (_—bD é o ponto do grafico de f que pos-

caso é concava para cima, como mostra a figura:

Figura 5.12

2 _h2
Se a<0, concluimos que f (x)= a-{(x+2£J +4a:—2b} é nega-
a a

tiva a partir de um determinado valor x e que a funcao devera

apresentar um valor mdximo para X = e Neste caso, a parabola
a

é concava para baixo, como mostra a figura:
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Figura 5.13

O ponto (;—2, f (;—ZD é chamado de vértice da parabola. Calcu-

lando f _—b obtemos o ponto _—b,ﬂ . Assim, o vértice tem
2a 2a 4a

-A

—b
coordenadas X, =— ey, =—.
X 2a Yy 4a

A reta vertical que passa pelo vértice é o eixo de simetria da pardbola.

Note que vy, = f (;—aj = % é o menor valor assumido pela fun-

¢ao, se a >0, e o maior valor assumido pela fungao, se a<0.Isto
nos dé a informacao sobre o conjunto imagem da fungao f:

(i) Se a>0, Im f =[y,, =)
(i) Se a<0, Im f =(—»,y,]

Observacao 8. Ao esbocar o gréfico de uma fungao quadrética, é
importante saber verificar alguns elementos da parabola:
a) Concavidade (“posicdo” dada pelo coeficiente a de X*);

b) Pontos onde o grafico “corta” o eixo X (raizes, determinadas
pela solucdo da equagao f(x)=0);

c) Ponto onde o gréfico “corta” o eixo Y (célculo de f(0), ou
termo independente);

b -A
d) Vérti to| ——|)
) Vér 1ce(pono(2a 4aJ)

e) Eixo de simetria (reta x = ;—b )-
a
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Exercicio resolvido

2) Esbocar o gréfico da fungao quadrética
f(x)=-2x*+7x+4

Resolugdo. Temos inicialmente a=-2, b=7ec=4.
Seguindo o roteiro acima, observamos que:
a) a=-2<0: a parabola é concava para baixo.

b) os pontos onde o grafico corta o eixo X sdo os pontos para os quais
f (x)=0, ou seja, as raizes da equaciio —2x* +7x+4=0.Vamos
calcula-las.

—2X* +7x+4=0 ¢é equivalente a 2x*—7x—4 =0 (multiplica-

7++49+32

mos ambos os membros por —1). Assim, X :f e te-

, 1
mos as raizes Xl:_E e X, =4.

Logo, os pontos onde o grafico "corta” o eixo X sdo
(—— oj e (4,0).

c¢) O ponto onde o grafico de f corta o eixo Y é o valor de f no
ponto 0, ou seja, f (0)=-2-0+7-0+4=4.Assim, este ponto

¢ (0,4).
d) O vértice ¢ dado por:
_h_ 7.7
2a -4 4

_f(zj -A —(49+32) -81_81
AR Y ey 4.(-2) -8 8

O vértice € o ponto (Z gj
48
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Vamos encontrar mais alguns pontos e fazer o grafico:

x | f(x)
-1-5
1] 9
3
- 2 ?

[ T

\— > eixo de simetria

Figura 5.14

Observe que a imagem da funcio f € o intervalo (—oo, Y, ] = (—oo, %}

que € a projecdo ortogonal de seu grafico no eixo das ordenadas.
e Aplicacao
A funcao quadratica serve de modelo para resolugao de proble-
mas de maximizacdo e de minimizagao. Faremos dois exemplos
de problemas cuja resolugao depende da andlise e interpretagao

do grafico de uma funcdo quadratica.

Problema 1) Entre todos os retangulos de perimetro 12 u.m., quais
as dimensoes daquele que possui maior 4rea?
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Resolu¢dao. Chamamos de X e y as dimensoes do retangu-
loe S=X-y a sua area. Vamos escrever S como funcdo de
X usando o outro dado do problema, isto €, que o perime-
tro € 12 um. O perimetro ¢ dado por 2x+2y=12. Entdo
X+Yy=6 e y=6-X. Substituindo y na expressio da area, ob-
temos S (x)=x-(6—x)=6x—x*. Temos assim uma funcio qua-
dratica S(X) que expressa a area de um retangulo de perimetro
12 u.m. em funcdo de uma de suas dimensoes. Estamos procu-
rando o valor maximo desta area, e isto significa que estamos
procurando o valor maximo da fungdo quadratica S (x)=6x—x,
ou S (X)= —x? +6x. 0 grafico de S é uma parabola céncava para
baixo, pois a=-1<0. Assim, o valor maximo da fun¢io S(x)é
a ordenada do vértice da parabola. Vamos calcular a abscissa do
vértice, lembrando que a=-1eb=6 :

b -6
=—=—=3
X 2a -2

Este valor x que encontramos ¢ uma das dimensdes do retangulo
que tem area maxima. Fazendo y =6—x=6-3=3, encontramos
a outra dimensao, y =3. Vemos entdo que o retangulo de peri-
metro 12 u.m. que possui a maior area € o quadrado de lado 3.

Resposta. O retangulo de perimetro 12 que possui a maior area
¢ o quadrado de lado 3.

Problema 2) De todos os niimeros reais x e y tais que X+5y =10,
determine aqueles para os quais o valor x* +Yy* seja
minimo.

Resolucao. Chamamos de M o valor que queremos minimizar,
ou seja, M = x*+ y?. Vamos escrever M em funcdo de um dos

numeros: se X+5y=10, temos que y=

€, portanto,

2
M(x):x2+(105_xj :%(ZGXZ—20x+100)=gx2_%x+4

M € uma funcdo quadratica com a :2—, b :—g ec=4.

Como a >0, a parabola que representa o grafico de M é conca-
va para cima, indicando que M tem um valor minimo no vértice.
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Vamos calcular este vértice:

4
_b_ 5 _5
2a , 26 13
25
5
10-—
Calculando o valor y, obtemos y = 10-x = 13 _ —5 0 valor
5 5 13
minimo de x*+y® sera M = (3)2 +(§)2 _ 550 _30
y 13) "\13) “160 13-
. . 5 25
Resposta. Os numeros procurados sdo X=-—ey=—.
13 13

Exercicios resolvidos

3) Faca o grafico e determine o conjunto imagem da fungao

—X+5 se x<-2
x*—-6 se —2<x<3

f =
(X) % se 3<x<4

2X se x>4

Resolucdo. A funcdo € dada por quatro sentencas:

—Xx+5 no intervalo (-,-2), que é uma funcio afim;

x* —6 no intervalo [-2,3), que ¢ uma funcio quadratica;
% no intervalo [3,4], que é uma funco constante;

2X no intervalo (4,+oo), que € uma funcdo linear.

Fazendo o grafico correspondente em cada intervalo, teremos:
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Figura 5.15

A imagem da funcdo € a projecdo ortogonal do seu grafico no

eixo das ordenadas. Assim, Im f = [—6,3)u{%}u(?,+oo).

4) Esboce num mesmo sistema cartesiano os gréficos das fungoes:
f(x)=x% g (x)=%x2, h(x)=2x".

O que vocé pode observar quando variamos o coeficiente a?
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Resolucdo:

X y X y X y

0 0 0 0 0 0
1

1 1 1 - 1 2
2

1 1 1 L 1 2
2

2 4 2 2 2 8

g(x)

Figura 5.16

Observando o coeficiente a > 0, vemos que ele determina a "abertu-
ra" da parabola. Quanto menor o valor de a, maior ¢ a “abertura”.
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5) Determine o maior valor de kem A={xeR/x<k} de modo
que a funcdo f de A em R definida por f(x)=2x*-3x+4 seja
injetora.

Resolucao. Vamos lembrar a definicdo de funcio injetora do ca-
pitulo 4:

Dizemos que f € injetora em A se e somente se

VX, X, € A, se X #X,, entdo f(x )= f(x,).

Ou, equivalentemente:

VX, X, € A, se X =X,, entdo f(x)=f(x,).

Sabemos que o grafico de uma funcgdo quadratica ¢ uma para-
bola e que a parabola tem um eixo de simetria que passa pelo
veértice e € paralelo ao eixo Y. Isto nos sugere que existem valo-
res diferentes no dominio que possuem a mesma imagem. Va-
mos entdo fazer o grafico de f como se R fosse seu dominio,
e analisar que restricdo devemos fazer neste dominio para que
a funcdo seja injetora. Sequindo o roteiro para construciao do
grafico, observamos que:

a) 0 gréfico da funcdo f (x)=2x*-3x+4 é uma parabola con-
cava para cima (poisa=2>0).

b) Suas raizes ndo sdo numeros reais, pois A=9-32=-23<0.
Entdo o grafico ndo “corta”(ou nio intersecta) o eixo X e a para-
bola esta situada acima do eixo X (por qué?).

c) O grafico corta o eixo Y no ponto (0,4).

\

d) O vértice tem coordenadas X, :%, y :§. Conseqiiente-

. . . |23 . . .
mente, a imagem da funcio ¢é ?,+oo e o eixo de simetria

passa pelo ponto (E ﬁj
4'8)
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x [ fx)
3
1
. 2|3
: 3
! 2| 4
; 0
20
O 31 3 2 3 X
4 2

Figura 5.17

Analisando o grafico, para que a funcdo seja injetora, devemos
considerar uma das “metades” da parabola (ou uma parte menor),
determinadas pelo eixo de simetria. As proje¢des das “metades”

. < : 3 3 .
no eixo X sdo os intervalos (—oo,z} e {Z, +ooj. Como o dominio
de fé A={xeR/x<k}, ou seja, A=(-,k], é necessario tomar
para valores de x aqueles a esquerda do vértice, ou seja, menores

oo 3 :
ou iguais do que X, =7 Assim, qualquer valor de k menor ou
. 3 . . . ) 3 L
igual a — satisfaz a propriedade. O maior deles é k=— e f sera

injetora no intervalo A= (—oo, %} .
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Exercicios propostos

5) Estude as funces dadas abaixo, determinando raizes, vérti-
ce, pontos de intersec¢cdo com os eixos, eixo de simetria, grafico e
conjunto imagem:

a) f(x)=—x"-x+6

b) f(x)=5x*-2x+4

o f(x)=(B-x)(x+1)

d) f(x)=-2x*-16x

e) f(x)=4-x

) f(x)=—(B-x)

g) f (x):%x2 —x+1

h) f(x):—(4—3x2)

6) Encontre o valor x de modo que f (x)=x*-3x+2= %

7) Determine o valor b em B={xeR/x>b} de modo que a fun-
o f de R em B definida por f (x)=x*—4x+6 seja sobrejetora.

8) A soma de dois nimeros reais € 6. Encontre estes dois ntime-
ros sabendo que seu produto é maximo.

9) Em cada item a seguir, encontre a funcao quadrética que sa-
tisfaz as condigoes dadas:

a) £(0)=5, f(1)=10, f (-1)=4.

b) o vértice do grafico de g é (1,2) e g intercepta o eixo Y em
(0,4).

¢) o valor méximo de  é 10; o grafico de & é simétrico em rela-
cdo areta x=-1 e h intercepta o eixo Y em (0,8).
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d) o grafico de t intercepta o eixo x nos valores x=1e x=3, e
intercepta o eixo Y em (0,8).

1 O) Um restaurante “a quilo” vende 100 kg de comida por dia, a
R$ 12,00 o quilo. Uma pesquisa revelou que, para cada real de au-
mento no prego, o restaurante perderia 10 clientes, com um con-
sumo médio de 500 gramas cada. Qual deve ser o valor do quilo
de comida para que o restaurante tenha a maior receita?

11) Considere os conjuntos AZ{XER/XS%} e B={xeR/x>-1}

e as fungdes f:A— R definida por f (x)=2x-1, g:R >R, de-
finida por g(x)=x* e h:R, > B definida por h(x)=4x-1. De-
termine a fungdo inversa de ho(go f).

5.1.3. Funcoes polinomiais de modo geral

Definicao. Uma fungio f:R—>R é wuma fungio polino-
mial quando existem constantes reais @, a,, &,, ..., &, tais que
f(x)=a,x"+a,_ X" +..+a,X* +aXx" +a,, com N natural ndo-nulo.

Exemplos
17) f(x)=13x°-4x’ +7—8
11
a, :Z—i; a,=0;a,=-4; a,=13.

18) g (t)=8t" +4v2t° -t +1
a,=La=-1a=a=a=0; a5=4\/§; a=2a,=a,=0; 8,=3

19) h(t)=-3; a, =—3; as outras constantes séo nulas.

Observacio 9. A expressdo a X" +a, ;X" +..+a,X* +a,x" +a, cha-
ma-se polindmio e se a, # 0, dizemos que é um polindmio de grau n.
O grau do polindmio (e ndo da fungao!) é entdo o maior valor de
n para o qual a, é diferente de zero. A funcao

f(x)=a,x"+a,_ X" +..+a,x* +ax +a,
é uma funcio polinomial de grau n quando a, # 0. As fung¢des afim
e quadrética sdo exemplos de fungdes polinomiais.
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Observacgao 10. Se todas as constantes a,, a,, a,, ..., &, sao nulas,
temos o polindmio nulo, cujo grau nao esta definido. Se a constante
a, é nao nula e todas as outras sdo nulas, temos um polinémio de
grau zero (exemplo 19).

* Igualdade de polin6mios

Dois polindmios a,x"+a, X" +..+a,X*+aX +a, e

b, X" +b, X" +..+b,x* +bx" +h, sdo iguais quando m=n e
a,=b,a,=b,,...,a=b,a=>b,a =0b. Assim, dois polino-
mios sao iguais quando tém o mesmo grau e seus termos corres-
pondentes sdo iguais.

Observagio 11. E claro que a igualdade de fungdes vale para fun-
¢Oes polinomiais. Duas fung¢des polinomiais f(x) e g(x) serdao
iguais quando f(x)=g(x), VxeR.Isto acontece quando seus co-
eficientes correspondentes sao iguais.

Simbolicamente, para

f(x)=ax"+a X" +. . +a,X’+ax +a,,
g(x)=b x"+b X" +...+0b,x* +bx" +h

f =g seesomentese m=n e

an :bm’ an—l :bm—l""'a‘Z :bZ’ al :bl’ aO :bO'

* Raizes de uma funcao polinomial

Dizemos que s é raiz da fungdo  polinomial

f(x)=a,x"+a, X"'+.+a,x*+ax +a, quando f(s)=0, ou
seja, quando a,s"+a,,s" +..+a,5°+as +a,=0. O Teorema
Fundamental da Algebra (que sera estudado com detalhes pos-
teriormente, em outra disciplina) nos diz que um polinémio de
grau n tem exatamente 7 raizes complexas. Estas raizes nao sao
necessariamente distintas.

Exemplos
20) f(x)=x° possui trés raizes iguais, X, =X, =X, =0. Diz-se

neste caso que zero é uma raiz de multiplicidade 3.

21) g(x)=x"—x* possui cinco raizes reais, mas trés delas sdo
iguais. De fato, xX* —x*=0 implica x° (X2 —1): 0 e dai obte-
mos as raizes X, =1, X, =-1, X, =X, =%, =0.
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* Graéfico das funcoes polinomiais

Conforme ja foi visto, fungdes polinomiais de grau 0 ou 1 (fungdes
afins) tém como grafico uma reta e fungdes polinomiais de grau 2
(fungdes quadréticas) tém como gréafico uma parabola. Para fun-
¢Oes polinomiais de grau maior do que 2 ndo existe uma tal carac-
terizacdo do grafico. O que sabemos é que as raizes determinam
pontos onde o grafico “corta” o eixo X e o “termo independente”
(coeficiente a,) determina o ponto onde o gréfico “corta” o eixo Y.
Como ilustragdo, vamos esbogar o grafico da fungao f (x)=x’:

y x | f(x)

0| o

1] -1

2| -8

3|27

-10 |-1000

S 2| 8

1 3|27

61 10 | 1000

57 AL

4 i

31 2|3
21

1-- 1

21700 x
12
13
1-4
15
1-6
1-7
------- -8

Figura 5.18

Im f =Re fé crescente em seu dominio (prove!).

Observe também que
f)=—f(-1), f(2)=—1(-2), 1 (3)=—1(-3), e de modo geral
f (x)=—f (—x). Isto caracteriza uma fungdo impar, conforme a
definigdo a seguir:
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Definicao. Uma fungio f:R—>R ¢é uma fungido par quando
f (x)=f (—x) para todo x em seu dominio; a fungio é uma fungio
impar quando f (x)=—f (—x) para todo x em seu dominio.

Exemplos

22) Como ja vimos, f(x)=x* é uma fun¢do impar, pois
f(x)=x* e f(-x)=-x°, ouseja, f(x)=—F(-x).

23) f (x)=x*+1 é uma fungao par, pois
f(x)=x*+1e f(-x)= (—x)2 +1=x*+1, ou seja,
f(x)=f (—x).
Observacao 12. FungOes pares e impares tém caracteristicas im-

portantes em seus graficos:

(i) o gréfico de uma fungao par é simétrico em relagdo ao eixo
Y: (%, y) e (=, y) sdo pontos do gréfico da funcao, para todo x
do dominio.

y

oS

(@) X

Figura 5.19: Grafico de uma funcéo par

(ii) o gratico de uma funcdo impar € simétrico em relagao a ori-
gem do plano cartesiano: (X, y) e (=x, -y) sdo pontos do grafico
da funcao, para todo x do dominio.

y

Figura 5.20: Grafico de uma funcao impar
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Exercicios propostos

12) Esboce o grafico das fungdes f (x)=x+1 e f(x)=x’-1.
O que vocé pode observar?

13) O gréfico abaixo é o gréfico de uma fungao polinomial de
grau 3. Determine a fungao.

Figura 5.21

5.2 Funcoes racionais
P
As fungdes racionais séo as fungdes da forma f (x)= %, sen-
X

do P e Q fungdes polinomiais.

Para f estar definida, o0 denominador deve ser diferente de zero;
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o denominador serd zero quando Q(X): 0, ou seja, nas raizes
da funcdo polinomial Q(x). Assim, o dominio de f é o conjunto

R-{xeR/Q(x)=0}.

Exemplos

24) f(x)= ;(2—:_11 ; 0 dominio de fserd R pois a fungao polino-

mial que aparece no denominador ndo se anula (nao tem
raizes reais): D(f)=R.

25) g(x):%; D(g)=R-{-3}, uma vez que -3 é raiz da

fungao polinomial Q(x)=x+3.

3 —
26) h(x)= w; para determinarmos o dominio de & de-
X

vemos verificar para quais valores de x a fun¢do polinomial
Q(X)= x> —X se anula, ou seja, devemos calcular as raizes

de Q(x):

x*—x=0
x(x2—1)=0:>x=00ux2—1:0 — x=0oux=1loux=-1.
Entdo teremos D (h)=R-{0,1,-1}.

2
27) K(x)= x*—x*+5x-3

minar o dominio. Nao sabemos como calcular, através de

; neste caso ndo é tao simples deter-

uma férmula, as raizes de uma fungao polinomial deste
tipo. Para determinar o dominio da fungao K, devemos
usar métodos mais elaborados de calculo de raizes através
de aproximacoes. Vocé estudard estes métodos ap6s as dis-
ciplinas de Calculo Diferencial e Integral.

Observacao 13. Para as fung¢des polinomiais de grau 4 do tipo
h(x) =ax* +bx*+c, isto € com os coeficientes de X’ e x iguais
a zero, podemos calcular as raizes usando uma mudanca de va-
riavel, isto é, fazendo x* =y (conseqiientemente x*=y?) e cons-
truindo uma nova funcéo h,(x) =ay’ +by+c. As raizes de h, irdo
determinar as raizes de h.
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Exemplo

28) Determinar as raizes de h(x) = x* —5x2 + 4.

Resolucdo: Fazendo a mudanca de varidvel, x> = y , obtemos
h(x)=y*-5y+4. Para h(y)=0, temos y*~5y+4=0 (uma
equacdo do sequndo grau) e as raizes sdo y, =1 e y, =4. Como
x* =y, fazemos X’ =1 e x*=4; resolvendo estas equacdes,
temos X, =1, X,=-1 X,=2e x,=-2.Estas sdo as raizes da
funcao h(x).

As equagdes do tipo ax* +bx* +¢ =0 sdo chamadas equagdes bigua-
dradas.

¢ Grafico das fungoes racionais
Nao é possivel fazer generalizagdes sobre o gréfico destas fun-

¢Oes. Mas é possivel verificar algumas regularidades nos graficos
das fungoes racionais. Vejamos:

Exemplos

29) f(x):%; D(f)=R-{0}

X160
11
-
1
2| 3
1
-2 5

Figura 5.22
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1
—é
X

medida que x se aproxima de zero, o valor da fun¢ao “aumenta”
(quanto menor o denominador, maior a fragao). Por outro lado, a

Note que f(x)= uma func¢do impar (prove!). Para x>0, a

medida que x>0 assume valores cada vez maiores, o valor da
fungao se aproxima de zero.

Tarefa

O que acontece a esquerda do eixo Y?

Exemplos

30) f(x)=—; D(F)-R-{2}

Figura 5.23

Note a semelhanca do gréfico da fungdo f (x)= com o gréfi-

X—=2
co da fungao do exemplo anterior. O gréfico de f (x)= LZ pode
X —

ser obtido pelo deslocamento horizontal (de duas unidades) do
grafico de f(x)= l
X
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31) f(x)=—5i D(f)=k-{2}

y
x [f(x)
0| o0
1
3
1
2|2
1] -1
313
4] 2
: 3
- X 62
Do 111
b 2|5
Do 3
B I
B . -3

Figura 5.24

Observe, também neste exemplo, a semelhanga com os graficos
dos exemplos anteriores.
1

%) 1(0)=—D()=R-{22}

Figura 5.25
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Note que este grafico difere dos anteriores; observe a fungao que
aparece no denominador.

Exercicios propostos

1 4) Dé o dominio e faga o gréfico das fungdes racionais:

A ()=
D 90055

9 h(x):1+é

1 5) Dé os intervalos de crescimento e decrescimento das fun-
¢Oes do exercicio anterior.

5.3 Funcdo-modulo

A fungdo f:R >R dada por f(x)=|x é chamada “fungdo-mo-

L X sex=0
dulo”. Lembrando a definicdo de médulo, |x|=

X sex=0
mos f (x)= —X sex<0’

e_
—Xx sex<0’

O gréficode f sera:

Figura 5.26

Observando o grafico, vemos que Im f =[0,+w).
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Exemplos de funcao-médulo composta com outras fungoes:

33) f(x)=[3x—§|
3x—6 3x-6>0
f(X)= X Se oX
—-(3x-6) se 3x-6<0

Resolvendo as inequagdes, temos:
3X-620=>3x=26=>x=>2
3X-6<0=3x<0=x<2

Assim, a funcdo f pode ser escrita como

f(x)— 3X—-6 se x>2
" ]-3x+6 se x<2

O gréfico de f é:

Figura 5.27

Observamos pelo grafico que Im f =[0,+x).
34) g(x)= |x2 —5|

x*-5 se xX*-5>0

—x*+5 se x*-5<0

o)~
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Resolvendo as inequagdes, temos:
x2=520=x=+/5 ou x<—/5
x2-5<0=—/5<x<+/5

A funcdo g pode ser escrita como

x2—5 se x=+5 ou x<—/5
—x2+5 se —/5<x<+5

9(X)={

O graficode g é:

S

»—‘v—dllﬂw

Figura 5.28

Observe a diferenca do grafico de g com o gréfico de h(x)=x*-5.
No grafico da funcao g a parte correspondente aos valores entre as
raizes de h foi “rebatida” para a parte positiva do plano (acima do
eixo X).

Observacao 14. O grafico de uma fun¢ao-médulo estard sempre
acima do e/ou sobre o eixo X.
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Exercicios propostos

1 6) Construa os gréficos das seguintes fungoes:
a) f(x)=[4-2x
b) g(x)=1+ x+|x|+|x2 —2|

o) h(x):ﬁ

1 7) Dé o dominio e construa o gréfico da fungao:

X% + 2x
—X
X )=
9() X2 -2

X

sex<0

sex>0

5.4 Funcoes Trigonométricas

Vamos inicialmente estudar alguns conceitos bdsicos necessarios

a compreensao das fungdes trigonométricas: arco de circunferén-
cia, medidas de arcos, angulo central e arcos congruos.

e Arco de circunferéncia

Considere uma circunferéncia qualquer e nela fixe um ponto A.

Figura 5.29

Suponha que um ponto mével desloque-se sobre a circunferéncia
a partir de A, sempre no mesmo sentido, até parar no ponto M.
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Todos estes conceitos
foram trabalhados nos
cursos de Geometrial e
I1. E conveniente que vocé
tenha bastante clareza
destes para prosseguir
neste estudo. Se vocé tem
diividas, volte aqueles
materiais e aprofunde seus
conhecimentos. Aqui serd
apresentada uma revisio
sucinta destes conceitos e
sua operacionalizagio.



Vocé jd se perguntou por
que foi feita a divisdo

em 360 partes e ndo

em 100, por exemplo?

A origem dessa escolha

¢ histérica, pois foi
criada inicialmente pelos
babilénios e também por
povos pré-colombianos
das Américas (Incas,
Maias...), que utilizavam
um sistema de numeragio
com base sexagesimal.
Outra explicagdo é o
estabelecimento de uma
relagdo com o chamado
movimento de Translag¢do
da Terra em torno do

Sol, que alguns povos
acreditavam se completar
em 360 dias.

J—

O caminho percorrido pelo ponto é o arco AM . Dizemos que AM
€ um “arco de circunferéncia”.

Pergunta: como medimos este arco? (lembre-se de suas discipli-
nas de geometrial)
* Medidas de arcos

Sao usadas basicamente duas medidas de arcos: o grau, que vocé
ja conhece e é usado hd milénios, e o radiano, que vocé também
conhece, unidade que vamos usar em nosso estudo das fungoes
trigonométricas.

Grau: uma circunferéncia é dividida em 360 partes iguais; cada uma

dessas partes é um arco que mede 1 grau. Assim, a circunferéncia
X
toda mede 360 graus e um arco de x graus corresponde a — da

circunferéncia (veja a figura 5.30). Denotamos x graus por x°.

Figura 5.30

Radiano: diz-se que um arco mede um radiano se seu comprimento
é igual ao raio da circunferéncia que o contém (pense que vocé pode
“esticar” o arco e coloca-lo sobre uma régua). A notacao para radiano
é rad e um radiano corresponde a aproximadamente 57,296 graus.

AB mede 1 rad

Figura 5.31
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Exemplos

35) /\
B
‘A

AB mede 2 rad
IABI=4 cm

Figura 5.32

A circunferéncia tem raio de 2 cm e AB mede 2 radianos; seu
comprimento em centimetros é 4.

Observacao 15. A medida do arco é em rad, mas seu comprimen-
to pode ser medido em qualquer unidade de comprimento, por
exemplo, em centimetros!

36) m
‘

AB mede 3 rad
IABI=15 cm

Figura 5.33

Os pontos A e B determinam um arco de 3 rad sobre a circunfe-
réncia de raio 5 cm; o comprimento do arco AB é 15 cm.

* Relacao entre grau e radiano

Sabe-se que o comprimento de uma circunferéncia de raio r é 2zr
(se “esticarmos” a circunferéncia de raio r sobre uma régua, obte-
mos a medida de 271 na unidade de comprimento do raio). A me-
dida do arco correspondente a circunferéncia toda é entdo 2z rad,
uma vez que cada arco de comprimento r mede 1 rad. Mas o arco
correspondente a circunferéncia toda também mede 360°, entdo
360° correspondem a 27 rad ou 180° correspondem a 7z rad.
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Didaticamente é importante
que seus alunos percebam o
porqué da correspondéncia
entre o arco de 180° e sua
medida em radianos (7 rad),
sendo os estudantes apenas
acreditario e memorizario
esta informacdo, sem
perceber o que significa.
Consegiientemente, terio
dificuldade em operar

com ela.



Para expressarmos os graus em radianos ou os radianos em graus
fazemos uma regra de trés.

Exemplos

37) Expresse 135° em radianos.

180° ————-— 7 rad
135" ————-— y
135X 37w
= =— rad
180 4

180° ————— 7 rad
Jr
Z _______ —
6
180x ~
7= 6 —30°
A

Exercicio proposto

1 8) Expresse em radianos:

a) 90°
b) 60°
c) 45°
d) 270°
e) 120°
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Angulo central

Figura 5.34

Seja O o centro da circunferéncia e A e B pontos sobre ela. As
semi-retas OA e OB determinam o angulo AOB. Por definicio, a
medida do dngulo central AOB ¢ igual a medida do arco AB (em
graus ou radianos).

Observacao 16. Note que na figura 5.35 a seguir os arcos AB e
CD tém a mesma medida (em graus ou radianos), mas ndo tém o

>

Isto acontece porque a medida de um arco independe do “tama-
nho” da circunferéncia, ou seja, do seu raio. Ja o comprimento do

mesmo comprimento.

Figura 5.35

arco depende do raio da circunferéncia que o contém.
Exemplo

39) Calcule o comprimento L do arco correspondente a um an-
gulo central de 60°, em uma circunferéncia de raio 10 cm.
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T rad

a

Figura 5.36

Note que a medida de arco que se relaciona com o comprimento é
o radiano: um arco mede 1 rad quando seu comprimento € igual ao

. . a ) U
raio da circunferéncia que o contém. 60° corresponde a 3 rad.

A cada 1 radiano corresponde uma medida do raio, ou seja, 10
10
cm. A %rad correspondera %x10=Tncm, ou aproximada-

mente 10,46 cm (lembre-se que 7 é um ndmero real, irracional,
com representacao decimal 3,1415926535.. Em geral usaremos
para 7 a aproximagao 3,14).

* Ciclo trigonométrico ou circunferéncia trigonométrica

Em trigonometria convencionou-se estabelecer uma orientagao

Alguns autores chamam sobre a circunferéncia, fixando nela um sentido de percurso. O
de circulo trigonométrico, ciclo trigonométrico é a circunferéncia de raio 1, centrada na ori-
como voce deve ter gem do sistema cartesiano XOY, orientada a partir do ponto (1,0).
estudado em Geometria II. . . ) . . . . ) .
O sentido positivo € o anti-hordrio e o sentido negativo é horario.

O ciclo trigonométrico € o “lugar” onde faremos nosso estudo das

fungodes trigonométricas.

Figura 5.37
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Marcamos os arcos no ciclo trigonométrico a partir do ponto
A=(1,0), em sentido positivo ou negativo. Veja em seguida os

T T . . Ly
exemplos dos arcos de 2 rad e de ——rad no ciclo trigonométrico:

y

>Rl

4k

Figura 5.38: Arco de E rad
4

ENE

dh

Figura 5.39: Arco de _E rad
4

No ciclo trigonométrico o comprimento de um arco é igual ao md-
dulo de sua medida em radianos. Se a é a medida do arco em radia-
nos (o pode ser negativo!) e L é o seu comprimento, vimos que
L=|a|-r (exemplo 39). Como r =1, teremos L =|a].

Exemplo

. . , 7 .y
40) A medida do arco em radianos é Z; como o raio é 1, seu
. I A .
comprimento é n unidades de comprimento. O arco de me-

. 7 .
dida 7 tem o mesmo comprimento.
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a
\

Figura 5.40

* Quadrantes

O ciclo trigonométrico tem quatro quadrantes, numerados tam-
bém a partir do ponto (1,0):

Quadrante I: de 0° ou 0 rad a 90° ou % rad.

Quadrante II: de 90° ou %rad a 180° ou 7 rad.

Quadrante III: de 180°ou s rad a 270° ou 37jtl‘ad.

Quadrante IV: de 270° ou %rad a 360° ou 2xrad, fechando o

circulo.
Veja a figura:
y
90° ou & rad
2
11 1
180° Al 0° ou
ou 1 rad 2nrad X

111 v

270° ou 31 rad
2

Figura 5.41

Exercicio resolvido

. . . - ., 3w
6) Localizar no ciclo trigonométrico o arco de medida 2 rad.
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3
Resolucao. Note que um arco de medida 7 rad corresponde a

. 4 . , 37 7 .
3 arcos sucessivos de — rad, isto ¢, — =3X—. Como a cir-
4 4 4
" JT .
cunferéncia mede 27z, um arco de Z corresponde a um oitavo
. . . 2n & ) .. 3
da circunferéncia: ?=Z Assim, o arco de medida T cor-

responde a trés oitavos da circunferéncia. Veja a figura:

y
21/4

Figura 5.42

Exercicios propostos

19) O ciclo trigonométrico foi dividido em oito partes iguais.
Localize sobre ele a extremidade B do arco AB, sendo dada a

medida deste arco:

a)
b)

<)
d)

e)

135°
- 180°

20) Localize no ciclo trigonométrico a extremidade B dos arcos
AB de medida:

a)
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b) 330°
Q) —grad
6
d) 4—ﬂrad
3

7
e) 7 rad
6

* Arcos congruos

Suponha que um ponto mével (como na defini¢ao de arco) deslo-
que-se sobre a circunferéncia a partir de (1,0), sempre no mesmo

. ) T it .
sentido, até parar em T Temos duas possibilidades: o ponto para
T . ) .
em- - assim que o atinge ou o ponto d4 certo niimero de voltas na
. A 7 .
circunferéncia antes de parar em 1 Observe na figura 5.43 que
7 : 7
o arco de n rad tem a mesma extremidade que os arcos Z+ 27

rad, %+4n rad, %+6n rad,... , %+ K7 ,... para todo inteiro k. Os

valores negativos de k também produzem arcos de mesma ex-
tremidade que 1 resultantes do movimento em sentido horario

(sentido negativo): %— 2 rad, % —4mrad, %— 67 rad...

Figura 5.43
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Genericamente, se B é a extremidade de um arco de « rad, entao B
€ a extremidade de todos os arcos a + 2k rad, para todo k inteiro.
Dois arcos sao congruos quando tém a mesma extremidade, isto é,
diferem entre si por um multiplo inteiro de 27. Para medidas em
graus, dois arcos sao congruos quando tém a mesma extremidade
e diferem entre si por um multiplo inteiro de 360°. Percebemos
assim que quando marcamos a extremidade de um arco no ci-
clo trigonométrico, estamos na verdade marcando a extremidade
de uma infinidade de arcos. Chamamos de primeira determinagio
positiva (abreviamos pdp) de um arco de medida « rad ao arco
congruo a a cuja medida é 8, com 0= =<2z . Para medidas em
graus, a primeira determinagao positiva (pdp) de um arco de x°é
o0 arco congruo a x cuja medida é y para 0<y <360°.

Como exemplo, vamos encontrar a pdp do arco de medi-

20
da Tn Procuramos o maior mdltiplo de 7 menor do que

20. Como 20=2x7+6, este multiplo é 14 e podemos escrever

20 (14+6)x 1l4m  6x 6
= = +—=2n+—.
7 7 77 7

6
Como 0= 7” < 27, e os arcos de medidas - e 7.71 diferem de um

20 6
muiltiplo inteiro 27 (pois 20771 - 67'7[ =2x),apdp de Tn sera 775 .

Exercicios resolvidos

47
7) Encontrar a pdp do arco de medida Tﬂ

Resolugdo. Como 47 =7x6+5, escrevemos:

47 42+
Gﬂ = ( 65)ﬂ =7n+5—n

Note que 77 ndo € um multiplo de 27; neste caso fazemos
7w =6m+ 7. Entdo:
11n

7n+5—ﬂ=6n+n+5—n=6n+—
6 6 6
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ongruo é um termo

derivado da palavra
congruente que, matema-
ticamente, refere-se a ob-
jetos de mesma medida.

Vocé lembra do Algoritmo
da Divisdo, estudado em
Fundamentos I?



477 1ln
Assim, Tn—? = 62T, 0 que significa que os arcos de medida
Alw

11
5 e — diferem por um multiplo inteiro de 2z. Também
117 11n
0 S?S 27 . A pdp sera entéo 5 Veja a figura:
y

3n
6

Figura 5.44

8) Encontre a pdp do arco de medida 465°.

Resolucao. 465 ¢ maior do que 360; logo, este arco tem mais
de uma volta.

Como 465=1x360+105, a pdp do arco de medida 465° sera
105¢. Veja a figura:

105°_190°

%

Figura 5.45
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Exercicios propostos

21 ) Determinar a pdp dos arcos cujas medidas sao:

177
a) —
4
py 4
8

c) 615°
d) - 1330°

4
22) Dé a medida de trés arcos cuja pdp é ?ﬂ .

23) Dé a medida de trés arcos cuja pdp é 120°.

5.4.1 Funcao seno e funcao cosseno

As fungdes trigonométricas constituem um tema importante da
Matematica, tanto por suas aplicagdes (que vao desde as mais ele-
mentares, no dia-a-dia, até as mais complexas, na Ciéncia e na alta
tecnologia) como pelo papel central que desempenham na Andlise.

O objetivo inicial da Trigonometria era o tradicional problema da
resolucao de triangulos, que consiste em determinar os seis elemen-
tos dessa figura (trés lados e trés angulos) quando se conhecem trés
deles, sendo pelo menos um deles um lado. Posteriormente, com
a criacdo do Célculo Infinitesimal, e o seu prolongamento, que é
a Andlise Matematica, surgiu a necessidade de atribuir as nog¢des
de seno, cosseno e suas associadas tangente, cotangente, secante
e cossecante, o status de fungao real de uma variavel real. Assim,
por exemplo, além de cos ¢, cosseno do angulo ¢, tem-se também
Cos X, o cosseno do numero real x, isto €, a funcao

Cos:R—>R.

Analogamente ha também as fung¢des seno, tangente, cotangente,
secante e cossecante, completando as fungdes trigonomeétricas.
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Uma propriedade fundamental das fung¢des trigonométricas é
que elas sdo periddicas. Por isso, sdo especialmente adequadas
para descrever os fenomenos de natureza periddica, oscilatéria
ou vibratéria: movimento de planetas, som, corrente elétrica al-
ternada, circulagao do sangue, batimentos cardiacos, etc.

Quando se opera com nimeros Sen X, €oOs X e tg X no triangulo re-
tangulo, x representa a medida de um angulo agudo. Vamos esten-
der as nogoes de seno, cosseno, tangente, cotangente secante e cosse-
cante de x para o caso em que x representa a medida de um angulo
qualquer. Nesta situagao usaremos como medida o radiano.

Seja x um numero real e considere no ciclo trigonométrico o pon-
to P tal que o arco AP tenha medida x rad. Este ponto P é de-
terminado quando “enrolamos” o segmento de comprimento x
no ciclo trigonométrico a partir do ponto A. Se x é positivo, este
procedimento é no sentido anti-horéario; se x é negativo, o sentido
é horério. Os valores seno e cosseno de x sao as coordenadas do
ponto P. Veja a figura:

)

)

o
(T IR
>
]

Figura 5.46

Podemos entdo definir:

Definicao. O seno do angulo de medida x rad ou o seno do niimero real
x (ou do arco AP ) é a ordenada do ponto P; o cosseno do niimero real x
(ou do arco AP ) é a abscissa do ponto P. Como as coordenadas de um
ponto sio tinicas, ficam definidas as fungdes seno e cosseno:

sen:R—-> R cCos:R—->R
X = sen X X — COS X

Na figura 5.46, sen x=OP, e cosx = OP, .
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* Dominio e Imagem das funcoes seno e cosseno

O dominio das fungdes seno e cosseno € o conjunto dos niimeros
reais: a todo niimero real x podemos associar um ponto P no ciclo
trigonométrico e este ponto P terd duas coordenadas: a ordenada
(marcada no eixo Y) sera sen X e a abscissa (marcada no eixo X)
sera COS X.

Como estas coordenadas estao limitadas pelo ciclo trigonométri-
co, a imagem das fungdes seno e cosseno € o intervalo [—1, 1].

¢ Rela¢ao fundamental

Decorre do Teorema de Pitdgoras que sen’x+cos’ X =1, para todo
x real. De fato, é s6 considerar o triangulo retangulo OP,P. Os seg-

mentos OPF, e PP que correspondem a cos X e sen x, respectiva-
mente, sao os catetos; o segmento OP ¢ a hipotenusa. Veja a figura:

L

Figura 5.47

Observando o ciclo trigonométrico, podemos determinar alguns
valores das fungdes seno e cosseno:

sen0=0 cos0=1
sen£=1 cos£=0
2 2
senst=0 cosmt=-—1
3
sen—ﬂ=—1 cos3—n=0
2 2
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* Sinal algébrico do seno e cosseno de x

Na figura a seguir (5.48) apresentamos as possiveis posi¢oes de
um ponto M no ciclo trigonométrico, de modo que o arco AM
tenha medida x, dependendo dos valores reais de x:

(i) M, estda no primeiro quadrante e corresponde ao arco de
medida X, : seno e cosseno de X, sdo positivos.

(ii) M, estd no segundo quadrante e corresponde ao arco de medi-
da x,:seno de X, é positivo e cosseno de X, é negativo.

(iii) M, estd no terceiro quadrante e corresponde ao arco de
medida X,: seno e cosseno de X, sao negativos.

(iv) M, estd no quarto quadrante e corresponde ao arco de medi-
da X,:seno de X, € negativo e cosseno de X, é positivo.

-

Figura 5.48

A figura 549 da um resumo dos sinais algébricos dos valores de
seno e cosseno nos quatro quadrantes:
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y y
+ + - +
(0] X O X
- - - +
Sinal do seno Sinal do cosseno

Figura 5.49

* Seno e cosseno de arcos congruos

7 7
Quanto vale sen 771 ?E COS% ?

i ) . )
Como 3 € maior do que 27 , tomamos sua primeira determina-

~ o /n_ 4m+3m 3
¢do positiva (pdp): —=——-——"=2n+—.
2 2 2
. o Tm 3
Assim, a pdp do arco de medida — ¢ P isto significa que os

. I 3w . .
arcos de medida el e > tém a mesma extremidade, determi-

nando as mesmas coordenadas.

Logo sen7—ﬂ—sen3—ﬂ——1e cos7—ﬂ—cos3—n—0
50 SH T =S = 2 Uy T

Generalizando, arcos congruos tém o mesmo seno e o mesmo cosseno.
Se x é a primeira determinagao positiva de um arco, os arcos con-
gruos a ele sao representados por X+ 2ks, com k percorrendo o
conjunto dos niimeros inteiros. Entao
sen(x+2kz)= senx, VKEZ
cos(x+2kz)=cosx, Yk EZ
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e Valores notaveis do seno e cosseno

Vamos lembrar o que acontece no tridngulo retangulo:

a+p=90°, entdo:

c
sena=—=cosf
a

b
sen f=—=coSa
a

Figura 5.50

Vamos calcular agora os valores de seno e cosseno para os arcos
T x
e —.

3°%% Veja a figura 5.51.

de medida %,

(i) Para a= =45, ou a=ﬂ=%, temos:

Figura 5.51
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(ii)a=300=%eﬁ=60°=£

3
2
h2+%=a2
hz—az_a_z—g
4 4
hzga
ol
6
a a
h
T
3 ]
Figura 5.52 a
Entao
J3 a
a_h_2°% B_ = n_2_1__ =@
sen—=—= = =CO0S e C0OS—=-5==—=sen
3 a a 2 6 3 a 2
Resumindo:

o , z 2z & oz o W&
(em rad) 6 4 3 2 2
COS X 1 ﬁ ﬂ 1 0 -1 0

2 2 2
Sen X 0 i Q é 1 0 -1
2 2 2

* Reducao ao primeiro quadrante

Se x é a medida em radianos de um arco no segundo, terceiro
ou quarto quadrantes, cos x e sen x podem ser determinados a
partir de arcos no primeiro quadrante. Estes arcos do primeiro
quadrante sdo tais que os valores de seno e cosseno, em moédulo,
sdo iguais a sen x e cos x. Observe na figura a seguir as simetrias
que nos permitem proceder desta forma:
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cosa=X=-X=-cosf} cosa=Xx=-X=-cosf cos 0. =X=cos f§

sen o=y =sen seno=y=-y =-senf seno=y=-y =-senf

Figura 5.53

Faremos agora um exemplo para x em cada um dos quadrantes:

S S5
41) Determinar sen—— e C0S——.

6

., om
Observemos que o arco de medida Y encontra-se no segundo
. - T .. , 5w 4
quadrante e ¢ um multiplo de 5 isto €, ?= SXE. Para che-

o, . ) T
- | | —.
ar a 6 € necessario percorrer cinco arcos de 6

Veja a figura:

Figura 5.54
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Observando a simetria, vemos que
S5m 7z 1 5n T 3
Sen— =Sen—=— e C0S— =—C0S— =——— (lembre-se que
2 6 6 2

no segundo quadrante o seno € positivo e o cosseno ¢ negativo).

4 4
42) Determine sen?ﬂ e cos?ﬂ.

., 4w :
0 arco de medida — encontra-se no terceiro quadrante; usan-
3
s : A
do a mesma id¢ia do exemplo anterior, para chegar a 3 ¢

necessario percorrer quatro arcos de E . VeJa d flgura:

2n n
3 3
21
3n o)
3
An Sn
3 3
Figura 5.55
Vemos entdo que
A x 3 A a1
sen——=—Sen—=——— e C0S—— =—C0S— =——
3 3 2 3 3 2
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(Lembre-se que no terceiro quadrante seno e cosseno sio

negativos).

164 1
43) Determine sen—— e COS——.
4 4
., I
O arco de medida 7 encontra-se no quarto quadrante; ana-

logamente aos exemplos anteriores e observando a figura, con-
cluimos que:



Tn
4

Figura 5.56

T \/E T J'L'_\/E

1
sen—=—-SeNn—=———e COS—=C0S—=—
4 4 2 4 4 2

(Lembre-se que no quarto quadrante o seno ¢é negativo e o cosseno

€ positivo).

Exercicio proposto

24) Determine seno e cosseno dos arcos de medida:

1
a) ?
by Lo
4
81
3
4 -5t
4
177
6
231
3

|2
& 16

<)

e)

f)
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¢ Graficos da fung¢ao seno e da funcao cosseno

Como o dominio das fung¢des seno e cosseno é o conjunto dos
ntimeros reais e a imagem ¢é o intervalo [—1,1], os gréficos destas
funcoes estio contidos na faixa horizontal R x[—1,1]. Estude os
graficos com atencao: eles dardo informagoes sobre o comporta-
mento das fungdes seno e cosseno.

fungdo seno

Figura 5.57

fun¢do cosseno

Figura 5.58
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e Consideragoes sobre as fun¢oes seno e cosseno
As fungdes seno e cosseno tém caracteristicas especiais; vamos
estudéd-las agora, utilizando todas as informagdes que ja temos

sobre o comportamento destas fungdes. Estas informacdes serao
muito importantes para as proximas disciplinas de Calculo.

1) Zeros das fungées seno e cosserno
Os zeros das fungdes seno e cosseno sao os valores de x
para os quais se tem sen X=0 e cosx =0, respectivamente.
Analisando os graficos, vemos que:
i) os zeros de sen x sao

0, m, 27, 3m,..., — 7w, —2n, —3m,...

ou seja, os valores de x dados por X =k, para todo k EZ.

ii) os zeros da funcao cos x sao

7 8 bt Iw a3 Sr _Tn
2] 2 ) 2 i) 2 L | 2! 2 ) 2 i) 2 yrr
2k +1
ou seja, os valores de x dados por x=%, ou

X= kﬂ+%,para todo kKEZ.

2) Seno e cosseno sdo fungoes periodicas.

Uma fungdo f:R—=>R diz-se periddica quando existe um
nimero real T=#0 tal que f (x+T)=f(x), para todo
x €R . Neste caso também tem-se f (x+kT)= f (x), para
todo k €Z e para todo x € R . O menor mimero positivo T tal
que f(x+T)=f(x), paratodo x ER, é chamado de perio-
do da fungao f .
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Ja sabemos que sen (x+27)=senx para todo XER e tam-
bém sen(x+2kw)=senx, VKEZ, V¥V x€ER. Isto nos ga-
rante que seno € uma fungao peridédica e o menor nimero
positivo T para o qual se tem sen (x+T)=senx é T=2m7.
Assim, o periodo da fungdo seno é 27 . Isto significa que o
gréfico da fungdo sen x “se repete” a cada intervalo de com-
primento 27, a partir da origem. Analogamente, o periodo
da fungao cosseno também é 25 . Veja novamente as figuras
5.57 e 5.58.

Exercicio resolvido

4
9) Encontre o periodo da fungao f (x)=sen (g x)

Resolucdo: Procuramos o menor numero T >0 tal que
f(x+T)=1f(x), para todo XxER. Isto significa que

4 4 4 4
f (x+T)—sen(§(x+T))—sen(gx+gT)—senEX— f (x).

Como o periodo da funcdo seno € 2z, devemos ter

4 10 5 5
ET =2n=>T =Tn=7ﬂ. Logo, o periodo de f é 7” Confira

o resultado fazendo o grafico.

3) Cosseno é uma fungdo par e seno é uma fungdo impar
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Uma fungao f:R =R épar quando f (x)= f (=x),
VXER e uma funcio f:R—>R ¢é impar quando
f (x)=—f (-x), V xeR. Vamos analisar as funcdes seno
€ CoSseno:



OM=0S
OM=QB
05=QC
Moo .B
L
L
N °
S """"""" IC
Figura 5.59

O triangulo BOC é is6sceles, o que significa que os arcos AB e
AC tém a mesma medida de X rad. Logo, cos x = cos (=x), VxER
e Senx=-—sen (—X), V xER. Assim, cosseno é uma funcao par e
seno é uma fungao impar.

4) Fungdes compostas envolvendo seno e cosseno

Dada uma funcdo real ¢, podemos pensar nas fungdes

compostas (sen °( )(X) =Sen (g (x)), (COSo g )(X) = COS (g (x)),
(gosen)(x)=g(senx) e (gocos)(x)=g(cosx). Vamos fazer
alguns exemplos para casos especiais da funcao g .

Exemplos

44) g:R-R, g(x)=x+ax,
(senog)(x)=sen(g(x))=sen(x+x)

Vamos fazer o grafico da funciio sen(x+m), comparando-o
com o grafico de sen X :
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| ' ' sen x
T | i 3 s X
o 2 N O PN 2
R sen (X + 1)
Figura 5.60

r r Sn 3n n
X 0 4 2 T 4 2 4
sen (x + ) 0 % -1 0 % 1 %

Analisando o grafico, vemos que:

1) Os graficos das funcoes sen x e sen (x+7) tém o mesmo “for-
mato”. A diferenca é que o grafico de sen(x+) esta “deslo-
cado” 7 unidades a direita no plano cartesiano em relacdo ao
grafico de sen X. Note que os graficos das duas funcoes cortam
0 €ixo X nos mesmos pontos.

2) 0 dominio e a imagem da funciio sen(x+7) sio os mesmos
da funcdo sen Xx.

3) sen x e sen(x+) tém o mesmo periodo 27 (note que o

grafico de sen(x+s) se repete a cada intervalo de compri-
mento 27, a partir de x=0).

Tarefa

Faca o grafico da fungao composta (cose g)(x)=cos (g (x))= cos(x+x)
e compare-o com o gréfico de cos x. O que vocé conclui?
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45) h:R =R, h(x)=2x, (cosoh)(x)=cos(h(x))=cos(2x)

Vamos comparar o grafico da funcio cos(2x) com o grafico de

COsS X:

S/ con \ 3 n /n / Of I\ = n 3 s In X
2 2 2 14 2 2. 2
COoS X
Figura 5.61
T T
X ‘ 0 4 D) 34_7t T ‘
Cos (2x) 1 0 -1 0 1 ‘

Analisando os graficos, vemos que:

1) os graficos de cos(2x) e cos x tém o mesmo “formato” mas
o grafico de cos(2x) parece que “encolheu”! Por exemplo,

. 7T
COS(ZX) corta o eixo X em X=Z' enquanto cos x corta o

. JT n ~ en
eixo X em X =E (as fungbes ndo tém os mesmos zeros). Isto

significa que cos x e cos(2x) nio tém o mesmo periodo; o
grafico de cos(2x) se repete a cada intervalo de comprimen-
to m, a partir da origem. De fato, para a funcdo composta
(cosoh)(x)=cos(h(x))=cos(2x), temos que:

(coseh)(x+z)=cos(h(x+x))=cos(2(x+x))=
cos(2x+27) = cos(2x) = cos(h(x))=(coso h)(x).

2) o dominio e a imagem da funciio cos(2x) sdio os mesmos da

funcéo cos x.
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Tarefa

1) Faga e estude os gréficos das fungdes compostas cos(3x),
X X
cos(4x), cos|— cos|—|.
) (2)e (4)

O que vocé conclui sobre os periodos destas fungdes? E sobre os

periodos das fungdes sen (3x), sen(4x), sen (g) e sen (%) ?

2) Para f(x)= 2x+%, faga o grafico e determine o periodo da

fungdo composta (cose f )(x)=cos(f (x))= cos(Zx +%)

Exemplo
46) u(x)=1+x, (uosen)(x)=u(sen(x))=1+sen x

Vamos analisar e comparar os graficos de sen x e 1+sen x:

1+sen x

Figura 5.62

Observamos que:

1) os dois graficos tém o mesmo “formato”, mas o grafico de 1+ sen x
esta deslocado uma unidade na vertical, para cima. Conseqiiente-
mente, a funcdo 1+sen x ndo corta o eixo X nos mesmos pontos
que a funcdo sen x (as funcgdes ndo t€m os mesmos zeros).

2) o periodo das funcoes ¢ 27 .
3) o dominio de 1+senx ¢ o mesmo da fungdo sen X, mas as

imagens sio diferentes: Im(1+sen x)=]0,2].
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Tarefa

Seja v(x)=—2+Xx. Analise o grafico da fungdo composta
(vocos)(x)=v(cos(x))=—2+cosx.
Compare com o grafico de cos x.

Exercicios propostos

2 5) Dé o periodo e os zeros das seguintes fungdes:

a) m(x)=3+cos(x—%)
b) s(x)=—4+sen(x+%)

2 6) Faca o gratico das fung¢des abaixo, no intervalo [—27,37].

a) f(x)=sen(-2x)
b) g(x)=sen (%)

c) m(x)=cos (%)

27) Sabendo que cosx=0,1 e x estd no quarto quadrante, cal-
cule sen x.

e Inversas das func¢oes seno e cosseno

Seno e cosseno nao sao fungdes injetoras; por exemplo, temos
sen 0=sen =0 e cos0 = cos 2w =1, valores distintos resultando na
mesma imagem. Mas, observando o grafico destas fungoes, vemos
que, se as restringirmos a certos intervalos (dominio e contradomi-
nio), elas serdo injetoras e sobrejetoras e, portanto, terdo uma inversa.
Vamos analisar a funcao seno. Observe atentamente seu grafico:
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fungdo seno

Figura 5.63

. Ja T - L. .
No intervalo [_E , E] a funcdo seno € injetora, e 0 mesmo ocorre

m 3w 3n &
nos intervalos [E , 7] , [—7,—5] , e em uma infinidade de ou-
tros. Observe também que nestes intervalos a imagem da fungao
é [-1,1], ou seja, ela também é sobrejetora. Fixando o intervalo

T _ 5
[—55] , consideremos a func¢ao
F :[—E,E] - [-1,1]
2 2
F (x)=sen x

F é uma funcao bijetora (prove isso!) e, portanto, inversivel! Defi-
nimos a inversa da fungao F como

9 :[—1,1]—>[—E E]

2'2
g (x)=arcsen x (1&-se “arco seno de x”).

A fungao g associa a cada nimero real x do intervalo [-11], o
arco cujo seno é x. Por exemplo:

g(%)=%; 9(0)=0; g(—%)=—%; g(%)=

IS
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Figura 5.65
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O gréfico da fungao g é dado por
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Analisando agora a fung¢ao cosseno,

fungdo cosseno

Figura 5.66

Vemos que ocorre a mesma situagdo que ocorria com o seno: em
certos intervalos a funcdo é injetora. Fixamos o intervalo [0, 7]

para definir a fungao
H:[0,7]>[-11]

H (x)=cos x
H é uma funcdo bijetora (prove isso!) e, portanto, inversivel. A
inversa da func¢ao H é a funcao:

h:[-11]-[0,7]
h(x) = arccos x (1&-se “arco cosseno de x”).

A funcao h associa a cada niumero real x do intervalo [-1,1] o arco
cujo cosseno € x. O grafico da funcao h é dado por:

y X arc cos x
-1 T
1 2n
2 3
T
0 2
1 T
2 3
1 0

Figura 5.67
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Também neste caso os gréficos de H e h sdo simétricos em relagdo
a bissetriz do primeiro quadrante:
y

arc coS X i ’

D ]

COS X

bissetriz do 1° Quadrante
Figura 5.68

Exercicios resolvidos
10) Calcule sen arccosT2 )

Resolucdo. Queremos calcular o seno do arco cujo cosseno €
2 , . N2 2

——. Sey € o arco cujo cosseno € ——, isto €, cosy =——, qual
2 2 2

o valor de sen y? Lembramos que nosso intervalo de trabalho

para os valores do arco y ¢ o intervalo [0,7], a imagem da fun-

¢do arco cosseno. Assim, existe um unico valor de y no intervalo

2
[0,7], tal que cosy = Este valor, como sabemos, é % As-

) 2 T 2
sim, senfarccos— |=seny=sen—=——.
2 4 2

11) Determine sen (arccos x), para x qualquer em [—1,1].

Resolucdo. Sejay o arco cujo cosseno € X, isto €, cosy = X. Que-
remos determinar sen y. Pela relacdo fundamental, temos que
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sen’y +cos’ y =1; substituindo cosy = x na igualdade, temos:
sen’y+x* =1
sen’y =1—x°

seny = +y1—x°

Para escolher o sinal correto, ou seja, para saber se seny € posi-
tivo ou negativo, devemos observar que y pertence a imagem da
funcio arco cosseno, isto é, y pertence ao intervalo [0,7]. Neste
intervalo o seno ¢ positivo, e temos seny =+1—x° .

3
12) Determine arcsen (sen 7”) .

3
Resolucdo. Como Sen7=—1, o problema consiste em de-

terminar arcsen(—1). O Gnico arco pertencente ao intervalo

T ) , , —TT 3 T
——,— | cujoseno é - 1 ¢ —. Logo, arcsen|sen— |=——.
[ 2 2] 2 ( 2 ) 2

Vocé poderia pensar que, como seno € arco seno sao funcoes
inversas, entdo arcsen(sen x) = X, para qualquer valor x. Mas

ndo podemos esquecer a definicao! E preciso estar atento para o
dominio e contradominio das duas funcoes.

Exercicio proposto

28 ) Calcule:

o)
a) sen arcsenE

b) cos (arccos %)
c) sen(arccos 0)

d) cos (arcsen ?)
e) arcsen (sen 3%)

3
f) arccos (cos 7:1)
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Por qué?

5.4.2 A funcao tangente

Seja x um ndmero real cujo cosseno é diferente de zero, determinan-
do no ciclo trigonométrico o ponto D (lembre-se: o ponto D é a extre-
midade do arco de medida x rad.). Definimos a func¢ado tangente de x
(@ notacao € tg x) como sendo a ordenada do ponto B, que é o ponto
de intersecgdao do prolongamento do raio OD com uma reta paralela
ao eixo Y passando pelo ponto A (tangente a circunferéncia), cha-
mada “eixo das tangentes”. Este eixo é uma “cépia” do eixo Y, com
valores negativos abaixo de A e positivos acima de A. Veja a figura:

y

eixo das tangentes

Figura 5.69

Observacao 17. Note que se o cosseno de x for zero, entdo x sera
um arco de medida kn+£, para algum k €Z. Neste caso nao
haveréd intersec¢ao do prolongamento do raio OD com o eixo das
tangentes, uma vez que serao paralelos. Por isso excluimos estes
arcos da definicao de tangente.

* Relacao entre seno, cosseno e tangente

Na figura 5.69 considere os tridngulos COD e AOB, que sao
semelhantes. Entdo seus lados sdo proporcionais e teremos

CD AB . senx tgx i
—=——, ou seja, ——=——, para valores de x tais que
OoC OA COS X 1
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cosx #0. Lembrando que cosx =0 quando x= kn+%, VkeZ,
podemos definir a funcdo tangente como:

tg :R—{kn+%/k€Z}—>R

_senx
COS X

tgx

* Sinal algébrico da tangente

O sinal da tangente depende dos sinais do seno e do cosseno. No
primeiro e terceiro quadrantes seno e cosseno tém o mesmo sinal,
o que significa que a tangente é um niimero positivo. No segundo
e no quarto quadrantes seno e cosseno tém sinais contrdrios, o
que significa que a tangente é um niimero negativo. Também po-
demos analisar geometricamente, como mostra a figura (notagao
analoga a da figura 5.69):

Figura 5.70
e Valores notaveis da tangente
Para x=0, temos sen 0=0 e cos 0=1. Logo, tg0=0.

T .
Para x = — /ndo existe um valor para a tangente, mas observe que

. L, . T .
quando x assume valores cada vez mais proximos de E , porém
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7T
menores do que > os valores de tg X aumentam, tornando-se

infinitamente grandes. Veja a figura:

]

Figura 5.71

. 7T .
No entanto, quando x assume valores maiores do que - e aproxi-

mando-se cada vez mais deste valor, tg X é um nimero negativo
assumindo, em moédulo, valores infinitamente grandes.

Para x=m,senz=0 e cosw=—1.Logo, tgmr=0.

T .
Para x= 7, nao existe tg X. Estude o que acontece com a tg x

. 37
quando os valores de x se aproximam de ER
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Resumindo:

NGRS
w|Q
Q

#
6
tg X 0 % 1 J3 0

Exercicio resolvido

1 3) Determine o valor de tg ZZTJT

Resolucao.

227 187 4 4m 22w _ . A%
—=——+—=06r+—. Logo, tg——=tg—.
3 3 3 3 3 3

T \/§ 47 T

47 1
Como sen—=—-sen—=——— € C0S— =—C0S—=——,
3 3 2 3 3 2

22n 4 2
eremos 19— 9, T V3
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Observacao 18. Como sabemos reduzir seno e cosseno ao pri-
meiro quadrante, também podemos fazé-lo para a tangente, ja
que ela depende destas duas fungdes. Note que basta conhecer
uma das fungdes, seno ou cosseno, para conhecermos a tangente,
pois seno e cosseno estdo relacionados pela Relagao Fundamental
sen’x +cos’ x =1. Por exemplo, se sabemos que x estd no primeiro
quadrante e sen X=0,2, podemos calcular a tg x fazendo:

(0,2)° +cos® x =1

0,044cos’*x=1

cos’x=1-0,04
cos? x=0,96=£
100
9% 246
COSX=,|—=—nr
100 5

(como x estd no 1° quadrante, tomamos a raiz positiva).

2
02 10 1
Logo, tg x = = = .
80 19 206 26 26
5 5

* Gréfico da funcao tangente

Lembrando as considera¢oes que fizemos para os valores nota-
veis da tangente, vamos construir seu grafico:
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-7 21 -13x T _j[_ i n
2 2 2 2
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
Figura 5.72
Estudando o grafico, podemos observar que:
1) A tangente ¢ uma funcdo periodica e seu periodo ¢ 7 . De fato,
sen(x+m) senx.cosm+cosx.senzw  —sen X
tg(x+7)= = = = tg X

cos(X+m) COSX.COS7T—SEn X.Senaw  —Cos X
. . T
Note que o grafico no intervalo (—EE) se repete a cada

: : . 4 4
intervalo de comprimento 7, do tipo (kn——,kn +—) com
keZ 2 2
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2) Os zeros da funcio tangente sio os zeros da funcio seno, isto
¢, tgx=0quando x=Kku, pra todo kEZ.

3) A imagem da funcio tangente é o conjunto dos niimeros
reais.

4) A funcdo néo esta definida para os valores x = kn+£, para
todo k €Z, ou seja, estes pontos ndo tém imagem pela fun-
cao tangente. Observe o que acontece na vizinhanca destes
pontos, lembrando das consideracoes que fizemos para os va-
lores notaveis da tangente.

5) Nos intervalos

(—5:1 —371) (—3:1 —n) (—n n) (JT 3.71) }
: , | —== || —=|-a funcao
2 2 2 2 2 2 2 2

tangente ¢ injetora. Isto nos sugere que ela € inversivel em
cada um destes intervalos.

* Inversa da funcao tangente

. < . T
Restringindo a fungao tangente ao intervalo (_E’E)' obtemos
uma fungao bijetora

2'2
G(x)=tgx

G;(_ﬁ z)eR

A inversa da fungao G ¢ a funcao

g (x)=arctg x (como para seno e cosseno, 1é-se “arco tangente de x”).

A fungdo inversa g associa a cada niimero real x o arco cuja tangen-
te é x. Por exemplo, g (1)=arctg 1= %, g(=1)=arctg(-1)= _% ,
g(0)=arctg 0=0.

Os gréficos da funcdo tangente e de sua inversa sao simétricos em
relacdo a bissetriz do primeiro quadrante:
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| y |
| |
| | )
| | %
| | //
| | V
| | /
| 7
________ N N N A
| 2 /| arc tgx
/
| |
| 4 Y |
- -
T 1
2| 7 i
P am
i 4 |
________ /i_ _________.'___________
e 2 |
. |
// | |
yz | |
| |
| |
| |
| |
tgx

Figura 5.73

Exercicio resolvido

1 4) Calcule sen (arctg (—\/5 ))

Resolucdo. Seja x o arco cuja tangente ¢ —J/3, isto &
tgx= —+/3. Queremos calcular sen x. Sabemos dos valores no-

. 7T .
taveis que tg§=\/§; mas qual arco cuja tangente resulta no

oposto deste numero? Vamos observar no ciclo trigonométrico:
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y
V3
2n % /
3 /
/
|
ar
Q | A X
|
-
3
3

Figura 5.74

2 —m
Vemos que, para os arcos de medida 3 e 3 tem-se
27 - .

tg?= tg?= —J/3. Mas a funcao arctg tem como imagem o
. Ty o, . —
intervalo (—EE) isto €, tem como imagem arcos no primeiro

L2
ou quarto quadrantes. O arco de medida 3 esta no sequndo

- - 3
quadrante. Logo, escolhemos x = ?ﬂ e sen?n = —%.

Exercicios propostos

7 1 7
29) Conhecendo o seno e o cosseno de 5 rad, Zrad e 3 rad,
calcule sen x e cos x para:

a) x=1230°

b) x=-960°

) X= 137 rad
4

d) x= 47Tﬂrad
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30) Determine o sinal algébrico dos nimeros reais:

a) sen/5
b) cos7,68
c) senl3

d) cos+/2

31 ) Faca o grafico das fungdes abaixo, no intervalo [-2x,3x].

a) f(x)=tg 2x

X
b) g()=tg3
c) h(x)=1+-cos3x
m(x)= —2+sen§
32) Dé o periodo das fungdes:
a) g,(x)= cos X
4
b) g,(x)=sen (x+%)
o) g9,(x)= 5008%)(
X
d) g, (x)=8—sen§
X
e) g (x)=1+1g7
) 0 (X) =19 (2X)
33) Mostre as identidades:

a) cos(z+t)=—cost
b) sen (t +%) = cost
c) sen 3t=3sent—4sen’t

t
d) 1+cost = 2cos® (E)
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34) Calcule:

2) t —137

g 3

5 62
4

35) Sabendo que cos x =0,8 e que x estd no quarto quadrante,
calcule sen x e tg x.

1
3 6) Sabendo que sen X = ~g &¥ estd no terceiro quadrante, cal-
cule cos x e tg x.

37) Determine o dominio da funcdo f (t)=tg(5t+1).

38) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento
das funcdes seno e cosseno no intervalo [—2m,27]. Generalize
para o conjunto R.

Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos as func¢des elementares:

1) Fungbes polinomiais — fungdo afim, fungao quadrética e
fungoes polinomiais de modo geral.

2) Fungodes racionais (quociente de fun¢des polinomiais).
3) Fungoes envolvendo médulo.
4) Fungoes trigonométricas - seno, cosseno e tangente.

As fungdes trigonométricas cotangente, secante e cossecante dependem
das fungdes seno e cosseno e serdo apresentadas em material
complementar. As fungOes logaritmo e exponencial também serao

apresentadas em material complementar.

Para construgao de graficos, sugerimos que vocé use seus conhecimentos
da disciplina Estudo de Softwares Educacionais: o software Winplot, por
exemplo. Lembre-se que para utilizar confortavelmente um software de

construcado de graficos, vocé precisa conhecer a teoria das fungodes.
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8 ed. Guarulhos: Atual, 2004. (Fundamentos da Matematica Elementar,

v.1 conjuntos, fungdes e v.3 trigonometria).

Estes livros apresentam um resumo da teoria e muitos exercicios

resolvidos e propostos.
CARNEIRO, VC. Fungoes Elementares, Editora da UFRG, Porto Alegre, 1993.

Dentre as refeéncias citadas na bibliografia, sugerimos a consulta

deste livro.
Revista do Professor de Matemitica (todos os niimeros). Sdo Paulo: SBM, 2006.

Em varios numeros vocé vai encontrar artigos interessantes sobre
as funcoes elementares; a maioria deles sera util para seu trabalho

em sala de aula.
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