Capitulo 1

INTEGRAIS

Neste capitulo estudaremos o conceito de integrahg propriedades. A integral tem muitas
aplicacbes na geometria (calculo de area de regiz@sms, comprimento de arco e calculo de
volume) e na fisica (calculo de trabalho, massaomemto de inércia). Um dos resultados mais
importantes deste capitulo é o Teorema Fundamdat&alculo, que relaciona a integral com a
derivada, e simplifica consideravelmente a solugimuitos problemas

1.1  Introducéo

A principal motivacdo para estudar o conceito degral estd em encontrar a area de uma
regiao plana qualquer. O problema pode ser fornouliadseguinte forma:

Problema 1. Considere uma funcaof :[a, b] -~ R limitada. Admitimos por simplicidade,

f(x) =0 para todo x[0[a, j . Queremos encontrar a area da regido plaBaque
esté limitada pelo gréafico dé , pelas retasx=a e x=b, e o eixox.

y=fx)

b

S={(>,<VDRZ,OS ys {xxe&x x }
Figura 1.1

O problema de calculo de area de uma regido @amigo. Os gregos ha aproximadamente
2.500 anos, ja sabiam como encontrar a area dguprgboligono. A idéia da técnica empregada
era dividir o poligono em triangulos e em seguiaar as areas obtidas. No caso em que a regido
plana era qualquer, o método utilizado era o daustfa, que consiste em inscrever ou
circunscrever a figura com poligonos cujas areameaonhecidas e melhorar a aproximacao da
area desejada, aumentando o numero de poligomr#aesou circunscritos. As Figuras 1.2 e 1.3
ilustram o método aplicado pelos gregos.
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Para encontrar a area da reg@odo Problema 1, primeiramente precisamos dizereo qu
significa a area dé&, e depois tentar calcula-la. A idéia intuitivaatea nos leva a dizer que a area
de uma regido plana € um numero real ndo negaifas.como defini-lo? Poderiamos pensar em
definir a area dé&s como sendo o supremo das areas dos poligonosn@sgeetangulos) contidos
em S (ver Figura 1.2). Vamos chama-lo de medida intel&, que denotaremos paon, (S . De
forma semelhante, poderiamos pensar em defineadegS como infimo das areas dos poligonos
gue contémS (ver Figura 1.3). Vamos chamar este nimero dedaegliterna de, e indicaremos
por m,.(S . Ao tentar definir a area d& usandom,, (S ou m, (S surge um problema. Estes
dois niumeros nem sempre sao iguais (como verem8gg&o 1.2). Assim para evitar uma escolha
arbitraria, definiremos a area &como sendo o numerA tal que

A=m, (9= m.( 3
Quandom,., (9= m,( $ dizemos que o conjunt®& é mensuravel, caso contrario &€ nao
mensuravel.
As nogoes dem,, (9 e m, (S nos levam as definicbes de somas inferior e supezias

definicbes de integrais inferior e superior. Andesapresentar estas definicbes, vamos relembrar os
conceitos de supremo e infimo de um conjunto e fuwapriedades que serdo Uteis para a
compreensao do texto.

Supremo e infimo de um Conjunto

Seja A um subconjunto d&R , A% [ . Dizemos queA é limitado superiormente quando
existe bOR tal que x< b, para todoxA. CadabOR com esta propriedade chama-se cota
superior deA. Analogamente, dizemos qu& é limitado inferiormente quando existd1R tal
gue a< x, para todoxd A. Um elementoalJR com esta propriedade chama-se cota inferior de
A.

Quando o conjunt® é limitado inferiormente e superiormente, dizemos A € limitado,
isto é, existema e bR tais queAll[a 4.

Uma cota superior deéque pertence &, chama-se maximo dA e indica-se pomaxA.
Uma cota inferior dé& que pertence &, denomina-se minimo d& e indica-se pomin A.

Exemplo 1.1. Considere o conjunté® ={ x[OR| x=2} . Temos:
a) 2,1,-10C sé&o cotas inferiores da. O conjuntoA é limitado inferiormente.

b) O conjunto A ndo possui cota superior, isto é, ndo exisféR tal queb=> x para todo
xO A. Logo A néo é limitado superiormente.
c) 2 é uma cota inferior dé\ que pertence ao conjun#®. Logo, min A= 2.

Exemplo 1.2. SejaB ={x[OR| -3 < x<4}. Temos:



a) -10,- 5,- Zsdo cotas inferiores d8 e 4,5, 7 sdo cotas superiores @ Segue queB &
um conjunto limitado inferiormente e superiormeiagp B € limitado.

b) -3 é uma cota inferior d8 que pertence ao conjuni®. Logo, minB = -3.

X+4

: ~ L. +4
c) O conjunto B ndo tem maximo. De fato, para tocadl B temosXTDB e x<

Desta forma, para tod®[ B, existe outro nimero eB que € estritamente maior que
Portanto,B ndo admite maximo.

O conjunto B acima é limitado superiormente, e ndo admite méximas tem uma cota
superior que é a menor de todas. Esta situacaaza@ndefinicdo deupremode um conjunto.

Definicdo 1.1.Seja AOR, A#[ um subconjunto limitado superiormente. Um elemdsitdR

chama-se supremo dé, quandob € a menor das cotas superiores @de e indica-se por
SUpA=h.

O supremo de um conjunto pode ser caracterizadwést das condicéecS) e (S)
apresentadas na proposi¢cao abaixo.

Proposicdo 1.1Seja AOR, AzZ0. Um elemento BR é osupremo deA, se, e somente se, as
duas condic¢des seguintes sao satisfeitas:

(S) ParatodoxOA, tem-sex<b;

(S,) Dadog>0 qualquer, existxJ A tal queb-¢ < x. (Ver Figura 1.4)
Demonstracéo.
(=) (S) é imediata, poi® € cota superior dé.
Para provar(S,), suponhamos que existe ugp>0 tal queb-¢,= x para todox[J A. Assim,
b-¢, € uma cota superior d&. Comob-¢,<b temos uma contradi¢éo, pdis € a menor das
cotas superiores. Logo, para toglo 0, existex[] A tal queb—€ < x.

(D )De (S) temos queb é cota superior deA. Falta mostrar quéd € a menor das cotas
superiores. Suponhamos que exista outra cota supealigamosc, tal que c<b. Entdo
e=b-c>0e por(S,), existex A tal queb—(b- ¢ < x Assim, existex[] A tal quec< x o que

€ absurdo uma vez queé uma cota superior d&.
|

supd - € supd =b

o dxed
Figura 1.4

Note que(S) diz queb é cota superior déA e (S,) afirma que ndo existe outra cota
superior menor qué . De maneira analoga, define-senfimo de um conjunto.



Definicdo 1.2. Seja A# [, AOORum subconjunto limitado inferiormente. Um elemeatd R
chama-se infimo dé\, quandoa € a maior das cotas inferiores dke e indica-se poinf A= a.

Proposicao 1.2.Seja AOR, A#. Um elemento @R € o infimo deA se, e somente se, as
seguintes condicdes sdo satisfeitas:
(I,) ParatodoxA, tem-sexz= a;

(I,) Dadoe>0qualquer, existex[] A tal que x<a+¢. (Ver Figura 1.5)

Demonstracéo. A prova é analoga a da proposicao anterior. €ooao exercicio.

infA=a infd +¢&

dxe4
Figura 1.5

Exemplo 1.3.Considere o conjunt® do Exemplo 1.2. Temos:
a) 4 é menor das cotas superioresRlglogo supB = 4.

b) -3 € a maior das cotas inferiores Be portantoinf B =-3.
c) Note que o conjuntdB possuiminB=inf B, e B ndo admite elemento maximo, mas
possui supremo.

Em R, todo subconjunto limitado superiormente posspresmo. Este fato é apresentado no
teorema abaixo.

Teorema 1.1.(Teorema do Supremd)odo subconjunto de nimeros reais, ndo vazio daldui
superiormente, admite supremo @&n

De forma analoga ao Teorema do Supremo, temos suttago que diz que todo conjunto
nao vazio de nameros reais que € limitado infergm®, admite infimo.

Lembremos as seguintes propriedades de suprenfime.in

Proposicdo 1.3.Sejam AOR, A0 e BOR, B#£0O. Se Bé limitado e A Bentao(i)
SUpA < suB e
(i) inf B <inf A.

Demonstracéo.

(i) Por hipdteseB € limitado, entdo existe IR tal que x< b para todox[1B. Como A0 B,
temosx < b para todox[ A. Assim, Aé limitado superiormente.

Sendo A e B limitados superiormente A e B admitem supremos, digamos $\ipa e
supB=/. De =supB temos,x< £ para todox1B. Como Al B, entéo valex< S para todo
xOA. Assim, S uma é cota superior do conjunto. Mas, @ € a menor das cotas superiores de
A. Logo, a < [, ou sejasupA < suB.

(i) Demonstracao analoga ao itén



Exemplo 1.4.Determine, caso existam, o maximo, minimo, supreamdnfimo do conjunto
A={xOR| ¥ <4} .

Solucéo. O conjuntoA pode ser escrito com{xOR| 2 < x<2}.
Temos,minA=-2, maxA= 2, infA=-Z2e supA= 2.

Exemplo 1.5.Considere a funcdd -=[ 2,2] R definida porf (x) = xX* —1. Encontre
sup{f (X)|-2< x< 2}e inf{ f(R| 2 < x<2}.

Solucgdo. A funcdo f é continua no intervalp-2, 2], pelo Teorema d#/eierstrass® f assume
em [-2,2] valores maximo e minimo que sa8 e -1, respectivamente. Portanto,
sup{f (x)|-2< x< 2}=3einf{ f(Y| 2<x<2} =-1.

1.2  Integrais Inferior e Superior, e Funcdes Integiveis

Para definir integrais inferior e superior, praoms de alguns conceitos relacionados a
particdo de um intervalo.

Particdo de um Intervalo

Uma particho do intervalo[a,b] é um conjunto finito P={x, X,..., X} onde
a=x<x<..<x%x,<x=%L

Os intervalogx_, %], i =1,...n serdo chamados os intervalos da partieao

| —— R B |
a:xo e X X X s X xn:b
X, X5 i-1 i i+1 ]

Figura 1.6

Os intervalos[x_l, )g] de P né&o precisam ter o mesmo comprimento. O nimero

|PF max{(} = %), 06~ %), O = %.1)}
€ chamadmorma da particaoP .

SejamP e Q particbes dda, b] . Dizemos queQ € mais fina do qud®, ou queQé um
refinamento deP, seP 0 Q.
Soma Inferior e Soma Superior

Sejam f :ap]- R uma funcdo limitadae P={Xx, %.... %} uma particdo dda,b).
Definimos a soma inferios( f; P) e a soma superid®( f; P da funcaof , referente a partica®
como sendo

! Teorema de Weierstrass. Seja f :[a,1] — R uma funcéo continua. Entdo f assume um valor maximo
e um valor minimo. Isto &, existem X, X, J[& [ tais que f(x)< f(X)< f(X,) paratodo x[[a b.



s(f;P=m(x= %)+ m( x= J+-+ pt x X)

=> m(X - xy)
i=1
e
S(f A= M(x— %)+ M(%= P+--+ M(x— x)
= M (% = %)
i=1
onde
m =inf{ f( ¥; x, < x< ¥}, ou seja,m =infimo dos valoresf(x) para x no intervalo
[%..%]. e

M, =sup{f (x);%_, < X< x}, ou seja,M, =supremo dos valore$(x) paraXx no intervalo
[% %]

Note que

n n

S(f;P) =2 m(x= xJ)< X2, M(x=x) = 8 fF

i=1 i=1
pois m < M. para todoi =1,---,n. Ou seja, a soma inferior de € menor ou igual & soma superior
de f relativa a mesma particao.

Quandof é continua e ndo-negativa ¢mb], podemos interpretar a soma infersgrf; P)
como sendo uma soma de areas de poligonos insaoitggafico f , e assim um valor aproximado

(por falta) do que intuitivamente entendemos peadla regido plang, delimitada pelo grafico de
f, pelas retasx=a e x=Db, e pelo eixox. Similarmente, a soma superi®( f; P pode ser

interpretada como uma soma de areas de poligormmscritos ao grafico dé , e como um valor

aproximado (por excesso) da area da regido fkana
A Figura 1.7 ilustra as observacdes acima.

A

y=F@ Y=/

a=x, X X X3 x4=b a=x, X1 X3 X3 X4=b

Figura 1.7
Exemplo 1.6.Calcular as somas inferior e superior para fun¢f®) = x°, definida no intervalo

[0,1]. Usar a particad® = {0% ,1}.

Solucéo.Os intervalos da parti¢ca® sao[x,, x] = [Oﬂ e[x, %] = El} Temos

? Dizer que a fungéo f :[a, b] - R élimitada , significa que existe CIR; tal que | f (X) |< ¢ para todo
xO[a b].



Segue que
s(f;P)=m(x- %)+ m( ¥~ 3

:O(£—0j+_1[1__1j:_1,
2 4" 2) 8
S(FPA=M(x%x-%+ M(%x- ¥
:E(E_Oj+1(l—}j:_5

4\ 2 2) 8

O que acontece com as somas inferior e supexandp acrescentamos um ponto a particao
P, ou em geral, quando refinan®8 O préximo teorema mostra que a soma inferiordi@mui e
a soma superior ndo aumenta.

Teorema 1.2.Sejamf :[a, b] - R uma funcéo limitadaP ={ x, X,..., X} uma particdo dga, b]
e Q um refinamento d® . Entdo

i) s(iP=sgfQe

(i) S(EQ=3fH.

Demonstracdo. (i) Vamos assumir inicialmente qu@ € obtida a partir dd® acrescentando um
pontoX , digamosQ ={ %, X,..., X_;, % X,...s X1, X}

Sejamm, m' e m" os infimos def nos intervalogx_,, x1,[ X_, ¥ e[X, X], respectivamente.
Temos,

S(H,Q=m(x= %)+ m( X~ J+-+ m X=X+ xR+
M (X =X+ m,( %= Q+---+ n( x= X))

s(f;P)=m(x- )+ m( ¥~ J+-+ m{ X~ 9+ 1 x, R+

My (X = X)+-+ M X— Xy
Fazendo,

S(H Q-9 B=mMDe x)+ M x")x 1o x ;¥
=m'(X= %)+ m(Xx=3- p{ =" %"%x  X)
=m'(X=%4)— Mm% X))+ M "% b x7p
= (M= m)(%= xy) + (= m(x "X
Comom’=m em"> m temos
s(;Q-«1f H=0.
Portanto, s&) é obtida a partir d® pelo acréscimo de um ponto temsfsf; P)< g f, Q.
Se Q possui varios pontos a mais do gle basta aplicar este resultado repetidamente eentexr

s(f; P £ Q.

(i) A demonstracdo no caso das somas superiores @ pauécida, e € deixada como exercicio.
|



Como consequéncia do teorema acima, temos questoda inferior € menor ou igual a
gualguer soma superior.

Corolario. Sejaf :[a,b] -~ R uma funcao limitada. Para quaisquer particdesQ de[a b] tem-
ses(f;P< g f Q.

Demonstracdo.Consideremos a partica®[] Q. Temos que a particd® 1 Q é a mais fina do que
P e Q. Pelo Teorema 1.2 segue que
S(EP=s{f P Qs $ f R Q= 6:f K
Portanto,s(f; P < § f Q.
|

Consideremos o conjunto das somas inferioresemties a todas as particdes[deb] . Do

Corolario acima temos que qualquer soma supenmna cota superior para 0 conjunto. Segue que

o conjunto é limitado superiormente, e pelo Teor&mapossui supremo. Analogamente, qualquer

soma inferior € uma cota inferior para o conjurdarfado pelas somas superiores. Assim, faz

sentido falar em infimo do conjunto formado pelasas superiores. Estas observacdes nos levam
as definicdes de integrais inferior e superior.

Definicdo 1.3.Seja f :[a,b] - R uma funcdo limitada. Definimos a integral inferiole f,

denotada porj'i f (x) dx, e a integral superior dd , denotada porj'ab f (x)dx, como sendo

a P

["f(dx=sups(f;P) e J;bf(x)dx=inf g8,

O supremo e o infimo sdo tomados relativamentelastas particoe$ do intervalo[a, b) .

Quandoj'z1 f(X) dx:J'ab f( X dx dizemos quef é integravel enja, b]. Este valor comum 4

chamado de integral da fun¢doe indicamos pof: f (x)dx.

Os numerosa e b séo respectivamente os limites inferior e supatéintegral, a fungéo
. . b
f(x) € o integrando e o simbolﬁ € um sinal de integragdo. E comum referlr-sﬁa & (x) dx
como integral definida dé em|[a, b].

b
A integral definidaJ' f (X)dx € um numero. Podemos utilizar outras letras pgreesentar a
a
variavel independente sem mudar o valor da integeseja,

[[tegdx=[ f(hdt=[ (3 de

Exemplo 1.7.(Exemplo de funcdo integravel) Sefa al) ~]JR a funcédo constantd x(9)k.

Mostre quef é integravel enfa, b] e quej': f(xX)dx=k(b- 9.

Solucéo.SejaP ={x, X,..., X} uma particdo qualquer de, b] . Temos que
m=inf{ f{( ¥ x, < x< ¥ =ke M,=sup{f(x);x,<x< x}= kparatodo =1,...n.
Assim,



s(f;P)=kb-39 e S(f;H=Kb-3.

Dado queP é qualquer, temos )
["f(dx=sups(f:P)= K(b- 9 e [ f(dx=inf § { B= Kb B
,a P

a P

Como as integrais inferior e superior sdo igu#is integravel enfia, b] e J': f(x)dx=kb- 3.

Exemplo 1.8. (Exemplo de funcéo nao integravel) Séjaa b[ - R a funcéao definida por
1, se x é racional
f(X) :{ e
-1,se x é irraciona
Mostre quef é nao integravel el b .

Solucéo.SejaP ={x, X,..., X} uma particdo qualquer de, b]. Em todo intervaldx_,, x] de P
existem numeros racionais e irracionais. Assim,

m=inf{ {( % x,< x< =4 e

M, =sup{f (x);%_, < X< x} =1 para todo =1,...n.
Seqgue ques( f; P)=—(b— g e S( f; P =(b- g para qualquer particdB de|a, b]. Logo,

["f(ydx=sups(f;P)=-(b- 8 e j:f(x) dx=inf § t B=(b- .

Comoj'z1 f (X) dx# Lb f( X dxtemos quef € nao integravel erg, b .

Area de uma Regido Plana

Sejaf :pb]- R uma funcao integravel tal quie(x) =0 para todox[[a [ . Definimos a
area da regido plang, limitada pelo grafico dey = f(X), as retasx=a, x=b e 0 eixox, como

sendo a integral dé no intervalo[a, b] (ver figura abaixo). Escrevemdyrea S= J': f( x d.

=71

b

Figura 1.8

Exemplo 1.9.Calcule a area da regid® limitada pelo grafico da funcad (x) =5, pelas retas
X=2 e x=6, e 0 eixo dox.

Solucéo. A Figura 1.9 mostra a regia®. Do Exemplo 1.7 temos que a funcdo constante é
integravel. Comof (x) = 0 para todox[J[2, 6], segue que

Area S= J'ZGS dx= 5(6— 2)= 20 u¢ (unidades de area).
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Figura 1.9

O Exemplo 1.8 mostra que nem toda funcgéo limitadstegravel. E importante saber quais
funcdes sdo integraveis. Os Teoremas 1.3 e 1ds dgmonstracdes serdo omitidas, garantem que
um grande numero de fungdes é integravel.

Teorema 1.3.Se f :[a,b] -~ R é uma funcéo continua ent&oé integravel.

Teorema 1.4.Seja f:[a,b] -~ R uma funcdo limitada, com um numero finito de psnte
descontinuidade. Entad, € integravel.

3
Exemplo 1.10.Calcule aj_3\/9— x> dx interpretando-a em termos de area.

Solugdo. A funcdo f(x)=+/9-x € continua no intervalg-3,3]. Pelo Teorema 1.3f ¢é
integravel no interval$-3,3]. Como f (x) =0 para todox[1[-3,3], podemos interpretar a integral

como area sob a curya=+/9- xX* , x de -3 até3. Observe quey/” =9- x*, ou
x*+y*=9 com y=0,

ou seja, o grafico dd é a metade do circulo de raio 3.

Portanto,

3 > T3 9
1_3\/9—x dx= =—.

2 2

1.2.1 Exercicios

1. Determine, caso existam, o0 maximo, minimo, suprerirdimo dos conjuntos.

a)  A={xOR -2 < x<5}: b) B={i; nDN}.
n+1
2. Considere a funcéd (x) = —x* + 2. Determine:
a) sup{f (x);—3< x< 1}; b) sup{f (x);—3< x<-1}.

3. Calcular as somas inferior e superior para fungfiox):l no intervalo[l,3]. Usar a
X

. . . . .1
particdo tal que o comprimento de cada intervalpatticao sejaé.

-1,se0<

2
1,se2< x< 4

R R

4. Considere a funcao definida poKx) ={

10



A funcédo f é integravel enf0, 4] ? Justifique.
5. Avalie a integraIJ'OZ\M— x*dx interpretando-a em termos de area.

6. Mostre o item(ii) do Teorema 1.2.

1.3 Integral como Limite de Somas

Na secao anterior definimos a integral de uma fongéando a linguagem de supremo e
infimo de conjunto. Nosso objetivo agora € mogita a integral pode ser interpretada como limite
de somas, chamadas de somas de Riemann. Paraeisisaimos estabelecer alguns resultados.

Teorema 1.5.Seja f :[a,b] - R uma funcgao limitada. As seguintes afirmacdes s@ovalentes:

(i) f é integravel;

(i) Dado €>0 qualquer, existem particoe® e Q do intervalo [a b] tais que
S(;P-¢ f Q<g;

(i) Dado €>0 qualquer, existe uma particAdR do intervalo [ab] tal que
S(f;R- ¢ f R<e.

Demonstracdo.Mostraremos quéi) = (ii ) .
Temos que

J'Zf(x)dx:sups(f;P)eJ':f(x) dx:irlljf StH.

Das Propriedades 1.1 e 1dadoe€ >0, existem partic6e® e Q tais que
jif(x)dx—%< {fP e jabf(x)dx+§> qfh.
Segue das relacdes acima efdeer integravel erfia, b] que

€ b € b E €
S( f; P)<E+L f( % dx=—2+Jia (x de_+-+ 61 &

Portanto,

S(f; P-4« f Q<e.

Agora, vamos mostrar qu@) = (iii ) .
Sejas >0. Por hipotese, existem particoBse Q do intervalo[a, b] tais que
S(f;P-¢ f Q<e.
Tome a particAdk = P00 Q de[a, b] . Entdo
s(f;QQ<{fReS(f;R<F f P. (Teorema 1.2)
Portanto,S( f; R— ¢ f R<e.

Falta mostrar quéiii ) = () . Para quaisquer partico€s e Q de[a, b] temos
s(f;P< g f B. (Corolario do Teorema 1.2)
Da definicdo de supremo podemos escrever
sups (f ;P)< S( f; Q) para qualquer partica@ de[a, b].
P

Segue quesups (f ;P) é uma cota inferior do conjunto formado pelas sosugeriores e assim,
P

11



SlPJps(f P)< ipf S(f;P.
Agora, vamos mostrar que,Plps(f P)= ipf S(f; P.
Se fossestlps(f P)< ipf S(f; P entéoirlljf Sf;P —sgps( f, P> Q.
Tomee = irg)f S(f,P —Sl:p 9 f; P). Por hipbtese, para esteexiste uma particd® do intervalo

[a,b] tal que
S(f;R- ¢ f R<e. 1)

Como
infS(f;, =<3 Res(f;R<sups(f;P)
P
podemos escrever

S(f;R-& f R2inf & P-sup & f P=¢,

0 que contraria a desigualdade (1) . Assim,
sups (f ;P)= ipf S(f; P,
P

ou seja, r; f (X) dx =Lb f (x) dx. Portanto,f € integravel.

Lema 1.1.Sejamf :[a, b] - R uma funcgéo limitada & :{ Xos Xyens )g} uma particéo dga, bl . Se
Q é um refinamento de P on@e=PO{%} entdoS(f;P- g f Q<2 M| H onde
M =sup{| f (x) |;xO [a,b]} €| P| é a norma da particad .

Demonstragdo.Suponhamos qu& esteja entrex_, e x . SejamM,, M 'e M" os supremos dd
em([x_, %], [%_, X] e[X, x], respectivamente. Assim,
S(ER-3 1 Q= M(x= x)- M™ ;%)= M(x ")
=M (X =X+X= X))~ M(X= X)) = M(x=73
=M (% =X)+ M (X= %)~ M'(X= x;) - M'(x-73
= (M, =M ")(% = %)+ (M = M)(X- x.,)
<2M (X = X)+2M (X~ x,)
=2M (% = %_,)
<2M |P].
|

Observacao:Generalizando o Lema 1.1, & € uma particdo dig, b] obtida pelo acréscimo de
pontos a partica® entdoS(f; P- g f Q<2 nM R.

Teorema 1.6 A integral superior de uma funcao limitad&:[a,b] - R é o limite das somas
superioresS( f; P quando a norma da particdB tende a zero, ou seja,

J T dx=fim & £ 7.

Demonstracdo.Dadoe > 0. Temos que mostrar que exigte 0 tal que
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0<IPKS = —e+[ f()dx< £ Pee+[” (¥ d.
Da definicdo de integral superior temos

J':f(x) dx< § f B para qualquer particd® de[a, .
Observe que

—s+J';b f(x)dx< § f, B para qualquer particaB de[a, b .
Ainda, da defini¢céo de integral superior, para®0 dado existe uma particad@={x, X,..., X}
de[a bl tal que

S(f; Q<[ (3 des.

a 2

Tomemosézm, onde M =sup{|f (x)|;x[ [a,b]}. SejaP uma particdo arbitraria com
0<|P k d. Considere a particA® = P[] Q. Note que a particdd® € obtida a partir dé®> pelo

acrescimo de no maxima-1 pontos, poisQ possuin+1 pontos ondex,=a e x, =b. Da
observacéo feita apds o Lema 1.1 temos

S(;P-9 f R<2 M r1)| H.

Segue que
S(;P< g f R+2 M r1| H (R é um refinamento d®)
£
<§(f;,Q+2M(n-1)———
(Q ( )4(n—1)M
b € €
<L f(dx+_+=, sempre queO<|P[<3.
Portanto,

ImS(fR=[" 13

De forma analoga, mostra-se qJ:JZef (xX) dx= |Lilm0 g fh.

Soma de Riemann

Sejam f :p p]- R uma fungao limitada & ={Xx, %,..., X} uma particdo d¢a, bl . Uma
soma de Riemann dé em relacéo a particd® é qualquer expresség( f) da forma

S(N=Y (&)X~ x,),

ondec € um numero erfix_, x] parai =1, 2,...n.

Se f(c)>0 entdo f(c)(x — X_,) representa a area do retangulo de fasex_,) e altura
f(c) (ver Figura 1.10).
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i :
a=x, € X O Xy X XXy €, X,=b

Figura 1.10

Observe que independentemente da escolltaldles_,, X] temos

(= 3(H= TP

ou seja,

S M=) €3 HO(x- %)< M(x- x), pois m< {6 M.,

Exemplo 1.11.Determine a soma de Riemann paréx) =2-x°, 0<x<2 e P a particdo de
[0,2] em 4 subintervalos de mesmo comprimento. Escah&omo sendo o extremo direito do
subintervaldg x_j, x] .

Solucéo. O numero de subintervalos €, ou seja,n=4. O comprimento dos subintervalos e

b-a_2-0_1 1 3

=——=—. Os subintervalos sé%o,l][—,l} ,{1,—} e F 2} Assim, q—— c, =1,
n 4 2 2] 12 2 2

C, :g e c, = 2. Logo, a soma de Riemann é
S, ()= Z f(e)(x— xy)
( jgl+f(1)G}+f( jE—+f(2)[—l—

L
4 4

NI I\Jll—\

Teorema 1.7.Seja f :[a,b] - R uma funcéo limitada. As afirmacdes sdo equivakente
@) f € integravel;

(i) Existe ollFilmoZn: f(c)(x — x_,) independentemente da escolhacda[x_,, ] .
R
O b
Neste casollpllrpoi; f(c)(x - x.,) = j f(® dx.

Demonstracéo.
(i)= (i) Do Teorema 1.6 € integravel temos

ims(f: P =[ (3 d=lim & 1 P.

|P|-0

14



Observe que valem as relacdes
s(f;P)< Z f(¢)(x— x,)< & f P independentemente da escolhacde[ x_,, X] .
i=1
Aplicando o limite nas desigualdades quahBd— O e o Teorema do Confroritooncluimos que

Ilme(C)(x- ) =] (9 dx

[P|- 0%

(i)= () Para provar quef é integravel ema, b], mostraremos que para todo>0, dado
arbitrariamente, existe uma particRode [a, b] tal queS( f; P—- g f B<e.

Sejal = ||F!|moz f(c)(x —x%_,) . Da definicéo de limite, dade>0 existe umd> 0 tal que
B

= Xq)— |

Fixemos P={Xx, %,..., X} com O<|P|<d e tomemos ¢ U[x_, Xx] de duas maneiras.

<% independentemente a escolhacde[x_, X].  (2)

Primeiramente, vamos escolherc O[x_, Xx] tal que f(q)<m+;, onde
an(x - %)
=inf{ f( ¥ xI x, A} ,paracada=1:--,n. Assim,

S A@05 )< mx- %)+ 5= 6 1 pel,

ou seja,
> )0 -x) -5 <1 . 3)
i=1
Agora, vamos escolha O[ x_,, x] tal que
€
f(C)>M —————, ondeM, =sup{f (x); xO[x_, X]} .
4n()§ - X—1) e
Assim,

D@01 > 2 MO ) 5= & 155,
isto é,
Zf >$>$1+>S(fF) (4)
Das desigualdades (3) e (4) resultam que

S )5 < (EBS §FR<Y (0% 0+,

i=1

De (3), temos que as somas de Riem@rf C)(%—-x%,) e Z f(T)(% — %) estdo no intervalo

i=1
(I—%,I +%J Logo, s(f;P) e S(f; P pertencem ao intervalc{l—%,l +52j e assim

S(f;P- g f P<e. Portanto,f é integravel.

® Teorema do Confronto . Sejam f, g e h funges com o mesmo dominio D, sendo

f(X)<g(¥<hR.se f(x) e h(X) ttm o mesmo limite L com X — a entdo g(X) também tem limite
L com X - a.

15



O teorema acima garante que fse integravel enfia, b], entdo o valor do limite

lim Z f(c)(% - %)

[PI-0

. b
€ 0 mesmo, independentemente da escolha de é igual aJ'a f(x)dx. Se, para uma escolha

particular dosc,, encontrarmosllglmoz f(c)(% - x,) =L, entdo terem0§ID f (X) dx= L. Usaremos

esta observagdo no proximo exemplo.

Exemplo 1.12.Considere a fungdd a[b, } R definida porf & = x. A funcdo f é integravel

b
em|a, bl ? Justifique. Caso afirmativo, determiﬁe(dx como limite de somas de Riemann.

Solucdo. A funcéo f é continua enja, b], entdo pelo Teorema 1.3 temds € integravel em
[a,1].

Para determlnaf xdx dividiremos o intervalda, b em n subintervalos de mesmo comprimento,
a

formaremos as somas de Riemé&g f) :z f(¢)( x— x,) onde escolheremos como sendo 0
i=1

. Lrb
extremo direito dos subintervalos da parti¢ape calcularemo[j';lmosn( f), que seraj' x dx.
N a

Com efeito, para cadallN, consideremos

pfa a8 o 209 (r00ma o (02 |
n n n n

a particdo que consiste em divifiit b] em n partes iguais, cada uma com comprime?q%_eg.
n

Para cada subintervalo

{a+(i—1)(b—;a),a+iM (b3 e temosf (¢ ) = a+ill=9

n n

, G =a+i
n

A soma de Riemann é
Si(H) = 2 f(e(x- x)
:(b—a){w(b— IR Calk: TR € N 3+M

n n n n n

S a){na+(b a)[1+2+ -+ (n—1)+ ri}

n

=a(b-a+ (b= = a) [(1+2n) n} (soma P.A com termos)

(b-a)° , (b-9°
2n 2

_a2 N (b_ 3)2

2 n

zab-&+
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b

Como os comprimentos dos intervalos da partiPagao iguais a%a, fazer|P| tender a zero

equivale a fazen tender ac . Logo,

b
Portanto,J' xdx=
a

lim S,( f) :|nimo{

|P|-0

b2_a2+(b_a)2 :b2_a2
2 n 2

b? - a?

1.3.1 Exercicios

1.4

1.

Determine a soma de Riemafy f) da fungéof (x) =3x—2, ondeP ={Xx, X, X, % X} €
a particao do intervalfi, 5] em quatro subintervalos de mesmo comprimento, e:
a) C € o extremo direito de intervabg_,, x] ;

b) C € o extremo esquerdo do interado, x] ;
C) ¢ € o ponto médio dpx_;, %] .

Considere a funcdd :[0,4 R definida porf (x) = x*.
(i) f é integravel enf0,1]? Justifique.

1
(i) EncontreJ'O x’dx como limite de somas de Riemann.

Sugestao: Dividir o intervald0,1] em n partes iguais, escolhec como
sendo o0 extremo direito dos subintervalos, e usar relacdo
P+22+F+...+n°= n(n+1i3(2n+1).

Considere a funcdd a[b, } R definida porf & = €.
(i) f é integravel enfia, b] ? Justifique.

N b _ .
(i) EncontrejEl e‘dx como limite de somas de Riemann.

Propriedades da Integral

Na definig;éloLID f (x) dx, assumimosa<b. Nos casos em qua=b e a>b definimos as

integrais como sendo

[[fax=0 e [ f(xdx==[" (3 d

respectivamente.

Teorema 1.8 Sejamf, g fun¢des integraveis efa, b] e kKOR . Entdo:

a) kf éintegravel enfa,b] e [k f(x) dx= K (3 d

b) f+g éintegravel enfa,b] e ['[f(x)+g(X] dx=[" { ¥ dw| X d;
c) Se f(x)=0 paratodox[a 4, entéoj: f(x)dx=0;
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d) Se f(x) = g(¥) paratodoxO[a b, entaoj: f(x) dx= jb o ) db.

Demonstracdo. Vamos provar os itens (a), (c) e (d). O item @xdmos como exercicio.
(a) SejaP ={x, X,..., X} uma particdo déa, b] . Toda soma de Riemann da fun¢géé é da forma

2 k ()0~ x,) ondeg O[x_, X].
i=1
Como f € integravel enja, b] entdo existe

n

lIPilmoz f(c)(x - x_,) independentemente da escolhacde[x_,, X], e € igual a

[[f(9ax.
Assim,
llglrp(); F(c)(% - %) = k'.iﬁl‘o; e x= x)
=k[ (%) dx

Portanto,k f € integravel enfia, b] e J':k f(X) dx= kj': f(y d.
(c) SejaP :{ Xos Xiseeen >g} uma particdo déa, b] . Como f é integravel enja, b] entdo existe
P 04

lim z f(c)(x - x,,) independentemente da escolhacdeem|[x_, x], e é J': f (x) dx.
i=1

Como f(c)=0 para todoc U[x_,, X] segue que
2 f(e)0 —%.4)20.
i=1

. Lo
Portanto,lglrpoiZ:l: f(c)(x —x,)=0,0u seja,L f(x)dx=0.

(d) De f(x)= g(X) paratodox[a I segue que
(f —g)(X) =0 para todox[a b .
Dos itens (a) e (b) temos que- g € integravel enja, b] e

[[(f-g)dx=[ (3 dx[ ¢ ¥ d.

Aplicando o item (c) a funcédd — g temos,
b b b
L(f -9)(X) o|x=ja f( 3 olx—ja g X dz0.
b b
Portanto,J'a f (x) dx= J'a a R d

Exemplo 1.13.Calcule a integraf(3x+ 4)dx.

Solucéo.Dos Exemplos 1.7 e 1.12 temos

[ 4dx=4(5-1=1€ e fxdx: 2571_45

Pelos itens (a) e (b) do Teorema 1.8 podemos escrev
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5 5 5
L (3x+4)dx= 3J'l X dx+ J'l 4d;
=3[12+ 16= 5=

Exemplo 1.14. Sejam f uma funcdo integravel enfa,b] e m MOR. Mostre que se
m< f(X) < M para todoxO[a, b entdom(b- a)sj': f() d< M b &

Solucéo.Considere as fungbeg e h definidas porg X ¥ m e h(x)=M para todox[[a .
Temos queg e h sdo integraveis effa, b, pois sdo funcdes constantes, e

[Pmdx= ngb- 2 e [ Mdx=M(b- 3.
Comoms f (x)< M para todox[[a b, segue pelo item (d) do Teorema 1.8 que

m(b-3 <[ f(3 b M b 2

Teorema 1.9 Sea<c<be f éintegravel enfa, ¢, em|c bl e em[a, b], entdo

(Do dx=[" f(9 dxr [* 1 ¥ o

Demonstracdo.Seja P uma particdo d¢a, b] . Comocl(a, b) entdo ouc € um ponto da particdo
P, isto é,c= x para algum , ou c esta no interior de algum subintervalo da partiBdmu seja,
cl(x_, X). Considere a particdB' de[a bl formada da seguinte maneira: sdor um ponto da
particdo P entdo P' sera a propriaP . Se cU(x_, X) para algumi, entdoP' sera a particdo
formada por todos os pontos Bemais o pontac. Assim, 0s subintervalos da particRo serédo os
mesmos deP, com excecao do subintervely_, x] que sera dividido erfix_, d e [c X]. Desta

forma teremos|P| < |P|.

Suponhamos que na particd o intervalo[a, ¢] foi dividido em | subintervalos e o intervalo
[c, D] foi dividido emn—1| subintervalos.

A funcéo f integravel enia, b], entdo podemos escrever

[t dx=lim " f(6)( x- .

_nm{Zf(c)(x D if(fp)(x— x_l)}

IPl- 0 i i=+1

—Ilme(c)(x-xl)Hlm Z fle)( x— X .

P~ |:I +1

Como|P < |P|, temos qu¢P| ~ 0 quando|P| - 0. Assim,
[ (x)dx= nmz f(Q)(x= o) +lim_ S 190X %)

|:I+l
Como a fungdof integravel em[a,c| e [c,b] temos que os limites na igualdade acima s&o

respectivamenté: f(x)dx e Lb f (x) dx.

Portanto,

j:f(x) dx= [ (% dx+J'Cb 3 d.
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Exemplo 1.15. Considere a fung&d (x) ={

2 Calculara i " f(x)d
. acuaralntegraj'O (x) dx.

Solucéo.A funcado f é integravel enfO, 5], pois € continua (Teorema 1.3).
Temos quef é integravel enf0, 2] e

[ (9 dx=[ 2dx=2(2- 0)= 4.

f é integravel enj2,9 e

5-22 21

2 2

[ o dx=| xdxe

Logo pelo Teorema 1.9 temos

14.1

1.5

[ fogax=] 2dx [ xa»

:4+£:£9

2 2

Exercicios

) 3
Calcule a mtegra]'3 xsenx dx.

. p b
. Escreva a integral como uma unica integral da fofmb(x) dx.
a

a) [ fogaxr] f(9de [ (¥ b
b) [ Hegdx-] f( e [ K

1 4 4 3
Sejof(t)dtzl, jof(t)dt=—2 e Lf(t)dt=2.Encontrejlzf(t)dt.

Mostre o item (b) do Teorema 1.8.

Teorema Fundamental do Célculo

Calcular integrais definidas usando somas de Riengatrabalhoso, mesmo para fungdes

simples. Nesta secdo vamos demonstrar o Teorendafental do Calcufoque estabelece uma
conexdo entre as operacOes de derivacéo e integriagte teorema permite encontrar a integral
definida, para uma classe de funcbes, de mangidar& simples sem utilizar limites de somas.
Para isso, introduzimos o conceito de primitivaude funcéo.

Definicdo 1.4.Seja f :[a,b] - R uma funcdo. Uma primitiva dd em [a,b] € uma funcédo
derivavel F :[a,b] - R tal queF'(x) = f(X) para todox[a 4 .

Exemplo 1.16.

* Este teorema foi estabelecido independentemente por Sir Isaac Newton (1642-1727) na Inglaterra e
Gottfried Leibniz (1646-1716) na Alemanha.
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a) Se f(x)=2x entdoF(x) = xX* é uma primitiva def , pois F'(x) = f(X) .
b) Se f(x) =2 entdoF(x) =€ é uma primitiva def , pois F'(x) = f(X) .
c) Se f(x) =senx entdoF(x) =—cosx € uma primitiva def , pois F'(x) = f(X) .

d) Se f(x) =cos(2) entaoF (x) = E0(&)

€ uma primitiva def , pois F'(x) = f(X) .

e) Se f(x)=3" entdoF(x) = |33
n
5

f) Se f(x)=x' entdoF(x) :Xg € uma primitiva def , pois F'(x) = f(X) .

€ uma primitiva def , pois F'(x) = f(X) .

5
g) Paratoda constante(cOR), F(X) :XE+ ¢ € uma primitiva da funcad (x) = x*.

Note que se-(x) € uma primitiva def em [a b] entdo para toda constante(c[1R), a
funcdo G(X) = F(X) + c também € primitiva dé em|[a, b] .

A proposicao a seguir, estabelece qud-§g) € uma primitiva particular dé entdo toda
primitiva de f é da formaF(x) +c.

Proposicao 1.4.Se F,G:[a b -~ R sado primitivas da funcaof :[a, b] - R, entdo existe uma
constantecJR tal queG(x) = F(X) + c para todox[a b .

Demonstracédo.Considere a fungadl a[b, 3 R definida porH (x) = G(X) — F(X¥ . Temos que
H'(x)=(G(X - F(X)'= G(3- F(3= f( ¥— { =0 paratodoxO(a,b).
Como a funcadH possui derivada nula em todos os pontogaib), segue de um resultatidsto
no Calculo I, queH é uma funcdo constante. Portanto, existéR tal que G(xX)— F(X = ¢, ou
seja,G(X) = F(X) + c para todox[[a b .
|

Teorema 1.10. (Teorema Fundamental do Calculo — THCSe f :[a,b] - R € uma funcao

integravel eF :[a, b] - R € uma primitiva def entéoj: f(x)dx=Fb- H39.

Demonstracdo.SejaP ={x, X,..., %} uma particdo d¢a, b] .
Temos queF é derivavel enia, b], e conseqientemente é continua enfa, b]. Segue que- ¢é
continua e derivavel em cada intervgbo,, x] da particdoP . Aplicando o Teorema do Valor
Médic® em cada intervalo dB, existec, (x_, x) tal que

F I(Cl) - F(X) B F(x—l)

-1

para todo =1,...n.

® Se uma funcgédo continufi:[a, b] - R possui derivada nula em todos os portas(a, b), entéo
f é constante. (pagina 233 do material de Célculo 1)

® Teorema do Valor Médio. Seja f uma funcéo continua em [a, b] e derivavel em (a, b) . Entéo existe
f(b)- f(a)

O(a b f'(c) =
c (a, )talque (c) b_a
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Como F'(c) = f(g) resulta que

F(%)—F(%.,) = f(¢)(x— x,).
Podemos escrever

S.(f)= Zn: f(¢)(x— Xy) (¢ escolhido como acima)

= S TF(X) - F(x.)

=F(b)-F(a).
Assim,

imS(f)=Hb-H3g.

|P|- 0

Como f é integravel entéo o valor deste limite € o mesndgpendentemente da escolha dose

portantoj': f(x)dx=Fb- H39.

. b
E comum expressar a diferenEdb) — F(a) por F(X) o

Exemplo 1.17.Calcular as seguintes integrais definidas:

a) szz dx;
b) [.(2¢+3)dx

C) E (senx+ x)dx.

3
Solucéo.a) A funcaoF (x) =X§ € uma primitiva da funcéd (x) = xX*. Logo,

312
rxde:X_
1 3|1
2 r_7
3 3 3

b) Aplicando as propriedades da integral e o TeareEondamental do Calculo, temos
1 3 _ 1 1
[[@C+3)dx=2[ Xdx+| 3d>
1 1

=22 |7 +3x
4l-1 -1

LY _
_2{4 2 }3[1 )]

4

C) E (senx+ x)dx= E senx dx+ E xd:

Z X
=—COSX| " +—

[N
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_ ) 1 (Y
=| -cos—— (- cosO)+—=[—
2 2\2

T® _TC+8
+—= .
8 8

1

Exemplo 1.18 Calcule aj'_zzl X |dx.

Solucéo.A funcao f (x) =| x| pode ser escrita como
-X,se-2< x<0
f(x)= :
X, se0< x< 2
Das propriedades da integral e o Teorema Fundahuen@alculo, temos

J'_22| X |dx= J'_Oz— X dx+ J'Oz xd

X210 x*|2
21-2 210
=2+2=4.

O Teorema Fundamental do Calculo pode ser aplipada calcular a integral definida de uma
funcdo f , quando se conhece uma primitiva fle No que segue, mostraremos que toda funcao

continua enfa, b] possui uma primitiva.

Se uma funcédof € continua enia b], entdo f € integravel no interval¢a, x| para

qualquer x[[a b . Para cadax([a b a integral J'axf(t) dt € um ndamero e € unico. Assim

podemos definir uma funcd@ que a cadax[[a b associa esse numero. Mostraremos Gué
uma primitiva def .

Teorema 1.11.Se f :[a,b] - R € uma funcdo continua entdo a fung@o[a i — R, definida
por G(x) :J'X f(t) dt, é derivavel 6G'(x) = f(x) paratodox[a .

a

Demonstracdo. Seja cl[a b. Para encontrar a derivada da func@&o determinaremos as

derivadas laterais da@ no pontoc. Inicialmente mostraremos que
jim SN &0 _ ¢y
h-o* h

Vamos assumih >0 e admitir quec+ h{[ g { . Pela defini¢cdo d& ,

Gle+h-a9=[" fy dr-[ 1) d
= j f(t) o|t+jc°+h (1) dt—j: f()dt  (Teorema 1.9)

="t
A fungdo f é continua enfc, c+ H, entdo pelo Teorema de Weierstrass exiskem, ][ G c+ 1
tais que
f(x)< f(t)< f(x,) paratodatO[c,c+Hh.
Pelo Exemplo 1.14 podemos escrever
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fohs< [ HHdts f(x)h
Comoh>0 eJ':+hf(t)dt:G(c+ H- Q ¢ temos

(g < SEDA9 ¢ gy (5)

Note que seh - 0" entdox, - c" e x, » C", pois x, e x, estdo entr& e c+h. Da continuidade
de f podemos escrever
lim f(x)=1lim f(x) = (9 e lim f(x,) =lim f(x)=f(9.
h-0 X - € h-0 % — C
Fazendoh - 0" na desigualdade (5) e aplicando o Teorema do G@uaflobtemos
jim S(C* ?]_ X9 - ¢(g),

h-0*
ou seja, par& tal quec+hl[a [ temos,

G, () existe eG, (¢) = f(0).
De forma analoga mostra-se q@(c) = f(0) e assimG(c)= f(c). Observe que para e b
temos apena$, (a) = f(a) e G_(b)= f(b). Segue queG ¢ derivavel eG'(x) = f(X) para todo
xUO[a b .

Exemplo 1.19.Encontre a derivada da func&gx) = J'Oxsentz dt.
Solugdo.Como f (t) =sent® é continua, entdo pelo Teorema 1.11 temos@j(e) = f(X) =sen¥X.

Exemplo 1.20.Ca|culeij‘X e dt.
dx-1

Solugdo.Vamos aplicar o Teorema 1.11 juntamente com a Rimy@adeia. Fazendo= xX° temos
ijx etdtzij'u & di
dxt dx’t
=1Uuet dt} Gd—u
dul-? dx
=e'[2x =2xe .

1.5.1 Exercicios

1. Calcular as integrais abaixo:
a) fz (2x+ x*) dx; b) j:cos xdx;

0 [3e™dx d) [3dt.

2. Achar as derivadas das seguintes funcgdes:
a)  G(x)=[ i+t dt;

b) F(x) :lentzdt; (Sugestao: escre\jélntzdt = —Lxln t?dt)
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c) H(x)= J.:xcost dt.

3. Calcule a integral definid4 [x— 4[dx.

1.6 Integral Indefinida

O Teorema Fundamental do Céalculo estabelece ufagace entre primitiva e integral
definida. Para representar a familia de todasiastiwas de uma func¢ad introduzimos a notacéo

I f (x) dx, que de acordo com a definicdo abaixo sera chadeidgegral indefinida.

Definicdo 1.5.Se F(x) € uma primitiva def (X) em um intervald , a expressad-(x) + ¢ ondec
€ uma constante arbitraria, € chamada integral findda da funcao f(x) e € denotada por

jf(x)dx: F(XY+ C.

Da definicdo acima temos

[fdx=F(R+c = F(3= (3.

Note que a integral indefinid{if(x) dx representa uma familia de funcdes (a familia de

todas as primitivas), enquanto a integral deflrj'lglzﬁ(x) dx € um namero.

Propriedades da Integral Indefinida

Teorema 1.12 Sejamf,g:1 - R fung¢des definidas em um intervdlg que possuem primitivas,
e k uma constante néo nula. Entéo:

a) jkf(x)dxz kj f(3 d
b) j[f(x)+g(x)]dx:j f( 3 dxrj g X d.

Demonstracéo.
a) SejaF uma primitiva def . TemoskF € uma primitiva da fungék f , pois

(kF(X)'=kF'(X = kf( 3 paratodoxO1 .

Portanto,
'[kf(x)dx: KR 3+ ¢
- <
_k[F(x)+k}
=k[F(¥)+g]
=kj f(X) dx.

b) Deixamos a vocé como exercicio.
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Exemplo 1.21.

x* (x*)
a) |x¥dx==+c, pois| — | = x°.

2X 2X '
b) [e*dx=S—+ ¢, pois i
) | L ( 2]
C) J'senxdx: — COSX+ C, pois (—cosx)'= serx.

Podemos construir uma tabela de integrais, arphat derivadas das funcdes elementares.
Chamamos estas integrais de imediatas. No que §sgueos algumas integrais imediatas.

Tabela de Integrais Imediatas

1. jdx: X+ C
Xa+1

2. J'x“dx: +c, (o éconstante & # -1)
a+l

3. jldx=|n|x|+c

X
4, J'exdx: &+ ¢
5. J'axdx: Ia +c,a>0ea#l

na
. J'senxdx:— COSK+ C

6

7. [cosxdx= sem+ c

8. jseéxdx: tgx+ C

Q. J'cossef:xdx:— cotget ¢
10. J'sechtgxdx: sec ¢

11. jcosseaD cotgdx=- cossee C

1 _
12. Ixz +:de— arctgx+ c

13.j L dx=arcsenx+ c
1-x°

14.J' 1 dx=arcsec x }c.

xv X -1

Exemplo 1.22.Calcular a integral indefinidaj'(1 +senxj dx.
X

Solucéo.

J‘(l +senxj dx= J'E dx+J' senxdy> (propriedade da integral)
X X

In|x|+¢ —cosx+c (¢ ec, constantes arbitrarias)
= Ix|-| cescC c=qg+c).
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3 2
Exemplo 1.23.Calcular a integral indefinidﬁwdx.
X
Solucéo.
3 2
dexzj.(xz +3x+i1j adx
X X

=J'x2dx+ 3j X dx+ 4]1 d> (propriedades da integral)
X

X3 NG
== +¢+3=+c, +4In|x |+
3 G > C |X[|+c

X3 2

:§+3i2+4ln Ix[+c  (c=g+c+g).

Observacao: Quando tivermos uma soma de varias integrais imdas, escreveremos uma Unica
constante para indicar a soma das constantesedgagfio.

Exemplo 1.24.Calcule a integral indefinidﬁ( Semx +—2j dx
cogx X
Solucéo.
senx 2 sen 1
+— |dx= dx+ 2| — dx
J‘(cos?x x3j J‘co§x jx3

:J'tgxsecxdx+ a'x“” d>

-2

=secx+ +C
1
:secx—?+c.
Exemplo 1.25.Calcule a integral definidﬁl 22 dx.
0x +1
Solucéo.
12dx 1 odx
~[0 x*+1 _ZJ-O X +1

1
=2arc tgx‘O (tabela - item 12 e TFC)
= 2(’3 - o} =
4 2

1.6.1 Exercicios

1. Calcule as integrais indefinidas:

J-t3+9

a) J-(3x2 +x'+1)dx; b) dt;
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. x?In x
C) je dx; d) j iy dx;
senx 4
e ————dx; dx.
) J‘1— serf x L j 1- X

2. Verifique por diferenciac@o que a igualdade estéeta.

X 1
a) Il+x2 dx=—2In(1+ X)+ C;

b) szex dx= &( X-2 % 2)+ ¢

X

1
dx= .
© J‘\/(4—x2)3 § 4\/4—x2+C

3. Determinar a funcad (x) tal que:
1

jf(x) dx=3senx+ 2/_x——6+ C.
3X
4. Calcule as integrais definidas:
a) [ (€ +%)dx b)  [2(3cos+ B )6.

1.7  Técnicas de Integracao

Muitas vezes, para calcular uma integral indefint@cisamos usar certos artificios
matematicos para transformé-la em outra integras ienples de ser obtida. Nesta se¢do vamos
apresentar duas técnicas basicas para calculgrargendefinidas, que sao:

* Método da Substituicdo ou Mudanca de Variavel, e
* Meétodo da Integracdo por Partes.
No proximo capitulo veremos outras técnicas cegnatgao.

1.7.1 Método da Substituicdo ou Mudanca de Variavel

Sejamf e F funcgles tais qué& = f . Suponhamos qug seja outra funcao derivavel tal
gue a imagem day esteja no dominio dd-. Podemos considerar a funcdo compoBtay.
Aplicando a Regra da Cadeia e usando o Fate f temos

[F(g()] = F( o 3) Od( X
= f(9(x) [G'(X¥ .

Assim, obtemos a formula de integracdo pelo métiadsubstituicao
[fF(e()H(R d= R d P+ ¢

Se fizermos a mudanca de variauet g(X) e substituirmosy'(x) dx pela diferencidl du entdo

" Diferenciais foram vistas no Calculo 1. Se U= g( X) entdo du= g'( X) d>.
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[f(9().0( d=] (Y d= R y+ .

A técnica da mudanca de variavel é uma ferrameotierosa para calcular integrais
indefinidas, que permite substituir uma integrdhtreamente complicada por uma mais simples.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.26.Calcular as integrais indefinidas:
a) j2x e dx;
b) [cos( 3+ Jdx;
c) j3x2 ( X2+ 2)10 dx.

Solucéo.

. 2 .,
a) Para calcular a |ntegr§d2xeX dx faremos a mudanca de variavel

u=x e obtemosiu=2xdx.
Logo,
J'erx2 dx:J' € du
=¢'+c (voltando a variavel iniciak)
=& +c.

b) Para calcular a integr§bos(3<+ 2)dx faremos a substituicéo

u=3x+2 e obtemosgdu=3dx ou % =dx.
Assim,

J'cos(3<+ 2)dx= j% du

:Ej‘cosu du
3
1
=—seru+c
3
1
=§sen(3<+ 2)}cC.

c) Encontraremos §3x2(x3 + 2)°dx fazendo a mudanca de variavel

u=x+2. Segue qualu=3X dx.
Logo,
J'sz(x3+ 2)1°dx=J'u1°du

11
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Exemplo 1.27. Use o método da substituicdo para mostrarque( dx=In|secx { c.

Solucéo.
nx
J'tgxdx=J'i dx.
COSX
Fazendou = cosx obtemosdu = —-senx dx.
Assim,
J'tg X dx= —I%

u
=-=Inju|+c
=In +C

COSX
=In|sex [tc.

Exemplo 1.28.Calcule a integral indefinidﬁx2 1+ x dx.

Solugédo.Fazenda? =1+ x comt =0 obtemos2t dt = dx.
Assim,

[ X1+ x dx= [ (P -1’ Ot ot
=2j (t% -1 %t
= 2j (t* - 2% + 1)Edt
:2j (t° — 2 +t%)dt

tT 2° t3
=2| ————+—|+cC
7 5 3

4 2
2

=21+ x)/ (@+ x){(“?)()2 - 2(1; X)+—ﬂ +cC

Exemplo 1.29. Calcule a integraJ.TJrS.
X°=2X

Solucéo.

j dx ZJ' dx
x> =2x+5 7 (x-1F+ 4
Fazendou = x—1 obtemosdu = dx. Assim,
dx 1
= d
jx2—2x+5 J-u2+4 !
1
:j 24 du
u-+4
4




(fazendot =% obtemos2dt = du)

(tabela)

NIFR NP NP

O meétodo da substituicdo de variavel pode seraugaata calcular integrais definidas.
Podemos utiliza-lo de duas formas:

1. Mudamos os limites de integracdo ao fazer a mudalgavaridvel, e aplicamos o
Teorema Fundamental do Célculo. Neste caso, a fardauintegracéo torna-se

[ R o=[") 1 d (u=g(x)

2. Calculamos a integral indefinida correspondentegne seguida aplicamos o Teorema
Fundamental do Calculo.

4x
x? +1
Solugdo.Fazendou = X* +1 obtemosdu= 2Xdx. Para encontrar os novos limites de integragio,
notemos que
se x=0 entdou =1,
se x=2 entdou =5.

Exemplo 1.30. Calcule a integral definidf})2 dx.

Assim,
J'Z 24X dx=2 °du
0 x“+1 1u
5
=2In|u |
1
=2In5-2In1
=2In5.

Outra maneira de calcular a integral definida éwoptimeiramente a integral indefinida, e
em seguida aplicar o Teorema Fundamental do Caldejamos:

J' 24X dx=2J‘EJ (u=x+1, temosdu= Xdx)
X“+1 u

=2In|u|+c
=2In(x* +1)+c.
Aplicando o TFC, temos
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2

jz 24X dx=2In(¥ +1
ox -1 o

=2In5-2In1
=2In5.

Exemplo 1.31.Encontre a area da regi& limitada pelo grafico da funcad (x) =sen X, pelas

Tt .
retasx=0 e Xx=—, e 0 eiX0 dOX.

Solucaa A regido S esta ilustrada na Figura 1.11.

A

=

T

0 7/,
Figura 1.11

Como f(x)=0 para todoxD[O,T—ﬂ, a area da regia® (ver definicdo na Secao 1.2) € dada por

Area S= J'fsen 2xds.

Fazendou = 2x obtemosdu = 2dx. Os novos limites de integracéo sao:
se x=0 entdou=0;

T
se X =§entaou =TI
Logo,
Area S= jfsen 2xd>
=1J.nseru du
2 0

Tt

1
=-—cosu
2 0

= —%(cosn— cosO

=lu.a.

1.7.2 Exercicios

1. Calcular as integrais indefinidas.

a) J‘\3/3x—1dx; b) jcos(5<+ 2)dx;
c) jﬁdx; d) j'“Tde;
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. dx
e) j cotgx dx; f) J'm .

2. Calcular as integrais definidas usando o métodouldanca de variavel.

G 2 3dx
a dx; b ;
) J-O X3 +1 X ) J-% xIn?3x
C) f x e dx; d) jog 2x 3 dx.

3. Calcule a integra[ seqdXx.
Sugestao: Escreveecx = se(x(seCX—HgX).
(secx+ tgx)

1
4. Mostre quej% = —arctgl( + c,ondea#0.
X" +a a a

1.7.3 Método da Integracéo por Partes

Sejam f e g fungBes derivdveis num mesmo intervdlo Pela regra da derivada do
produto temos

[FOITO(R] = F(30d X+ { xOg X
Note que[ f(X) Ch(X] é uma primitiva dé f (x) [G( X]" . Assim podemos escrever

j[f'(X)EQ(><)+ f(QUg( Y] d= { X0 x+
ou ainda,
[T dx= (0 X=[ f( ¥O ¢ X dx ,.
Observe que ao desenvolver a integral no segunaabnoesurgird outra constante de integracgéo.
Supriremos a constantg na féormula acima, e no final do processo introdumds uma constante

C para representar todas as constantes de integragélvidas. Deste modo podemos escrever
[fT'(9 dx= f(30d ¥-| (X3¢ X d,

que é a férmula de integracéo por partes.

Vamos reescrever a formula da integracdo por gartando uma notagcdo que se torna facil
de ser memorizada. Fazendo
u=f(x) ev=g(X temosdu= f'(X)dxe dv=g'(x dx.
Entdo a formula da integracéo por partes podesseita como

judv = uv—j vdi

Exemplo 1.32. Calcular a integraJ'x cosdx.
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Solucdo. Vamos aplicar o método da integracdo por partea palcular a integral. Para isso
devemos escolhar e dv. Fazendo
u=x e dv=cosxdx, temos

du = dx e V =Senx.
Aplicando a formula da integracao por partes obgmo

J'xcosxdx: xsenx—j serxd
= XSenx+ Cox+ C.

Exemplo 1.33. Calcular a integraj IR dX.

Solucéo.Fazendo

u=Inx e dv= dx, temos
1

du==dx e V=X.
X

Logo,
—_— (S l A
J'Inxdx— xXin x j >ex (o)

:xlnx—jdx
=XInx— x+ c.

Exemplo 1.34.Calcular a integraj' arcsemx.

Solugéo.Fazendo
u = arcserx e dv= dx obtemos

du= ! dx e V= X.

V1-x2

Aplicando a férmula de integracéo por partes temos

X .

V1-x?

faremos a mudanca de variavel,

I arcserxdx= X arcsem— I

X

V1- %3

t=1-x* e obtemogt=—- 2dx.

Para calcular a integrél

Assim,
| X =1l
V1-x2 27 12
1t
21 4
2
=—J1-X’ +g¢.
Portanto,

J'arcsen(dx: x arcsem++ 1X + c onde(c=-¢).

Exemplo 1.35.Calcular a integraj' x* cos 2 dx.

34



Solucéo.Fazendo
u=x e dv=cos 2xdx obtemos

du=2xdx e vzj.cos&dx:% senX.

Assim,
2

sz cos&dx:% sen 2(—] X sen2d.

Para calcular 4xsen X dx devemos aplicar novamente o método da integrapépgutes.

Fazendo
u=x e dv= sen Xdx obtemos

du = dx e vz—%coszx.
Segue que,
X 1
J'xsen X dx=—-— cos 2<+—J' cosd;
2 2

=—§cos2x+1 sen&+gq.
2 4

Portanto,
2

Ixzcos&dx:% sen2<+12( cosi&—l4 seng «

Exemplo 1.36.Calcular a integra[ e cosx dx.

Solucéo.Fazendo
u=e” e dv= cosxdx temos

du=3€"dx e V =Ssenx.
Assim,

J'e3x cosxdx= & senx f & senxd.

Para calcular a integréle3X senx dx aplicamos novamente a integracéo por partes. Hazen

u=e* e dv= serx dx temos
du=3e*dx e V = —COSKX.
Segue que,

je3x senx dx= - & cosx ﬁ & cosxd.
Logo,

je3x cosxdx= & senx 3 cosx 19 ¥ coxc
Note que a integral do segundo membro é igualegyiat que queremos calcular.
Chamanda = je"'x cosx dx podemos escrever

| =e*senx+ F* cos— 9,
ou seja,

I :i[e3xsenx+ I cosx.
10

Portanto,
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3x
I cosxdx——[senx+ 3cox+ «

Podemos calcular integrais definidas usando iatggr por partes. Combinando a formula

de integracao por partes com o Teorema Fundanamtaélculo obtemos

b b b
[, T = f(30d ¥ [ F(¥D6 X d

gue € a férmula de integracéo por partes pararadtdgfinida.

Exemplo 1.37 Avalie a integralj'llen X dx.

Solucéo.Fazendo

u=f(x =Inx e dv=g'(¥ dx= xd; obtemos
2

du= f'(X dx=1 dx» e v=g(X =X
X 2

Usando a formula da integracéo por partes pargraitdefinida temos,

2 2
jlen xdx=x—ln % —jzi( >
1 2 1 N1
2 2 2
2—Inz—llnl
2 2 4
2
=2In2- 2. 1
4 4

:2In2—§.
4

2
1

1.7.4. Exercicios

1. Calcule as integrais indefinidas:
a) Ixzé dx; b) j(x—S)seéxdx;

) jx“m x dx; d) j arctg dx;
e) jln (x* +1) dx;

2
~ . ) , ~ X
Sugestao: Aplicar o método da integragao por SHBCFEV% =1-
X

f) J'seéx dx;

Sugestao: Escrevselx = sex[]séx e useseéx = tgx+ .

2. Calcular as integrais definidas:

1
XC+1
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a) [ xedx b) [ (x+1)cosdx

C) j;serf’x dx; d) jlzlzl(—zx dx.

3. Use o método da integracéo por partes para magtear

J'sed‘xdx: —% sefi* x cox+nT_1J' séri xd.

Sugest&o: Expresser x = serx séeft x.

4. Suponha qud " é continua enpa, b] . Mostre que
b
f(b) = f(a)+ f'(a)(b- 6)+L(b- ¥y f( x d.

1.8  Caélculo de Areas

Vimos na Secédo 1.2 que de al) ~]JR € uma funcao integravel tal quie(x) =0 para
todo x[[a 1, a area da regido plar&limitada pelas retag=a, x=b e y=0, e pelo grafico de

f é dada porArea S= J': f(y db.

=1

S

a b
Figura 1.12

Podemos estender o calculo de area para uma cesseampla de regides planas. Vamos
assumir que as fun¢des envolvidas sao funcdegaveig. Vejamos:

1. Se f(x) <0 paratodxO[a 4, entdo —f(x) >0 e assimArea S= —j: f( x d.

y=Jx

s={(x YOR% a< xx be { x< %0
Figura 1.13

Observacéao: Se a regi&@é descrita como na Figura 1.14 entdo

Areas=[" f(y de[ (xdx[ €xc
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VRN |

a L\/ d b

S ¢ o conjunto hachurado

Figura 1.14

2. Se a regiao plana esta entre os graficos de dngédsy = f(X) e y=g(X, e as retas
X=a e x=b, com f(X)=ag(X para todo x[O[a b entdo

Areas=[" f(y de[ ¢xd

y=71®

y=g

S={(x yOR% e xx be g)< ¥ )k
Figura 1.15

A Figura 1.15 ilustra o caso ond® € a regido limitada pelas retassa e x=h, e pelos
gréaficos das funcbes e g com f(x)=g(x) =0 para todox[[a b . Note quef(x)—g(X) =0
para todox[[a b . Se for mantidof (x) > g(X¥ para todox[a b, mesmo quey néo satisfaca a
condicdo g(x) =0 para todox[[a b, o calculo da area do conjunt® continua o mesmo. As
Figuras 1.16 (a) e 1.16 (b) ajudam a visualizadlouwto da area.

NS,

‘ N\ . S N
=g

: 5
fix)=f(x) +k e g(x)=gx) +k,

k & constante

Figura 1.16.

Exemplo 1.38. Calcular a area da regia® limitada pelas retagx =1, x=2 e y=0, e pela curva
y=x+2.

Solucdo. A regido Sesta ilustrada na Figura 1.17.
Area S= LZ( X+2) d
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4 2
=| X +2x
4 1
23
=—u.a
4
1 /
2
S
1 2
Figura 1.17

Observacao: Em alguns casos a e/ou x = b precisam ser determinados.

Exemplo 1.39.Encontre a area da regi®limitada pelo eixox e pela paraboly = x* + x- 2.

Solugdo. A parabolay=x*+ x—2 corta 0 eixo dosx nos pontosx=-2 e x=1, (ver Figura
1.18).

Area S= —j_lz( X+ x2) d

N G 1
=—| —+—-2X
3 2 -2

22
=-|-=|== ua.
2) 2

NV

-2 S 1

Figura 1.18

Exemplo 1.40.Calcular a area da regi& limitada pelas reta:x=% e y=-x+2, e pela curva

x=y.

Solugéo. As curvasy =—x+2 e x= \/Yl interceptam-se no ponto de abscissa 1 (ver Fipa&).
Area S= Ll[— *2- %] d
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1
) 1 2 p—-x 42

Figura 1.19

Exemplo 1.41.Encontre a area da regid® limitada pelas curvagy=x+2, y=2, y=-1 e

X= V.

Solucdo.A reta y= x+2 e y=-1 interceptam-se no ponto de abscis§ As curvasy’=x e
y =2 interceptam-se no ponto de abscissa 4. As cuyvasx e y =-1 interceptam-se no ponto

de abscissa 1. A Figura 1.20 indica os pontos teesecao das curvas.

y=x+2

Figura 1.20

Areas=[[ w2-(-1)] db¢ [ (2= ¥ dx [ [V *(-1)] ¢

2 0 0 4 4 1 1
=X+ 3x +2><{—g)63 ——2%3 + )}
-3 -3 0 3 0 3 0 0
15
=—Uu.a.
2

Outra maneira para encontrar a area acima, ¢ aakimtegralArea S= J'_zl[ y—( y2)] d.

1.8.1 Exercicios

1. Esboce a regiao limitada pelas curvas dadas e eacatea da regiao:
a) y=Xey=x;

b) y:6+x,y=x3ey=—§;
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=

C) y==—,y=x,x=2ey=0;

- X

d) y=—, x=1, x=2ey=0;
X

e) y=cosx, y=senx e x=0;

f) y=x-1ey’ =2x+6.

2. Considere a regido descrita pelo conjuStalado, e calcule sua area.
a) S={(x YyOR% 0< x<1, #< ¥ ¥;
b)  S={(x yOR% 1< x2, x ¥ %;
C) S={(x YyOR?% x0, X- x ¥- x+5 k.

1.9 Integrais Improprias

o . b . . .
Na definicdo da mtegraIL f(x)dx, assumimosf uma funcéo limitada no intervalo

fechado e limitadda, b]. Agora, vamos estender o conceito de integral pardemais tipos de
intervalos. Isto é, para intervalos da forfagh) , (a,b], (a,b), [& +), (—o,b], (a,+»), (-«,b) e

(=00,00).

Definicao 1.6 (Integrais Impréprias em Intervalos Limitados)
a) Seja f:[a,b) - R uma funcdo integravel enjat], para todot em (a,b). Se

IirD tf(x) dx existir entdo este limite € chamado integral ingi® de f no intervalo
t_b va

[ab),e escrevemo}b f (%) dx=lim J't f(% dx.
a t_b Ja

b) Seja f :(a,b] - R uma funcao integravel ef,b], para todot em (a,b). Definimos a

b
integral imprépria de f no intervalqa,b] como sendolimjt f(X) dx, se este limite
t-a

.. b . b
existir, e escrevemoﬁ f (x) dx=lim L f( X dx
a toa’

c) Sejam f:(a,b) - R uma funcédo ecl(ab). Se Lc f(x)dx e J'cbf(x) dx existem entéo

definimos a integral imprépria dé em (a,b) por J': f (X) dx= J': f (x) dx+ J'Cb f (x) dx.

Observacoes:

a) Com a notacdo do item (c) da definicho acima pedg®var que, seJ':f(x) dx e
J'Cb f (X) dx existem para alguncll(a, b), entéoj': f(x)dx e J': f (X) dx existem para todo
A0(a,b). Logo, pela contra-positiva, para mostrar qp:ef (X)dx ndo existe, basta

encontrar um pontal(a b) tal queJ': f(x)dx ou J'Cb f (x) dx ndo exista.
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b) Costuma-se chamar a expres%bd (X) dx de integral, mesmo que o dominio daseja
[ab), (a,b] ou(ab). E escreve-se a integrﬁi’ f (x) dx igual ao limite correspondente,

b
mesmo antes de calcular o limite. Deixando subéidergue a integraj f (X) dx so existe
a

guando o limite correspondente existe. Por exemp,f estd definida em[a, b)

b ot .
escrevemo} f(X) dx= Ilmj f( » d», mesmo antes de calcular o limite.
a tob vYa

Quando a integral f(x)dx existe dizemos que esta integralo@vergenteCaso contrario,
a

dizemos que divergente

Exemplo 1.42 Determine se cada integral € convergente ou givee.

a) j;\/%dx;

b) j:% dx:

11
C) J'Oﬁdx, ondep>0.

Solucéo.

a) A funcéo f (x) = € continua enp0,t] paraO<t<2. Logo, f é integravel enfo,t] para

1
VJ2-X

todot (0, 2). Da Definicdo 1.6 temos

szdx— lim jti dx
0J2-X 1-27042-xX
t
=lim-2v2-x
to2 0
= Iirgl(—Z\/Z—t +242)
[
=2J2.
. 2 1 ) 2 1
Comolim dx = 2\/5, a integral dx é convergente.
taZ‘J‘O J2-X J IO V2-X J

b) A funcéo f (x) =1é continua enfit,1] paratodoO<t<1. Logo, f é integravel enft,1] para
X
todo O<t<1. Assim,

11 . 11

—dx=Ilim | =dx
OX t0"Jt X
1

=limIn x
t-0"

t
:tllrgl[lnl—lnt] =400,

.1l ~ . . 11 Lo
Como Ilmj —dx néo existe, a mtegr%l —dx é divergente.
t-0"Jt X 0 X
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c) A funcao f (x) :ip € continua enfit,1] para todat [1(0,1). Note que parg =1 a integral é
X

11 L .
J'o—dx, gue é divergente (item (b)).
X
Vamos analisar a convergéncia da integral gardl. Neste caso,

j —dx— I|m —pdx

Xp
=lim x“’dx
t-0"Jt
. X—p+1 1
=lim
t-0" —p+1]

Sep>1 entéo—p+1< 0, e quandd — 0" temost™" _. +00. Segue que
Ilmj —dx nao existe. Logo, a mtegr@—dx com p>1 é divergente.
Se0< p<1entdo-p+1>0, e quandd - 0" temost ™" — 0. Logo,

.1 1
lim| —dx=——, isto é, alntegra —dx € convergente.
0" Jt xP - p o xP

Portanto, a integrajo—pdx € convergente pa@< p<1 e divergente parp>1.
X

Exemplo 1.43. Avalie a integraljolxln X dXx.

Solucdo. A funcdo f(x)=xIn x ndo estd definida na origem, e € continua[efij para todo
0<t<1. Assim,

1 . 1
jxln xdx=lim | Xn xd.
0 t-0"Jt

1
Para obterJ't xIn x dx vamos usar integracdo por partes. Fazendo

=In x e dv= xdx obtemos

Assim,

2 2
J'lxln xdx=Iim {—t—ln t—1 +t—}.
0 t-0"| 2 4 4
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Vamos usar a Regra de L’ Hospital para calculamdé do primeiro termo.

2 —
I|m—t—lnt—I| Int
2 t-0

I
l=
o3

|
‘-lL‘v—rH—\ '_KJN‘

—*
w

1
3
~—
N
I
o

1
S
N

1 1
Portanto,J.0 xIn xdx= _Z

Exemplo 1.44. Calcule a integraj'1 dx.

X
1J1-%2

Solucao.A funcao f(x) =

\/X_z esta definida enf-1,1), e é continua nos intervalfis0] para
1-x

todo -1<t<0 e[0,9] para todo0<s<1. Assim,
1 X X
——— dx+ dx
'[‘1\/1—x J- 1\/1 X J- 0J1- %
desde que as integrais do segundo membro sejarargemtes. Vamos calcular
dx=lim

0 X 0 X d
Para obter
'[ \/1 NG

u=1-x*, obtemosdu=— Xdx.

dx, aplicaremos o método da substituicdo. Fazendo

Assim,
0o X —1
.[t \/1_—)( J-l @/‘
=-Ju[
1-t
=-1+1-t.
Logo,

jolJl_de—tllr_q[ 1+\/ﬁ}

=-1.
Agora,

r X dx—llmj

0J1-x2 Vl NG
:”m_\/alt

t-1 1

=!irrl][—\/1—t2 +1}
=1.

Portanto,
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jl X _dx=-1+1=0.

-1 ,1_ X2

Exemplo 1.45. Calcule a integra.[llzildx.
IV

Solucéo.A funcao f (x) = esta definida en{-1,1), e € continua nos interval¢s0] para

X2

todo -1<t<0 e[0,s] paratodoO<s<1. Assim,

11 o 1 11
I—lxz—ldx_j—lxz—ldx-l-.[o Xz—ldx’

desde que as integrais do segundo membro sejarergemtes. Calcularemos
[ 1 ax=iim [—1dx

Ayt -1 erdt -1

A funcéo f(x) = le_ 1

9= 351251

pode ser escrita como

Entao
Polgelp LgcdP Ly,
tx -1 29t x—-1 27t x+1
1 o 1 0
—Eln|x—]ﬂt —Eln|x+]Ht
1 1
:—Eln|t—]j+—2In|t+]|.
Segue que,
o 1 . 1 1
j_lxz_ldx:tllr_q[——zln|t—]4+—2In|t+]q
= —00,

- . 11
dx é divergente, concluimos que1

0
Como a integraL 1dx € divergente.

1
x* -1 x?
Se a integralj'ab f (X) dx existir e f € ndo negativa no seu domirj@mb), (a,b] ou (a,b)

entdo esta integral pode ser interpretada comeaad# regiads do plano ilimitada sob gréafico de
f e acima do eixx, e entre retax=a e x=Db (ver Figura 1.21).

Figura 1.21
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Definicdo 1.7 (Integrais Improprias em Intervalos llimitados)

a) Seja f :[a,+) - R uma funcéo integravel effa, t], para todot >a. Se lim ;f(x) dx

t -+

existir, entdo este limite € chamado de integradrispria de f no intervalo[a, +o) . Neste

caso usamos a notagﬁ)m f(X) dx:tlirp J'; f( ¥ dx.

Analogamente, sef :(-o,b] - R € uma funcdo integravel ef,b] para todot<b,
definimos a integral imprépria dé em (—co,b] por j_b f(x) dx:tlirp Lb f( ¥ dx, quando o
limite existir.

b) Seja f:(a,+o) - R uma funcdo. Se para alguml[l(a +c) existirem ch(x) dx e
J'Cm f(x)dx, definimos a integral impropria de f em (a,+o) por

j g dx=]" (% dx+j:°° Y d.

De forma anéloga definimos as integrais imprépmasa funcdes definidas em intervalos
da forma(—,b) e (—oo,+c0).

Observagoes:
a) Costuma-se chamar as express@aémsf (x) dx, J'_b f(x)dx e J'_m f (x) dx de integrais. E

escreve-se a integriljw f (x) dx, J'_b f(x)dx ou J'_w f (x) dx igual ao limite correspondente,

mesmo antes de calcular o limite. Deixando subéidenque a integral s6 existe quando o
limite existe.

b) Com a notacdo do item (b) da definicAo acima pedg®var que, sej:f(x) dx e

J'Cm f (x) dx existem para algunc[](a,+), entéoj': f(x)dx e J';w f (x) dx existem para
todo A [I(a,+»). O mesmo vale para integrais definidas m,b) e (—co, +).

Quando a integralj'awf(x) dx existe dizemos que esta integral é convergentso Ca

contrario, dizemos que é divergente. O mesmo \aie @s integrai§_b f(x)dx e J'_m f (x) dx.

Exemplo 1.46.Determine se cada integral € convergente ou diviéeg

a) jom e * dx;

b) J'lm%dx;
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C) J'lmx—lpdx, ondep>0.

Solucéo.

a) Da Definicao 1.7 temos
[T dx=lim [ &* o
0 t+o0d0

. t

= lim-¢e~*

| N )

0

=lim(-e" +¢€)

t -+

= lim [—%ﬂ}
t -+ e
=1.

et : o )
Como lim | e*dx=1, a mtegraljO e * dx é convergente.

{400

b) E‘”ldx_ iim [ dx

t -+ 1X
= lim Inx
| N ) 1
= lim [Int=In1]
t -+
=limInt=+oo.

| N )

T . , ol
Como o limite ndo existe, a mtegrﬁlll —dx é divergente.
X

. a : o0 ]
c) Para analisar a convergéncia da mteﬁral—p dx, estudaremos os casos em quel e p#1.
X

Se p=1entéo a integraj'lmldx é divergente (item (b)).
X
Parap#1, temos

rwidx— lim x P dx

1 Xp N )

. {tl“’ 1}
= lim -
trell-p 1-p

Se p>1entdol-p<0, e quandd — +o temost™ — 0. Logo,

1 L
lim l—pdx—— isto é, a mtegra —pdx com p>1 é convergente.
t - 400 X p_

Se0< p<1entdol- p>0, e quandd - +o temost™® - +w . Neste caso,

t -+

~ . . : o ] .
lim x Pdx ndo existe, e assim a mtegl.{?l —pdx com p<1 é divergente.
X

: o 1 . :
Portanto, a mtegrajl —pdx € convergente parp>1 e divergente par@< p<1.
X
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Exemplo 1.47. Calculej'om e*senx dx.

Solugao.Da Definigao 1.7 temos
+0o . t _
IO e *senxdx= lim| €&* senxd.

N )

. b . . ~
Para calcular a mtegré!)e “senxdx aplicaremos a integragéo por partes. Fazendo

u=e”* e dv=senxdx, obtemos

du=-¢e*dx e V = —COSX.
Assim,

t t t
J'Oe‘xsenxdx:— ex cos% —J'O & cosxd.
0

to_ . . ~
Para calculadoe “cosxdx, aplicamos novamente a integracao por partesnBaze

u=e” e dv = cosxdx, obtemos
du=-e*dx e vV =senx.
Logo,
t
j;e‘xsenxdx: ¢ €' costr COSG)lZ e* se+ +j; € semd}
0
ou seja,
j;e’xsenxdx:% F &' costr + & sen.
Portanto,
(Note que cos e sén sao limitada
o . 1| cod sem
j e “senxdx= lim~-| ———+1—— 1
0 tetw 2| @ <! quando— - O quandp— +o )
e
_1
>
+o00 l
Exemplo 1.48.Ca|cu|ej —adx.
X~ +9

Solucéo.Podemos escrever

v ] o 1 v ]
[ v +9dx—J‘_m v dx+ [ g
desde que ambas as integrais do segundo membmno a@ja@ergentes. Calculando,
[" = lim [ —dx
0 X*+9 t-+dox*+Q

t

= lim }arctg?xs (Secao 1.7.2 — Exercicio 4)

ta+003

0

t - +o0 3

=lim Farctgl——l arctg%
3 3

=lim Earctg£
3

{400 3
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1 _r
X*+9 6

L, 0
De forma analoga, mostra-se qﬁe

5 dx=1,
X“+9 3

+00
Como ambas as integrais sdo convergentes, a intieglta € convergente fe

Observacao: Qualquer uma das integrais impréprias definidas)acpode ser interpretada como
uma area, desde que a funcao seja ndo-negatirgegeal convergente. Por exemplo, §6x) =0

para todox=>a e a integraIJ': f (X)dx existe, entdo definimos a area da regido correspaa

S={(x YOR? x> a0< y { ¥ como senddArea S:L+°° f( ¥ db.

(S\f\

la X

Figura 1.22

Exemplo 1.49.Esboce a regi&o corresponde®e{( x y OR* x<1,0< y< &, e determine a
area desS.

Solucdo. A regido S estd ilustrada na Figura 1.23.

A

Y y=e"
1
[ |
1 x>
Figura 1.23

Area S= j_lw éd

. 1

=lim texdx
t o —o0

. 1

= lim e

to—

= Jim (e~ ¢)

=eua.

Em algumas situacdes estamos interessados soemers@ber se a integral € convergente ou
divergente. O proximo resultado (Critério da Comagdp) permite afirmar a convergéncia ou
divergéncia de uma integral comparando-a com oftdemonstracdo serd omitida.
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Teorema 1.13. (Critério da ComparacaoBejam f,g:|l - R funcdes tais qu@< f (x) < g(X)
para todox[J 1, ondel é um intervalo da forméa, b), (a,b], (a,b), [a +x), (a,+»), (-w,b],
(=c0,b) ou (—0,+00).

a) Se aintegral deg em| € convergente entdo a integral deem | é convergente;

b) Se aintegral def em| é divergente entéo a integral dgem| é divergente.

Note que item (b) no teorema acima € a contraipagio item (a).

Observacoes:

a) O Critério da Comparacao pode ser aplicado quaih@dde g(x) sdo ambas ndo positivas.
Sejam f e g fungbes tais quef (X) < g(X) <0 para todo x| (I € um dos intervalos
acima).

0] Se aintegral dd em | converge entéo a integral deem | converge.
(i) Se aintegral dg em | diverge entdo a integral deem | diverge.

b) No Critério da Comparacéao, a hipétesefde&) e g(x) serem ambas nao negativas (ou nao
positivas) é essencial. Se esta hipotese é rempudiemos ter problema. Vejamos:

Considere as fung¢def, g :(O,]] - R definidas porf (x) :_—1 e g(x)=1. Temos
X
g(x)= (X, pois f(x) <0 para todoxD(O,]].
Calculando
1 ! .t L oy
jog(x) dx_j0 dx:!LrElL dxlim g =lim (L - }=1,

! 1-1 : 11 , 1
IO fF(x) dX:J-O? dx= lim - t;(dx:llﬁrg—ln| #tzltm—(lnl—ln| ) =—c.
Logo,

J';g(x) dx converge, maﬁﬁ f (x) dx diverge.

X
x*+1

Exemplo 1.50. Verifique que a integral imprépriEoo dx é convergente.

Solucédo.Temos que
x* < x*+1 parax=>1.
Segue que
1
x*+1
Multiplicado por x a desigualdade acima temos,
X 1
<— parax=1.

x*+1 X

Como jl+mi3dx € convergente (Exemplo 1.46), segue pelo Critlai€omparacéo que a integral
X

1
<? parax=1.

0<

+o0 X L,
J' —— dx é convergente.
X'+l
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Exemplo 1.51.Mostre que a mtegr:{ dx e divergente.

Solucéo.Parax =1 temos

1+e >E>O.
X X

1+e*>1 e

+00 . . ~ . +o00 +
Comoj'l 1dx € divergente, segue pelo Critério da Comparag;acaqutegraIJ‘l 1+e
X

divergente.

Exemplo 1.52.Verifique queJ.:o Cgi;dx é convergente.
X

Solugdo.Parax=0 temoscos x< 1. Podemos escrever
cosx__ 1
X*+9° X+

0< n para todox=0.

+oo
Como j 5
0

. wCOS X ,
mtegraIJ' >——0dx & convergente.
0 X°+9

Exemplo 1.53. Aplique o Critério da Comparagéo para verificae rﬁ;erx € convergente.
X

Solugéo.ParaO< x<1temos X e*< e. Segue que

eX

0<
J‘ &

paraO<x<1.

Como I dx € convergente, temo§ de também €& convergente. Logq' \/_ dx é

convergente.

1.9.1 Exercicios

1. Verifique se a integral é convergente ou divergentevalie aquelas que sdo convergentes.

a |7 X2X+1dx; oy [° 1+24t2

O Loy D [T @0y
e) J-j: xe™ dx; ) j:In zdz

¢) J‘oﬂowlx_mdxi h) jom e cos 2x dx.

2. Use o critério da comparacao para determinar seegral € convergente.

—X

dx é

1+9dxé convergente (Exemplo 1.48) segue, pelo CrittaoCdmparacdo, que a



—X

w dx e )
N e’ b) L&dx’
+00 rf
°) J-lezl—xdx; 9 J-O i§+)£d ’
o1 , V1+x
o | \/X5_+1dx, f) j:Tde.

3. Se f(t) € continua para=0, a transformada de Laplace deé a funcéoF definida por

F(s) =J'O+w f(t) € dt, e o dominio deF é o conjunto de todos os nimem$ara 0s quais
a integral converge. Calcule a transformada dedcaptias seguintes funcoes:

a) f(t)=1; b) f(t)=cost; c) f ¢)=6e"; d) f(t)=t.

1.10 Utilizacdo de Pacotes Computacionais

Softwares de Computacdo Numérica permitem ao asa&ecutar, com alguns comandos
simples, uma quantidade de operacdes que seridveivile ser feita manualmente. Existem
diversos pacotes comerciais especificos para alloaltumérico. Um dos mais populares é o
MATLAB: praticamente onipresente nos meios cieotii Diversos “clones” do Matlab, com
licencas cddigo livre, foram desenvolvidos noswilts anos. Dentre eles podemos citar o Octave.

O Octave foi concebido aproximadamente em 1988 pardair de referéncia para uma
apostila de um curso de Projetos de Reatores Qusmgue estava sendo escrito por James B.
Rawlings, da Universidade de Wisconsin-Madison dalen G. Ekerdt da Universidade do Texas.
Atualmente o Octave é utilizado de maneira maislampe a planejada de inicio, estando presente
tanto no meio académico como em aplicagdes conercia

As sintaxes do MATLAB e do Octave sdo muito semas assim como suas
funcionalidades.

Os computadores sao ferramentas essencialmentericaspédesta forma, as principais
linguagens de programacgédo sdo maneiras elabor&adassihar ao computador como manipular
guantidades de modo a transforma-las em outragidqades. Apesar de padrdo, o processamento
numérico ndo é a Unica funcionalidade dos compuéadatuais, de fato, em 1844, Lady Lovelace
previu a possibilidade de uma maquina manipulabsios. No entanto, s6 em 1953 conseguiu-se
construir um sistema que realizasse calculos algghbsimples.

A manipulacdo simbdlica em computadores modernasu@/mente, bastante corriqueira e
estamos acostumados a manipular toda sorte denafdio simbodlica (nomes, datas, textos...) nos
mais diferentes contextos. A idéia central da denada Computacédo Algébrica ou simbolica é
manipular simbolos matematicos diretamente de foem#ornecer respostas algébricas para
problemas algébricos.

O pacote Gnu/Maxima é um software livre para caékumatematicos, com sintaxe
semelhante a do software Mathematica. Ambos podemutiizados para a manipulacdo de
expressfes simbdlicas, incluindo integracdo, difdegdo, resolucdo algébrica de sistemas de
equacdes lineares e ndo-lineares além de maniputhEdetores e matrizes. O Maxitaroduz
resultados precisos e pode exibir graficamentedesme dados em duas ou trés dimensodes.

® Entrou para a histéria como a primeira mulher paotdora, onde criou um algoritmo para o
calculo da Sequéncia de Bernoulli usando a macnadtica de Charles Babbage.
° Tanto o Octave como o Maxima podem ser baixaddsitamente em http://sourceforge.net/.
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A seguir, apresentaremos alguns exemplos das gialidades do Maxima no célculo
integral e diferencial.

5
Exemplo 1.54 Calcular j(3x+ 4) dx.
1

Solucdo. Podemos resolver esta integral através do calaulérea delimitada pelas curvas dadas
por f(x)=3x+4, x=1, x=5 e pelo eixox. Para facilitar, podemos desenhar o grafico da

respectiva regido (Figura 1.21). Para isso, podemmss O seguinte comando do pacote
computacional Maxima:
plot2d(3*x + 4, [X, 1, 5])

onde o primeiro argumento representa a funcadoegonslo argumento se divide em trés partes: a
variavel independente e os extremos inferior e rdopelo intervalo onde a funcdo deve ser
representada.

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5><

Figura 1.21 Esboco do gréfico dg(x) =3x+ @ determinacdo de area no intervalo [1,5].

Sabemos que a regido hachurada no grafico € umézteapcuja éarea € dada por
(B+b).a_ (19+7).4

2 2
comando

=52ua. Tal integral definida também pode ser calculadevas do

integrate(3*x + 4, x,1, 5)

onde o primeiro argumento representa a funcédo mtegrada, o segundo representa a variavel de
integracdo e os dois ultimos representam os exgenferior e superior do intervalo de integracao.

Exemplo 1.55.Encontrar a primitiva das integrais abaixo, uiido o Maxima:
a)F(x) = jzxdx; b)F (x) = j3e3x dx; C)F(x)= jsen«) dx; d)F(x) =jx4dx.

Solucédo.Em todos os itens, pode utilizar o comando
integrate(f(x), x).

Repare que agora ele s6 tem dois argumentos: eippique deve ser trocado pela respectiva
funcéo a ser integrada e o segundo que represeat#eel de integracdo. Em a) temos o comando
integrate(2x,x), em b) integrate(3*exp(3*x),x), em c) integrate(sin(x),x) e em d)
integrate(x™4,x). Ao realizar esses testes, note que aos resulpadiesn ser adicionadas constantes
de integracao para representar toda a familiaidetwas.

' Maiores detalhes sobre o uso do software podeensentrados em
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/pt/maxitnal.
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Exemplo 1.56.Calcular a area definida pelo grafico da cui ) = , em [0,1].

_Xx
VxZ+1
Solugdo. O gréfico da respectiva regido (Figura 1.22) pode abtido através do comando
plot2d(x/(x"2+1)(1/2), [X, 0, 1])

x
1} 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 1.22 Esboco do gréfico di(x) = e determinacao de &rea no intervalo [0,1].

X
VX2 +1

A area definida pelo gréafico da funcdo, no intervalo especificado, pode ser calculadavas
X
integrate(x/(x"2+1)"(1/2) , x,0, 1) resultando~/2 —1u.a.Para obtermos somente a primitiva

\/x2—+1, podemos usar o comandiategrate(x/(x"2+1)(1/2) , x).

1
da integraIJ. dx que o software Maxima pode calcular usando o cdman
0

Exemplo 1.57 Calcular a area delimitada pelo grafico das cunyasx® e y = 2x— x°.

Solucdo.Para esbocar os graficos das duas fungdes em umansstema de eixos coordenados,
entrex=-0,5e x=1,5 (Figura 1.23), utilizamos o comando

plot2d([x"2, 2*x-x"2] , [X, -0.5, 1.5])

onde o primeiro argumento se divide em duas padgpsesentando cada uma das funcdes e o
segundo argumento se divide em trés partes: avehnadependente e os extremos inferior e
superior do intervalo onde a funcdo deve ser reptada.
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Figura 1.23: Esbogo dos gréaficosyde= x* ey, = 2x - x’e determinagdo de area ¢onl].

As abscissas dos pontos onde as duas curvas sepitan sad e 1. Assim, a area definida pelo

1
gréfico pode ser calculada através da inte@r(&lx—xz) - x%dx, usando integrate(2*x, x,0, 1)
0

1
gue resulta encg u.a.

Exemplo 1.58. Calcular J'e‘xdx.
0

+00 b
Solucéo.Neste caso, trata-se de uma integral impré@r'&i’.‘dx= bIim e “dx= bIim F(b). Vamos
0 — 0o

— Foo

calcular a primitiva utilizando o comanddegrate(exp(-x), x,0,b)que resulta enf (b) = —-e® +1.
Em seguida calculamos o respectivo limite no itdimitravés de

limit (-exp(-b)+1, b, inf)

onde o primeiro argumento representa a fun€gm segundo representa a variavel independente
e o ultimo representa para onde tende tal varifladse caso, obtemos o resultado

0
Exemplo 1.59.Calcular je‘xdx.

0
Solugéo.Agora, temos que calcula;vjl'rm J'e‘xdx: bIim F(b). O comandantegrate(exp(-x), x,b,0)
— —00 b — —00

resulta em F(b)e®-1 enquanto o limite calculado ptimit (exp(-b)-1, b, -inf) resulta +o,
indicado pelo software pamf, mostrando que a integral é divergente.

Exercicios de Fixacao
. 2 2
1. Calcule a mtegra[2 e dx.
2. Mostre que sef é continua enj—1, 3] entéo

[ £ (x)ax+ [ 1) ax+ [T (3 dx+ [ ( ¥ o 0.

1
. . , z C
3. Considere a funcad =[ 1,4 R definida porf(x) =4 x >0 = .

0,sex=0
A funcéo f é integravel eni—1,1]? Justifique.

4. Considere as integraif, f()dt=3, [ f(9ds=8 e [ f(u)du=-1.
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Encontrej'z3 f (X) dx.

5. Se f é continua enfia, b] , mostre queﬂ': f(X) d% < J':| f(R)| d».

Sugestdo: Use | f(X)|< f(X) < |f(X)|e Teorema 1.8.

6. Encontre uma funcad tal que f '(x)—l—izo e f(1)=1.
X

X

7. Sejaf funcdo continua erfra, @ . Mostre que:
a)  Sef éfungao par entaf (0 dx= 2j: f(%) d>.

b) Sef éfuncao impar entélj)_aa f(x)dx=0.

8. Use o0 Exercicio 7 acima para mostrar que,fse :JOR] é uma funcdo continua entédo
[ xf0¢) dx=0.

9. Mostre que seg q 1,1} R é uma funcdo continua entﬁég(sen ¥ [¢os xdx C.

10.Encontre a derivada da func&8fx) = Jj cost dt.

Sugestao: Faca= X e use a Regra de Cadeia.

11. Verifique por diferenciacéo que a formula estaearr

VX-2 6 X2
a dx=2+ Xx-2-—=arctg———+ c;
) I X+1 J3 J3
dx 1 X+
b ————=—"1n +c;
) J‘az—xz 2a x—j

dxzéx\/ X + —éln

X VX + 4+
c) I—,—Xz 2 — X1+ C.

12.Calcule as integrais indefinidas:

4 _n3
a) J‘(x2 +senx )dx; b) IX—W
X
x*+1 X
) j —dx; d) jx2+ldx,
Sugest&o: dividik® por (x* +1);
2-senx
e) J-2X+—C()Sxdx’ f) J-thdX,
s)] © dx; h) J'cosx (sengen x)d:;
cossex
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, (x-1) . dx
[ ———dx; —_,
) J-x2—2x+5 ) J-x2—2x+5
Sugestao: completar o quadrado;

k) I(x+se6 5 )dx; ) jco§xdx,
Sugestao: usmn§x=m
m) J' logx dx; n) J-sen X dx;
COSX
0) jezx BenXdx; p) sz [Gosx dx;
Q) sz (& dx; r) sz [Ih x dx.
13.Sabendo qud (0) = g(0), mostre que
[T90" (R dx= 18 o a- R gt 1 x@)xc
241, 1
14. Considere a funcaé (x) = - sel xie 1 Determinej2 f (X) dx.
2" ,sel< x< 2 -
15. Calcule as integrais definidas:
2In®x , 1.
a) jl —dx; b) j01+t2 dt;
) [ Inxdx d)  [(x-x)dx
e) J': cosx sefx dx f) J'_Z| X2 —1|dx;
Q) jjarcsen(dx; h) j_nn(senx+ | cox [yix.

16.Use integracao por partes para mostrar as forndelasducao.

a) J'coé‘xdxz1 co§t x serx+n—_1j' cdg xa.
n n
b) j(ln X)"dx= XIn Y" - rj'(ln 3™ .
17.Calcule a area entre as curwas X’ e y = X.

18.Calcule a area entre a curyas (x+1)(x—1)(x+ 2) e 0 eixo dos x.

2
19.Calcule a area entre as curvas y+1 e x=y7—3.
20.Esboce a regido limitada pelas curvas dadas e ea@atea da regiao.
a) y=x+6,y=xXey=-x;
b) X=y-2,x=¢,y=1ley=-1.

21.Determine a area da regido limitada pelos grafigog =secx, y =X, X=-

ENGIN
D
X
I

I



22.Verifique se a integral € convergente ou divergemtevalie aquelas que sdo convergentes.

a) J'om xsenxdx; b) J.:ﬁ);z;
2 1 +0o 1
c dx; d X.
) IO X* = 2X ) L x(In X)*

23.Use o critério da comparacao para determinar seegral € convergente.

a) L+°°|S()3(QX hx; b) f: XZ-:::lde; C) LmlJrf_ dx.

24.a) Mostre quej_mxdx € divergente.

= +o0 t+ood -t

b) Venﬂqueqqunjjxdxzo.hunequg[:xdx¢ lim{ xd>.

RESUMO
Os principais assuntos estudados neste capitamfor

» A definicdo de integral e suas propriedades;

* O Teorema Fundamental do Célculo;

* Método da Substituicéao;

* Meétodo da Integracéo por Partes;

» Aplicacéo da integral definida no célculo de area;

« As definicbes de Integrais Improprias. E importasakeer calcular limite de fungées.
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