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Apresentacao

Esta disciplina, Calculo I, continua uma jornada que comecou
com as disciplinas Fundamentos de Matematica I e Introducao ao
Calculo (estudo dos conjuntos numéricos e fungdes). As discipli-
nas de Célculo, mais precisamente Calculo Diferencial e Integral,
que se iniciam com o Célculo I tém como objetivo estudar o com-
portamento das fung¢des, fazendo uso de conceitos até entdo nao
abordados: limites, derivada, continuidade, integral, séries. Estes
conceitos foram desenvolvidos no século XVII por dois grandes
matemadticos, independentemente: Isaac Newton (1642-1727) e
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716). O que Newton e Leib-
niz fizeram foi universalizar as regras para lidar com problemas
de &reas, taxas de variagdo, maximos e tangentes, que até entao
eram tratados para casos particulares de fungoes.

A disciplina de Calculo I vai estudar os conceitos de limites, deri-
vadas e continuidade. No capitulo 1, estudaremos seqiiéncias (um
conceito fundamental em Matematica), como uma introducao ao
estudo de limites. Comecaremos com as progressoes aritméticas
e geométricas (ja conhecidas) para generalizar a idéia de seqiién-
cia infinita e o estudo de sua convergéncia. O conceito de limite
de uma seqtiéncia é o objetivo principal deste capitulo, e de sua
compreensao depende o desenvolvimento dos capitulos posterio-
res. No capitulo 2, apresentaremos o conceito de limite de uma
funcado, que determina como se comportam os valores f(x) de
uma fun¢ao f quando x toma valores arbitrariamente préximos
de um determinado ponto x, de seu dominio. Esta idéia estara
presente ao longo de todas as disciplinas de Célculo. No capitu-
lo 3, serd estudada uma classe de fun¢des “bem comportadas™
as fungdes continuas. A continuidade confere a fungdo uma es-
pecial regularidade de comportamento e seu estudo depende do
conceito de limite. Algumas conseqiiéncias da continuidade serao
apresentadas, incluindo um teorema essencial para o Célculo: o
Teorema do Valor Intermediario. No capitulo 4, serd estudada a
derivada de uma funcao. O conceito de derivada também depen-
de do conceito de limite, e esta relacionado ao comportamento de
uma funcdo. Este capitulo estuda a derivada de uma fungao de
modo geral e o calculo da derivada das fungOes elementares, ja
previamente estudadas em Introdugao ao Calculo.



E no capitulo 5 que todos os conceitos jé vistos serdo utilizados no
estudo das fungdes. Ja vimos que as fungdes servem de modelo
para a descricao de situagoes reais. O estudo do comportamento
das fungdes por meio da derivada e dos limites constitui uma
poderosa ferramenta para o estudo destas situagdes, e entende-la
é 0 objetivo do capitulo 5. Serdo estudadas as taxas de variagao,
taxas relacionadas e problemas de maximos e minimos, a regra
de L'Hospital para o cdlculo de limites de fun¢des usando deriva-
da e a Formula de Taylor. Ainda neste capitulo vocé vera que com
a utilizagdao de limites e da derivada é possivel fazer um grafico
mais preciso de uma funcdo. Através do uso de derivadas reco-
nhecemos os intervalos de crescimento e decrescimento de uma
funcao, seus pontos de méximo e de minimo, e também detecta-
mos aspectos as vezes sutis do gréfico, como a sua concavidade.

Cabe ressaltar que, até aproximadamente a metade do século XX,
as primeiras nogoes dos conceitos de limites, derivada e integral
eram estudadas no entdo Cientifico, curso que correspondia ao
atual Ensino Médio. Com as reformas na educacao em meados
dos anos sessenta, estes conceitos deixaram de ser estudados
neste nivel de ensino e comecaram a ser estudados na primeira
fase dos cursos da drea de exatas (engenharias, matematica, fisi-
ca, quimica), estendendo-se por quatro ou cinco semestres. Desde
entdo, as disciplinas de Calculo (juntamente com Algebra Linear)
constituem o fundamento dos cursos de graduacao em Matema-
tica, tanto na Licenciatura como no Bacharelado.

Carmem S. Comitre Gimenez

Rubens Starke
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Capitulo 1

Sequéncias

Neste capitulo serio estudadas as progressoes aritméticas
e geométricas, suas propriedades e aplicacoes na resolugio
de problemas. Serio apresentados e desenvolvidos os con-
ceitos de sequéncias infinitas, subsequéncias, sequéncias
limitadas e sequéncias monétonas. Serd estudada, ainda,
a convergéncia de uma sequéncia.

1.1 Progressoes aritmeticas

Muitas situagdes podem ser descritas através de um modelo mate-
matico que consiste num conjunto ordenado de niimeros, em que a
diferenca entre dois termos consecutivos € constante.

Exemplo 1. Vocé adquire mensalmente 2 livros. Entao, a sua cole¢ao
aumenta em duas unidades a cada més.

Exemplo 2. Um compartimento de uma fébrica tem 1000 pecas a
disposicao para matéria-prima. Um robd ajusta 5 pegas por minuto.
A quantidade de pecas que permanece como matéria-prima dimi-
nui em 5 por minuto.

Definicao 1. Uma progressao aritmética (P.A.) de razao » é um con-
junto ordenado de nimeros reais (4,,4,,...,4,,...) chamados termos da
progressao, satisfazendo a,,, —a, =r, para todo nimero natural ».
Exemplo 3. A sequéncia (5, 8, 11, 14, 17) € uma P.A. finita de razdo 3.
Exemplo 4. A sequéncia (4, 4, 4, 4, ..) é uma P.A. de razao 0.

Exemplo 5. A sequéncia (12, 7, 2, -3, —8) é uma P.A. finita de razao -5.

Exemplo 6. A sequéncia (1, 1+\/§, 14242, 1+34/2 , ..) ¢ uma PA.
de razao 2.



Observagao. Trés termos consecutivos de uma P.A. de razao r po-
dem ser representados por x, x+r, x+ 2r. No entanto, para resolver
certos problemas é conveniente representa-los por x—r, x, x+r.

Exercicio resolvido

1) Os lados de um tridngulo retangulo formam uma P.A. Saben-
do que o perimetro do tridngulo vale 24 m, calcule o compri-
mento de cada lado.

Resolucao. Seja » a razdo da progressao. Representando os lados do
triangulo por x — r, x, x +r, temos que:

(x=7r)+x+(x+r)=24
3x=24
x=8.
A razdo ndo pode ser zero, pois neste caso o triangulo seria equilate-

ro, € ndo retangulo. Considerando » > 0, a hipotenusa corresponde a
x+r. Pelo Teorema de Pitagoras:

(x+7)Y =x"+(x-r)
B+7r)Y =8 +(8-r)
64+16r+7r° =64+64—16r+7r°
32r =64

r=2.

Logo, x — r=6,x=8 ¢ x+r=10.

Resposta. Os lados do tridngulo medem 6, 8e 10 metros. (Note que,
caso considerassemos r < 0, obteriamos o mesmo resultado).

A proposicdo a seguir estabelece uma relacdo entre um termo de
uma P.A. e a sua posi¢ao na progressao.

Proposicao 1. Seja a, um termo de uma P.A. de razdo r cujo primei-
ro termo é a,. Entdo, a, =a, + (n—I)r para todo nimero natural ».

Demonstracéo. Sabemos que a, € o termo da P.A. que ocupa a posi-
cdo n.Queremos provar que este termo se relaciona com o primeiro
termo e com a razdo através da igualdade a, =a, + (n—1I)r. De fato,
usando a definicdo de PA., temos:



a,—a,=r

a;—a,=r

a,—a, ,=r.

Somando ambos os lados destas igualdades:

(a,—a))+(a;—a,)+(a,—a;)+-+(a,—a, ,)=r+r+---+r.
n—1vezes

Observe que a,, a,, ... , a, , eseusopostos —a,, —a,, ... , —a

aparecem como parcelas no membro da esquerda. Como a soma de um

n—1

numero com seu oposto € zero, teremos aposasoma: a, —a, = (n—1)r.

Logo, a, =a,+(n—1I)r.

Observagao. Ao termo a,, que ocupa a posi¢ao n, chamamos de
termo geral da P.A. Assim, a expressao do termo geral da P.A. é
dada por a,=a,+(n—1)r.

Exercicios propostos

1) O primeiro termo de uma P.A. vale 4 earazio 1. Calcule o
décimo sexto termo. 3 9

2) Sabendo que o primeiro termo de uma P.A. é 4 e o vigésimo
primeiro termo é —4, calcule a razao da progressao.

3) O décimo segundo termo de uma P.A. vale 52, e o vigésimo
quinto termo vale 117. Calcule o primeiro termo e a razao.

Exercicio resolvido

2) No inicio do ano, Jodo possuia R$ 400,00 guardados e foi con-
templado com uma bolsa de estudos. A partir de janeiro co-
mecou a guardar R$ 50,00 por més. Quantos reais Joao tera
acumulado no final de 2 anos?

Resolucdo. Os valores que Jodo acumula a partir de janeiro formam
uma P.A. de razdo » =50. 0 primeiro termo dessa P.A. corresponde ao
valor que ele acumula no primeiro més, ou seja, a, =400+50=450.
A quantia acumulada no segundo més corresponde a a, € assim su-
cessivamente.



Portanto, o valor em reais que ele tera acumulado apos 2 anos corres-
ponde ao termo a,,, 0 vigésimo quarto termo da PA.

Utilizando a igualdade dada pela Proposicdo 1, a saber,
a,=a +(n-Dr,

temos:
a,, =450+23x50

a,, =1600.

Resposta. Ao final de 2 anos, Jodo tera acumulado R$ 1600,00.

1.1.1 Soma dos termos de uma P.A.

Curiosidade. Quando o grande matematico Karl Friedrich Gauss
(1777 — 1855) tinha 7 anos de idade, seu professor pediu para os alu-
nos da sua classe somarem todos os nimeros naturais de 1 a 100, ou
seja, 1 +2 + 3 + ... + 100.

O professor ficou surpreso, quando, em poucos minutos, Gauss
anunciava o resultado.

Ele percebeu que 1 +100 =2 +99 =3 + 98 = ... = 50 + 51. Quer dizer,
a soma total corresponde a 50 somas, cada uma destas valendo 101.
Portanto, o resultado é 50 x 101 = 5050.

A ideia de Gauss naquele caso particular pode ser generalizada,
como mostra a proposigao seguinte.

Proposicao 2. A soma dos n primeiros termos de uma PA. com

o ) +
termo inicial g, é dada por S, =n- [ 4 5 % j .

Demonstracado. Vamos escrever S, de duas maneiras:
S =a +a,+-+a,, +a,
S =a,+ta, +--+a,+a.
Somando ambos os lados destas igualdades, temos:

28 =(a,+a,)+(a,+a, )++(a, +a,)+(a, +a,). (1)



Seja r a razdo da P.A. Entao,
a,+a, =(a+r)+(a,~-r)=a,+a,+(r—-r)=a,+a,.
Da mesma forma,
a,+a, ,=(a+2r)+(a,—-2r)=a,+a,.
De modo geral, se /<k <n, entio
a,+a, ., =(a+(k=-Dr)+(a,—(k-Dr)=a,+a,.

Portanto, no membro da direita de (1) somam-se n parcelas, cada
uma com soma a, +a, .

Logo, (1) é equivalente a:

2§, =n-(a, +a,)

Sn:”'(alJra"j-
2

Exercicios resolvidos

3) Calcule a soma de todos os muiltiplos naturais de 6 que pos-

suem 3 algarismos em sua representacao decimal.

Resolucdo. A diferenca entre dois multiplos de 6 consecutivos €
constante e € 6. Devemos, pois, achar a soma dos termos de uma P.A.
finita de razéo 6.

Para aplicar a formula dada pela Proposicdo 2, a saber,

Sn=n'(a1+a”],
2

devemos achar a,, a, € n.

Como os numeros naturais com trés algarismos sdo maiores ou iguais
a 100, temos que:

® 0 menor multiplo de 6, maior do que 100, é 102.
Assim, a, =102.

® 0O maior multiplo de 6, menor do que 1000, ¢ 996.
Assim, a, =996.

Pela formula do termo geral, a, =a, +(n—1)r. Entéo,



996 =102+ (n—1)-6

6-(n—1)=894
n—1=149

n=150.

Logo, S, = (Mj-lso = 82350.

Resposta. A soma pedida ¢ 82350.

4) Calcule a soma dos nimeros naturais menores do que 500,
que na divisao por 5 deixam resto 2.

Resolucdo. Se um numero deixa resto 2 na diviséo por 5, ele ¢ da
forma 5k +2, para algum £ natural.

O primeiro numero que deixa resto 2 na divisdo por 5 € 2, pois
2=5-0+2.

0 ultimo nimero a ser considerado (menor do que 500) é 497, pois
497 =495+2,0u seja, 497=5-99+2.

Portanto, devemos achar a soma dos termos de uma P.A. de razdo 5,
cujo primeiro termo € 2 e o ultimo termo € a, = 497.

Para achar n, observe que 497 =a, +(n—1)r.

497 =2+(n-1)-5

5-(n—1)=495
n—1=99
n=100.

Logo, S, = [2+—2497J 100 = 24950.

Resposta. A soma pedida ¢ 24950.

Exercicios propostos

4) Calcule a soma dos duzentos primeiros termos da PA.:

(199 198 197 j

2007 2000 200

3

5) Calcule a soma dos niimeros naturais inferiores a mil que nao
sao multiplos de 7.



Exercicio resolvido

5) Determine a PA. em que o vigésimo termo é 2 e a soma dos
50 termos iniciais € 650.

Resolucao. Devemos determinar g, e r, sabendo que
a,y=a,+19r =2 (1)
e
S, =(%j~50=650 = a +ay, =26

= a,+a,+49r=26 = 2a,+49r=26. (2)

Resolvendo o sistema com as equacdes (1) e (2):
a,+19r=2 —2a,-38r=-4
=
2a,+49r =26 2a,+49r =26
11r=22 = r=2 e a=2-38=-36.

Resposta. A PA. é (=36, -34, -32, ..).

1.2 Progressoes geometricas

Uma grandeza pode variar de modo que sua taxa de crescimento seja
constante.

Definicao 2. A taxa de crescimento de uma grandeza é o quociente
entre o aumento sofrido e o valor inicial, ou seja, se a grandeza pas-
sa do valor 4, #0 para o valor 4, entdo sua taxa de crescimento é

A- 4,
4,

Exemplo 7. Se determinada grandeza passa do valor 4 ao valor 5,

sua taxa de crescimento é % = % =0,25 ou 25%.

. Se este quociente é negativo, houve um decréscimo.

Exemplo 8. Estima-se que a populagao de certo pais crescerd nos
proximos anos a uma taxa constante de 2% ao ano. Seja P, a popu-
lacdo do pais hoje e P, a popula¢do daqui a um ano. Entao, como 2%

corresponde a i, temos que
100



P-PR_ 2

P 100
P,~P=0,02R
P,=1,02P.

Se P, representa a populacao daquele pais daqui a 2 anos, temos:

Eh o0
P

2

P,=1,02P, .

De maneira anédloga conclui-se que se P,,, representa a populagao
daquia k anos, entao P, =1,02F,.

Note que os niimeros £, P, P,, .. formam uma sequéncia que obe-
dece a seguinte regra:

“O quociente entre dois termos consecutivos é constante.”

De fato, Fin _ 1,02,Vk >1.

k

Exemplo 9. Suponha que uma bomba a vacuo retira a cada sucgao
3% do liquido existente em uma camara. Seja L, a quantidade ini-
ciale L, a quantidade de liquido que permanece na cAmara apds a
primeira succao. Entao,

Lobo o3 403
L, 100
L, =0,97L,.

Houve um decréscimo da quantidade de liquido na cadmara.

Analogamente, ap6s a n-ésima succao, a quantidade de liquido na
camarasera L, =0,97L . A sequéncia L,,L,L,,... também obedece

aregra L =0,97 (constante), Vn>0.
L

n

Proposicao 3. Uma sequéncia de niimeros (A, P, B, ..) tem taxa de
crescimento constante i se, e somente se, P, =(1+i)P,Vn>1.

n+l

Demonstracdo. Observe que neste resultado aparece a expressao “se,
e somente se,". Isso significa que devemos provar duas implicacoes:



1) Se uma sequéncia de nimeros (P, P, P, ..) tem taxa de cresci-
mento constante i, entdo P, =(1+i)P,Vn=1.

n+l

2) Se para uma sequéncia de numeros (P, P,, B, ..) tem-se
P. =({+i)P paratodo n=>1, entdo essa sequéncia tem taxa de
crescimento constante igual a 7.

(1) Hipotese. A sequéncia de numeros (P, P,, B, ..) tem taxa de
crescimento constante i.

Tese. P

n+l

=(1+i)P,Vn>1.

Da Definigao 2 decorre:

1)n+1_1)n _l
b,
B, —F, =ik,

B,=0+)F,.

(2) Hipotese. P, =(1+i)P,,Vn>1.

Tese. A sequéncia de numeros (P, P,, P, ...) tem taxa de crescimen-
to constante i.

Por definicdo, a taxa de crescimento € dada por:

P.-P,_(1+)P-P _(1+i-1P,

ntl __4p

P P P

n n n

=1, portanto, constante.

Tarefa. Volte agora aos Exemplos 8 e 9 e verifique a validade da
Proposicao 3.

Definicao 3. Uma progressao geométrica (PG.) é uma sequéncia F,
P, P,, .. de nimeros reais satisfazendo: P, =¢P,, para todo n>1,
sendo g uma constante chamada razao.

Observacgoes:

1) De acordo com a Proposi¢do 3, toda sequéncia com taxa de
crescimento constante i é uma PG. de razao /+i e toda PG.
de razdo g tem taxa de crescimento constante iguala g—1.



2) Se um dos termos de uma PG. é zero, entao todos, exceto talvez
o primeiro, sdo iguais a zero. De fato, se P, g =0 para algum
n>1,entao ou g=0,0u P =0.5Se ¢=0, a PG. tem a forma
E,0,0,....Se g #0, conclui-se que P, =0 para todo n e trata-se
da PG. nula 0,0, 0,... Neste contexto, vamos excluir este caso.

3) Decorre da Defini¢ao 3 que uma P.G. de razdao g é uma se-
quéncia numérica na qual o quociente da divisao de um termo
pelo seu antecedente € constante e vale g .

Exemplo10. A sequéncia (1 , % , ° , %?7) éumaPG.finitaderazado g = % .

. .. 1
Sua taxa de crescimento é i=——1= 5 ou 50%.

W

Exemplo 11. A sequéncia (60,20,?,%, j ¢ uma PG. infinita de

razao ¢q :% e taxa de crescimento i = —% ou —66,66% .

Exemplo 12. A sequéncia (5,5, 5, ...) ¢ uma P.G. infinita de razdo ¢ =1
e taxa de crescimento i =0.

A proposigao seguinte fornece a expressao do termo geral de uma
PG.

Proposicao 4.Se (P, P, P,,..) é uma PG. derazdo ¢q,entdo P, =P, -q""
para todo n>1.

Demonstracao. Decorre da definicdo de P.G. que:

P,
P]_q
n_,
P,

p, "

Multiplicando estas igualdades obtém-se:



LEEFR /RN SR

=4q-q-...-q
Pl 132 P3 Pn—2 I)n—l m

No membro esquerdo da igualdade, cada termo, exceto P, e P, ¢
cancelado, por ser multiplicado pelo seu inverso.

P . , _
Portanto, ?”zq””, istoé, P.=P-q"".
1
n

Exercicio resolvido

6) A populacdo de uma cidade é de 350.000 habitantes e a sua
taxa de crescimento € constante e igual a 3,5 % ao ano. Qual
serd a sua populacdo daqui a 10 anos? E daqui a 20 anos?

Resolucao. Seja P, a populacdo atual: £ =350.000. Ap6s um ano,
a populacdo sera de:

P, :P,+13’TEP] =P (1+0,035)=1,035P.

Apoés 2 anos, serade : P, =P, + 3,5
100

P, =1,035P,.

Apos k anos, sera de: B, =P, +13’Tf)Pk =1,035F,.

Portanto, P, P, P,,... formam uma P.G. de razdo 1,035.
O problema pede os valores de B, e P,.

Aplicando a Proposicao 4, temos:

P, =350.000x(1,035)" =493.709
P, =350.000% (1,035)* = 696.426 .

Resposta. Daqui a 10 anos a populacao sera de 493.709 habitantes
e daqui a 20 anos sera de 696.426 habitantes.

Observacao. Note que nos primeiros 10 anos a populagao devera
crescer em: 493.709 —350.000 =143.709 habitantes. Ja nos 10 anos
seguintes deverd crescer em: 696.426 —493.709 = 202.717 habitantes.
Conclui-se que o crescimento ndo € linear.



Exercicios propostos

6) Uma pessoa aplica R$ 1.000,00 durante 10 meses, recebendo
juros de 2% ao més. Use a férmula do termo geral de uma P.G.
para calcular a valor que esta pessoa tera apds os 10 meses.

7) O primeiro termo de uma PG. é 64 e sua razao é _L calcule

0 quarto e o sétimo termo. 4

8) Em uma P.G. de termos positivos sabe-se que o sétimo termo é
o dobro do quinto termo e que o décimo termo vale 96. Calcule
a razao e o primeiro termo da progressao.

1.2.1 Soma dos termos de uma P.G.

Proposicao 5. A soma dos n primeiros termos de uma P.G. de razao

g #1 e termo inicial P, é dada por: S, =P, (ll—q J .
—-q

Demonstracdo. Usando a expressao do termo geral de uma P.G., te-
mos:

S,=P+Pq+Pq’ ++Pq"" +Pq"". (1)
Multiplicando a igualdade por ¢ :
qS,=Bq+Bq’ +Rq’ ++Rq"" +Pq". (2)

Subtraindo (2) de (1):

Exercicio resolvido
2 2 2
7) Considere a PG. infinita: (6, 2, 39 27 j

a) Calcule a soma dos cinco primeiros termos.
b) Expresse em fungdo de n a soma dos n primeiros termos.

c) Observe o resultado obtido no item (b). O que vocé pode
dizer sobre o valor desta soma quando » é muito grande?



Resolucao.

1
a) Esta P.G. tem termo inicial P, =6 e razdo ¢ =§. Conforme a Pro-
posicao 5, temos:

15
1_(3) 1)3 242
S, =6 —=2£ :6-(1——)- =72 ~8,96.

F)2 27

Resposta. A soma pedida ¢ —, que € aproximadamente §,96.
b) S, =6 —=—=
1
1—=
3

612 L).3 Zo (L)
3 )2 3"

Resposta. A soma dos n primeiros termos da P.G. é dada pela expres-
sdo 9-(1—3%) para n>1.

, . N . . . 1 .

c¢) Se n € muito grande, entdo 3" é bem maior e o seu inverso — ¢
3}1

muito pequeno, proximo de zero. Logo, a soma S, tem um valor

muito proximo de 9 e o termo (lj pode até ser "desprezado” em
3

(b), ou seja, S, =6. L =9.
1
1—=
3

Comentario. No préximo exercicio, é possivel concluir que esta
soma pode ter valores arbitrariamente préximos de 9, desde que n
seja suficientemente grande.

8) Considere a PG. do exercicio anterior.
1
10.000 ’

a) Determine um ntimero natural » tal que |S, —9| <

ou seja, S, —9| <107,

b) Determine um nimero natural k tal que |S, —=9[<107"°.



Resolucao.
9
a) A expressio obtida no Exercicio Resolvido 7 ¢ S, = 9_37-
Entdo, |S, —9|= 9-2 o= 2|2
3" 3" 3

. . 9 -
Precisamos encontrar um numero natural »n tal que 3—n< 107,

Vamos resolver esta inequagao:

2< 10
3”

3—>104
9
3" >9x10%.

Para explicitar n, apliquemos o logaritmo na base 10 a ambos os la-
dos da inequacdo. Lembre-se de que, como a funcdo y =log,, x (ou
simplesmente logx) é crescente, a desigualdade deve ser mantida.
Assim:

log3" >log(9%x10")
nlog3>log9+4

log9+4

n> .
log3

Utilizando uma calculadora, obtém-se

log9+4

=10,38.
log3

Como n deve ser natural e maior do que 10,38, podemos ver que 11
€ 0 menor numero natural que satisfaz estas condicdes. De fato, se
calcularmos §,, até a sexta casa decimal, obteremos S,, =8,999949
e|S -9|=510" <10,

Resposta. Para n =11 ou qualquer numero natural maior do que 11,
1

tem-se .
10.000

S, -9 <

b) Precisamos encontrar k tal que: |Sk —9| <107, ou seja, tal que



9 _
?g%' <10 10

k
3—>1010
9

3 >9x10"
klog3>log9+10

log9+10
>—
log3

k

log9+10

Verifica-se que
log3

= 22,96 . Entdo, podemos tomar k£ =23.

Resposta. Para £ =23 ou qualquer numero natural maior do que 23,
tem-se | S, —9|<107".

Observacao. O Exercicio Resolvido 8 mostra que, para a PG. do Exer-

. : . 1 1-4"
cicio Resolvido 7, de razdo g = 3asoma S, dadapor S, =R ( 0 9 J
—-q
aproxima-se cada vez mais do valor " L, amedida que n aumenta.
—-q
Isso porque ¢" torna-se muito pequeno a medida que » aumenta.

Vamos mostrar agora que, se |q| <1, isto é se —1<g<1, entdo de
fato para n muito grande, o valor de ¢" é tdo pequeno que pode ser
“desprezado” na férmula de S, .

. 5
Antes de generalizar, tomemos, por exemplo, g = e

Tarefa. Pegue uma calculadora e calcule:

2 10 20 30
(ij ) (EJ , (éj , (é) . O que vocé observa?
6 6 6 6

Pergunta. Serd que existe algum numero natural n, tal que

5 o
(gj <10™" para todo n>n,?

Vamos responder a pergunta resolvendo a inequagao:

(Ej <107,
6



Aplicando logaritmo na base 10, obtemos:

5
nlog| = |<—-10
g(6j

~10 (Lembre-se de que
n> 5\ logx<0se x<1).
log(j
6
-10
Ao calcular o valor aproximado de | (5) , obtém-se 126,29. O
ogs| 2
6

menor natural maior do que 126,29 é 127 . Portanto, n, =127.

5 127
De fato, ao calcular (gj , obtém-se aproximadamente 8,8x107"
que é menor do que 107°.

Use 0s mesmos argumentos para resolver o exercicio seguinte.

Exercicio proposto

9) Encontre um niimero natural », tal que (%j <10™ para todo

nzn,.

Vocé ja percebeu que, procedendo como nos exercicios anteriores,
n
pode-se determinar n, tal que para n>n, o nimero (g) seja me-
nor do que 107", 107", 107" etc.
5 n
Provaremos agora que (gj torna-se menor do que qualquer name-
ro positivo, por menor que seja, desde que n seja suficientemente

grande.

Para tal, empregaremos a letra grega ¢ (épsilon) que representa um
numero positivo qualquer, porém, supostamente muito pequeno,
proximo do zero (0 <e<1).

Vamos determinar 7, (em funcao de ¢) tal que [%) < ¢ para todo
nzn,.

loge

=

. _(5Y
Resolvendo a inequacao (g <&, encontra-se n >



c . . loge
Portanto, se n, é o menor nimero natural maior do que 08¢

n 1 =
entao (%) <¢& paratodo n>n,. Og(6j

A proposigao seguinte é uma generaliza¢do deste resultado:

Proposi¢do 6. Se ¢ é um nimero real e |g| </, isto é,se ~1<g<1 e
se ¢ é um numero positivo qualquer, entdo existe um niimero natu-
ral n, tal que |¢|" <& para todo n>n,.

Demonstracdo. Se ¢ =0, entdo ¢" =0, Vne N e o resultado € ob-
vio. Suponhamos g #0. Seja € >0 fixo, porém arbitrario. Para este
¢, temos que encontrar um numero natural n, tal que |q|" <& para

todo n=>n,.
lq|' <&
Por que razio houve a log(|q|n)<logg
troca do sinal na desi-
gualdade? n10g|q| <loge
loge
10g|q|
Para recordar o estudo (Podemos aplicar a Funcéo Logaritmo, pois |¢| >0 e & >0).
sobre a Func¢do Logaritmo,
recorra ao seu material de Este nimero, 198€ | existe e ¢ positivo, pois lg|<1 e & € suposta-
Introdugao ao Calculo. log|q|

mente muito pequeno, menor do que 1.

Portanto, basta tomar n, como o menor numero natural maior do
loge
log|q|
Observe que para todo n > n, teremos |g|" <|q|" ., pois |g| <1. Assim,
lg|" <& para todo n>n,. Como £>0 foi tomado arbitrario, a afir-

que . Revertendo o processo anterior, obteremos |q|" <E&.

macao vale para todo €, por menor que seja.

Consequéncia. Se |¢| </ e se n for muito grande, entdo ¢" torna-se
desprezivel na férmula

Assim, a soma de todos os termos da P.G. infinita de razdo ¢, com

A

l-¢q

|q|<1,édadapor S =



Exercicios resolvidos

9) Determine o valor da soma 1+%+$+2—17+---+L+---.

311
Resolucao. Trata-se da soma de todos os termos da P.G. de termo

inicial B =1 e razdo q:%.

Como |g| <1, temos s=fi 1 _

l-¢ 1—

Resposta. A soma ¢ 3.

2

10) Determine a geratriz da dizima periddica 0,5373737....
Resolucao. Note que:

0,5373737...=0,5+0,0373737...
=0,5+0,037+0,00037+0,0000037 +---
1 37 37 37

ottt —+
2 10° 10° 10’

=l+&
2
Sendo S a soma de todos os termos da P.G. de termo inicial 3_7 e
1000
razao L temos:
100 37

B 1000 _ 37 XIOO 37

S: = = = .
l-q _ 1 1000 99 990
1000
Logo, O,5373737...=l+3—7=ﬁ.
2 990 495

11) Calcule o valor de 4 =+4/64/6+6... .

Resolucdo. Podemos escrever:

A:\/gx\/ﬁx\/ﬁx...

=62 %64 X658 X+ x 62 X+



O expoente de 6 € igual asoma S de todos os termos da P.G. infinita
1

A

,temos S =—=—=1.

de termo inicial l e razao l Como S = 2
2

Logo, A=6'=6.

Resposta. 4=6.

12) Simplifique a expressdo abaixo, sabendo que x é um niimero
real maior do que 1.
x4+ +x° +x +x°
11 1

72+74+.“+72k 4+
X X X

Resolucao. O numerador € a soma dos cinco primeiros termos da P.G.
de termo inicial x e razdo x”:

(Observe que, sendo x >1, temos 1—x* #0.)

0O denominador é a soma da P.G. infinita de termo inicial — erazdo
X

1 ) 1
7. Note que, sendo x>1, seque que x~ >1 e, portanto, 7<1.
1

2 1
Entdo, esta soma € dada por S = X = —. (Novamente, note

que x> —1=—(1—x*)%0.) *

A expressao pode entdo ser escrita assim:

x(1—x"

1—x?

_x(1- x'"

- 1)

(x> =D)=—x1—-x")=x"—x

(" =1)

Resposta. A forma simplificada da expressio acima é x'' —x.

Exercicios propostos

10) Calcule a soma dos dez primeiros termos da PG.:

L1l
7294589-"



11) Quantos termos da PG. (1, 3, 9, 27, ...) devem ser somados para
que a soma dé 32807

12) A soma de seis termos de uma PG. de razao 2 é 1197. Qual é o
primeiro termo da PG.?

2
3

netdria ou de peso utilizada pelos babilonios) de prata. Cada

13) Oito irmas tém de repartir entre si 1% minas (unidade mo-

irma, por sua vez, recebe mais que a anterior, mantendo-se
constante a diferenga entre as quantidades que, sucessivamen-
te, cada uma recebe. Se a segunda irma receber 6 siclos, qual
sera a diferenca constante, em graos?

(Observagio: Um talento vale 60 minas; uma mina vale 60 siclos; um
siclo vale 60 grios).

14) Em uma P.A. o primeiro termo é inteiro e a razao é 2. A soma
dos n primeiros termos é 153 . Determine os possiveis valores
de n.

15) Determine o 1993° algarismo ap6s a virgula, na representacao

decimal de i .
101

. 3 .
(Sugestdo: Note que a representagio decimal de — ¢é uma dizima
periddica).

16) A soma de trés niimeros em PG. é 19. Subtraindo-se 1 do pri-
meiro, eles passam a formar uma P.A. Calcule esses nimeros.

17) Se (a,) é uma PG. de termos positivos, prove que (b,), defini-
da por b, =loga,, é uma P.A.

18) Escrevem-se duas progressdes de mesmo nimero de termos,
ambas iniciadas por 3 e terminadas por 192. Uma das pro-
gressOes € aritmética, a outra é geométrica e o produto das
razoes € 252 . Escreva as progressoes.

19) A soma de cinco niimeros inteiros em P.A. vale 25 e o seu pro-
duto, —880 . Determine esses nimeros.

20) Prove: Em qualquer PA. as diferengas dos quadrados de dois
termos consecutivos formam também uma P.A. Qual a relacao
entre as razdes dessas duas progressoes?

21) Os lados de um triangulo retangulo formam uma P.G. Calcule
a sua razao.



22) Determine os valores de x, em radianos, de modo que

sen x
2 b

senx, tgx formem uma PG.

23) Verifique se as duas sequéncias de nimeros formam uma PA.
ou uma P.G. Qual a razao de cada uma delas?

a) (senx, sen(x+m), sen(x+2x), ..., sen(x+km), ...)

b) (In5, In50, In500, In5000, ...)

24) Calcule o valor da soma:
(1 11 j (1 11 ) (1 11 J
—t ot gt | ottt | Sttt [t
3 3 3 5 5 5 9 99 9
1 1 1
+ n + n 2+ n 3+“. +
2"+1 (2"+1)° (2"+1))

25) Considere a PG. cujo termo inicial é % e arazdo > . Determine

o menor nimero k tal que a soma dos k primeiros termos seja
maior do que 1000.

1.3 Sequéncias infinitas

Na linguagem cotidiana, o termo sequéncia é usado para designar uma
sucessao de coisas que se encontram numa ordem bem determinada.

Em matematica, o termo sequéncia representa uma sucessao de nu-
meros, ordenados segundo uma determinada regra.

Neste texto, serdao estudadas sequéncias infinitas, que chamaremos
simplesmente de sequéncias. Informalmente, uma sequéncia é uma
sucessao interminavel de niimeros, estes chamados termos, que tém
uma ordem definida (primeiro, segundo, etc.) e ndo sao necessaria-
mente distintos.

Vamos representar por N o conjunto dos niimeros naturais.

Exemplo 13. Sdo sequéncias:

a) (1, 2, 3, 4, 5, ..);



b) [1, L1 j
2 3 4 5 6

o (3, 6, 9, 12, 15, ..);

d©, 2, 0, 2, 0, 2, ..).
Em cada uma dessas sequéncias é facil deduzir qual é a regra que re-
laciona cada termo com a sua posi¢ao na sequéncia. Com essa regra

é possivel acrescentar outros termos, bem como saber qual é o termo
que ocupa determinada posicao.

Por exemplo: a sequéncia do Exemplo 13 (c):

1 3=3-1 ...0U seja, temos uma
. 6239 funcao:

; 933 f:N—>R

4 12=3-4 Sn)=3n

De modo geral, como a cada ntimero natural n corresponde um
unico termo da sequéncia, aquele que ocupa a n-ésima posicao na
sequéncia, temos uma fungio definida no conjunto N.

Isso motiva a seguinte definicdo de sequéncia:

Definicao 4. Uma sequéncia de ntimeros reais x,, x,, x;, ... € uma
funcigode N em R, f:N—>R.

O valor f(n), para todo neN, é representado por x,, ou seja:
f(n)=x, e é chamado de termo geral da sequéncia. Note que
fMO=x, fQ)=x,, f3)=x,,isto é, f(n) é o termo da sequéncia
que ocupa a posicao n. Escrevemos (x,,x,,...,X,,...) ou simplesmen-
te (x,) paraindicar a sequéncia f .

Exemplo 14.

a) (4n-1) é asequéncia (3, 7, 11, 15, ...)cujo termo geral é
4n—1. O vigésimo termo dessa sequéncia, por exemplo, vale
4-20-1=79, enquanto o centésimo vale 399.

b) (=D)")=(-LL-11,—1,...).



o (8)=(8,8,8,8,...) (sequéncia constante).

" —3n+2j_(_l 4 7 10 J
dn+1 579 137 177 )

— 1y 1, 1 1. 1
e) 3+%)=(3+— 3——3+-,3—— )

2" 277 4778 16’
f) 19 6_19 l) 6_L9 la _La
4 3 16 5 36

O termo geral desta sequéncia é:

1 .
— se n ¢ impar
_Jn
X, =
1 .
6-—— se n € par
n

Observacao 1. Para muitas sequéncias, é impossivel determi-
nar a expressao que caracteriza o seu termo geral. Por exem-
plo, a sequéncia cujo n-ésimo termo é o n-ésimo algarismo na
representacdo decimal dex: (3,1, 4,1, 5,9, 2, ..). Outro exemplo
é a sequéncia dos nimeros primos: (2, 3, 5,7, 11, ...).

Observacao 2. Progressdes aritméticas e geométricas sao
exemplos de sequéncias, desde que tenham uma infinida-
de de termos.

Exercicios resolvidos
n+(=1)""-n

13) Considere a sequéncia(x,), sendo x, =
n+1
a) Escreva os cinco primeiros termos de(x,) .

b) Escreva os termos de ordem 85 e 120.

Resolucao.
a) Basta atribuira n osvalores 1, 2, 3, 4, 5:

CLE(EDM XD L(=DPxD 2

1+1 2 2

1 b




14)

_1\3
L_2+CEDx2 0

: 2+1 37
6 3 0 10 5
x3=—=—; x4=—=0’ x5=—=—_
4 2 5 6 3

Resposta. Os cinco primeiros termos da sequéncia sdo
3 5

L 0, = 0, —.
2 3

b) Basta calcularmos os referidos termos:

o 85+(-1)"x85 170 85
8 85+1 86 43

1204 (-D™'x120 0

0.
*120 120+1 121

Resposta. x :i—z; X5 = 0.

Escreva o termo geral de cada uma das sequéncias abaixo.
1 1 1 1 1
a) I N S A O R
4 8 16 32 64
b) l 2 i b 2 > Z > cee
2 4 6 8

Resolucao.

a) Observe a tabela a sequir:

n|l112131]4]s5
T I T O T |
nolg2 | 3 | gt | 25| ¢

O numerador € 1 se n € par, e —1 se n € impar. Isso € representado
por (—1)". Ja o denominador ¢ sempre uma poténcia de 2, sendo o
expoente uma unidade maior do que ».

D

2n+1 )

Portanto, o termo geral é

(=D"
2n+1 )

Resposta. x, =



b) Observe a tabela a sequir:

n 1 2 3 4 5

| W
| i
Ne

1
"2 14 6|8 |10

Comparando n com x,, conclui-se que o termo geral da sequéncia ¢

2n—1
X, = .
2n

Exercicios propostos

26) Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia
=D"+n
n+2 )
27) Escreva o termo geral da sequéncia:

(l_ES_EE_ﬁ J

b

35777 97117 1377)
1.3.1 Subsequéncias

Consideremos a sequéncia dos numeros impares: (1, 3, 5, 7, ..),
cuyjo termo geral é x,=2n-1. Ao escrevermos os termos
Xy, Xy, Xgy Xgy ...y Xy, ...,o0useja, 3, 7, 11, 15, ... apare-
ce uma outra sequéncia “dentro” de(x,) .

Note que o conjunto de indices N'={2,4,6,8,...,2k,...} é infinito e or-
denado.

A mesma situagao ocorre se considerarmos o conjunto de indices
N"={3,6,9,12,...,3k,...} e tomarmos os termos x,, Xx,, X,, ...,0U
seja, 5, 11, 17,

Definicao 5. Seja f:N—->R uma sequéncia com termo geral x,.
Uma subsequéncia dessa sequéncia é uma restricao da fungao f a
um subconjunto infinito e ordenado N’ de N.



Se N'= {”n ny, ... N, }, com n; <n, <---<p <---, €SCrevemaos:
Sl N—R Essa notacdo £ .
B representa a restricdo da
[l (n)=x,

funcio 7 ao conjunto N'.

Portanto, os termos da subsequéncia sao: x, , x, , X

ny o Nny o Nngo e

Notacao. Para representar a subsequéncia (x,), cujos indices perten-

cem ao subconjunto N’ de N, escrevemos (x, ), cx-

Exemplo 15. Seja x, =(-1)" o termo geral da sequéncia(x,) .

a) Se N'={2k;k e N}, entdo a subsequéncia (x, ), en €
(x,,%,,Xg,...), , ou seja, (LL1,...), (sequéncia constante).

b) Se N" = {2k -1;k e N}, entdo a subsequéncia(x, ), e €:
(x,,%3,%5,...),, ou seja, (=1,-1,—1,...) (sequéncia constante).

Exemplo 16. Seja y, L\ {4k;k e N}. Entdo a subsequéncia
n

oy [LLL L
yni nEN' 498712916,... .
Exemplo 17. Seja (z,) a sequéncia:

(1,2,3,-1,-2,-3,1,2,3,~1,...) e seja N'={3k—2;k e N}. Entdo a subse-

quéncia (Zn[ )nAEN,é: (X, Xy, %5, %,,...) , ou seja, (1,-1,1,-1,1,-1,...).

Exercicio resolvido

15) Tome a sequéncia (n*+(=1)"Xn) eo conjunto
N'= {2k —1;k e N}. Escreva os cinco primeiros termos
da subsequéncia (x, ), ex:-

Resolucdo. O conjunto dos indices dos termos da subsequéncia €
N’:{l, 3,5, 7,...}. Portanto, a subsequéncia consiste nos termos:
X, X;, X5, ....0scinco primeirossdo: 0, 6, 20, 42, 72.



1.3.2 Sequéncias limitadas

Definicao 6. Dizemos que a sequéncia(x,) é limitada quando exis-
tem ndmeros reais 4 e B, tais que A< x, < B para todo n. Quer
dizer, (x,)é limitada quando todos os seus termos pertencem a al-
gum intervalo fechado.

Exemplo 18. A sequéncia((—1)") é limitada. Basta tomar 4=-1 e
B=1 e teremos —1<(-1)" <1. Observe que também podemos con-
siderar 4 como sendo qualquer niimero real menor do que -1 e B
como sendo qualquer niimero real maior do que 1.

Exemplo 19. A sequéncia (ij é limitada, pois 0 <x, <1, Vne N. As-
n

sim, todos o0s seus termos estao, por exemplo, no intervalo [0,1].

Exemplo 20. As sequéncias(n),(n*) e (—3n+1) ndo sdo limitadas,
pois ndo existe intervalo do tipo [a,b] que contenha todos os seus
termos.

1.3.3 Sequéncias monaotonas

Definicao 7. Uma sequéncia (x,) chama-se:

i) crescente quando x, <x, <x; <---,isto é, x, <x,,,, VneN;

n+l?

ii) decrescente quando x, >x, >x; >+, isto éx, >x,,,, VneN;

n+l°

iii) ndo decrescente quando x, <x,,,,VneN;

VneN,

n+l12

iv) nao crescente quando x, = x

As sequéncias crescentes, decrescentes, ndo crescentes e ndo decres-
centes chamam-se sequéncias monétonas.
Observacao. Da definicdo, segue que (x,) é:
i) crescente se, e somente se, x,,, —x, >0 para todo 7;
ii) decrescente se, e somente se, x,,, —x, <0 para todo 7;
iii) ndo decrescente se, e somente se, x,,, —x, =0 para todo#;

iv) ndo crescente se, e somente se, x,,, —x, <0 para todo 7.



Exemplo 21. A sequéncia (x,), sendo x, =5n-3, é crescente, pois
X, —x, =[5n+1)-3]-(5n-3)=5>0 para todo n.

Exemplo 22. A sequéncia (1,2,2,3,3,4,4,...) é ndo decrescente, pois
x,,, —x, ora vale 0, ora vale 1, isto é, x,,, —x, >0 para todo n.

2 _1 n
Exemplo 23. As sequéncias ((— 1)”),((— n™ %),(( ) ) nao sao
n n

monotonas, pois os seus termos sao alternadamente positivos e ne-
gativos.

Observacao: Muitas sequéncias sdo mondétonas a partir de cer-
to termo. Por exemplo, a sequéncia:

(-3, 2, 0, 4, 5, %, 0, 2, 4 6, 8 ..)

é crescente a partir do sétimo termo. Portanto, ndao devemos
tirar conclusodes a partir da listagem de alguns termos da se-
quéncia, mas sim usar as definicdes. E preciso avaliar o sinal
algébrico da diferenca x, , —x,.

Exercicio resolvido

16) Dada a sequéncia Snt1
2n—1
a) se ela é mondtona;

), verifique:

b) se ela é limitada.
Resolucao.

a) Vamos avaliar o sinal algébrico de x,,, —x

n

3n+1 3(n+D)+1 ., 3n+4
Temos: x, = ; Xy =—————.Istoe x,, =
2n—1 2(n+1)-1 2n+1
Logo,
r _3n+4 3n+l  (Gn+4)Cn-1)-Cn+1)(2n+1)
T 2n4l 2n-1 Qn+1)(2n-1)

-5
C@Qn+1)(@2n-1)




Lembremos que
nl=n-(n-1)-...-3-2:1
e, por consequéncia,
(n+D)!=(m+1n!

Note que o denominador desta fracdo € positivo para todo numero
natural n. Segue que x,,, —x, <0, ou seja, x,,,
Conforme a definicdo, a sequéncia é decrescente.

<x, para todo n.

b) Observe que x, >0, VneN.Como (x,) ¢ decrescente, tem-se
X, >x,>x; >, isto & x, <x,VneN. Concluimos que (x,) é
limitada, pois todos os termos estdo no intervalo [0,x,].

Resposta. A sequéncia € monodtona decrescente e limitada.

!
17) Verifique se a sequéncia (%j € monotona.

!
Resolucdo. Seja x, :1’17;1. Entdo,

. _(m+D! n! (n+D!-12n!
n+l n 12n+1 12n 12n+1

_(n+1)-n!-12n! nl(n+1-12)
12n+1 12n+1
_nl(n-11)
12n+1 :

O denominador € positivo para todo ».Ja o numerador é negativo
para n<10, zero para n=11 e positivo para n>12.

Logo, a sequéncia é crescente a partir do décimo sequndo termo.

Resposta. A sequéncia decresce do primeiro ao décimo primeiro ter-
mo, estabiliza-se, pois x,, = x,,, € cresce definitivamente a partir do
décimo seqgundo termo.

Exercicios propostos

n

28) Dada a sequéncia ( 1)'} verifique:

(n+
a) se ela é monotona;

b) se ela é limitada.

Observacgao. H4 sequéncias cujos termos sdo indexados a partir de

1 1
n=2 ou de outro valor qualquer. Por exemplo, | — |, | —|.

A ~ . n-1 Inn
Para essas sequéncias ndo faz sentido n=1.



29) Escreva os seis primeiros termos da subsequéncia dos termos
n
n’+1

de ordem par da sequéncia cujo termo geral é a, =

30) Dada a sequéncia (1, 1, -1, 2, 2, -2, 3, 3, -3, ..),
construa a subsequéncia dos termos cuja ordem é multiplo de
trés (a,,aq,a,,...) . Explicite o termo geral dessa subsequéncia.

31) Verifique se as sequéncias abaixo sao limitadas justificando.

1 2 3 4 j
a |—, =, =, —, ...
23 4 5

b) (a,) cujo termo geral é a, =(-1)" l
n

¢ (a,) definida por: q, =1, a,, =n+a,.

32) Verifique quais sequéncias (a,) sao mondtonas justificando.

2
a) a, =(3+1j ;
n

1.3.4 Limite de uma sequéncia

Em muitas situagdes, é preciso saber como se comportam os ter-
mos de uma sequéncia (x,) quando » atinge valores extremamente
grandes. Observe estes exemplos mais simples:

a) Os termos da sequéncia (n” +5) crescem sem limitacao.

b) Os termos da sequéncia ((—1)") oscilam sempre entre 1 e —1.



A 1 . oo
¢) Os termos da sequéncia (4+—2j aproximam-se arbitraria-
mente de 4. "

_1)”
n

d) Os termos da sequéncia (6+( j também se aproximam

arbitrariamente de 6 , embora de maneira oscilatéria.
e) A sequéncia definida por

1
— se n ¢ par
n

X =

’ 1 .
5—— se n ¢ impar
n
possui duas subsequéncias, sendo que os termos de uma delas
se aproximam de 0 e os da outrade 5.

Informalmente, dizemos que uma sequéncia tem limite L (ou con-
verge para L) quando, a partir de determinado termo, todos os de-
mais termos estdo arbitrariamente proximos de L.

Definicao 8. Dizemos que a sequéncia (x,) tem limite L (ou con-
verge para L) quando para todo nimero real positivo ¢ existe um
nuimero natural n,, que depende de ¢ tal que |x, —L| <& para todo
nzn,.

Observacao. Lembre que, por uma propriedade do moddulo,

x,—L|<e é equivalente a —e<x,—L<e. Somando L a todos os
membros destas desigualdades, obtemos:

L-e<x,<L+e.

Isso é equivalente a afirmar que x, € (L —¢,L +¢).

Portanto, podemos também dizer que (x,) tem limite L, quando,
para todo £>0, existe n,eN tal que x, e(L—-¢,L+¢) para todo
nzn,.

Escrevemos limx, = L ou simplesmente limx, = L.

n—>0
Exemplo 24. A sequéncia constante (a, a, a, ...) tem limite a.
De fato, observe que |x,—d|=|a—d|=0. Logo, para todo n21,
|x, —a|<¢, seja qual for €>0.



Exemplo 25. Sequéncias como (n’),(4n+3),(Inn),(e"),((—5)")néo
tém limite, pois os termos nao se aproximam de valor algum. Neste
caso, dizemos que a sequéncia diverge.
. (1 o
Exemplo 26. A sequéncia (—J converge e tem limite zero.
n

Vamos provar isso usando a definicao:

Seja £€>0. Devemos encontrar n,eN tal que, se n>n,, entao

1 1 , . 1 P
——0j<e. Ora, |—-0|<e é equivalente a —<¢& que por sua vez é
n n n
. 1 . 1 -1
equivalente a n>—. Quer dizer, se n>—, entdo |——-0|<¢. Portan-
€ € n

. . 1
to, basta tomar como 7, o menor nimero natural maior do que —.
€

Logo, liml =0.
n

Exemplo 27. A sequéncia (x,) definida por:

1 .
34— se n € par
n

! 1 .
5—— se n ¢ impar

n
é divergente. De fato, por maior que seja o nimero natural n,,
sempre haverd termos x, proximos de 3 e outros proximos de 5,
com n=2n,.

Exercicios resolvidos

10n
3+2n

18) Considere a sequéncia (x,) tal que x, =

a) Calcule n, €N tal que |x, —5|< %, Vn2zn, .

b) Calcule 1, €N tal que |x, - 5| <ﬁ, Vn2zn, .

¢) Demonstre que limx, =5.



Resolucao.

a)

xn—5|<L<:>
10

10n _s 1
3+2n

-15 1
= <—
3+2n| 10

3+2n

>10

< n>T73,5.

Portanto, se n> 73,5, entdo

x,—5|< % Tomando n, =74, temos

1
x —5/<— paratodo n>n,.
n | 10 p 0

Resposta. n, =74

X, —5|<L<:>
100

b)

10n _5‘ 1

3+2n ﬁ

Efetuando os calculos analogos ao item (a), obtém-se
3+2n
15

>100, n>748,5.

Portanto, se n > 748,5, entio

x,—5|< L Tomando n, =749, te-
100

1
mos xn—5|<— para todo n > n,.
100

Resposta. n, =749.

¢ limx, =5.

Demonstraco. Seja & > 0. Devemos achar n, e N tal que |x, —5|< e
para todo n > n,.

Ora,
3+2n 1 15 3

10n

x,—S|<ee
3+2n

<ee
3+2n 15 £ 2¢ 2

—5‘<e<:>

15 3 « .
Portanto, se n>-—==. entdo |x, = 5| < &. Assim, basta tomar n,
€

, . 15 3
como o0 menor numero natural maior do que ——=, 0 que sempre
2e 2

sera possivel . Logo, lim 10n =5.

3+2n




_1\ntl
19) Seja x, :9+( 2 .

5n°

a) Encontre um ndmero natural n, tal que, se n=n,, entdo
x,€(8,999;9,001).

b) Demonstre que limx, =9.

Resolucao.
a) Repare que o intervalo pode ser escrito como

1 1
9———, 9+—— . Devemos, entdo, achar n, tal que
1000 1000

X, —9|<L para todo n>n,.
1000

Ora,

1 (S PR 1
< = 3 < = 3 <
1000 | 51* | 1000 ~ 5n% 1000

< 5% >1000

xn—9|
< n?>200< n>+/200 .

Como 14<+/200 <15, concluimos que n=>15. Tomando n,=15

tem-se

x, =9 1 para todo n>n,.
1000
Resposta. n, =15.

b) limx, =9.

Demonstracdo. Seja €>0. Devemos encontrar n, N tal que
x,—9|<e para todo n>n,.

Ora,

1 , 1 , 1 1
<e<:>—2<e<:>5n >—on>—oSn>—.

5n e S¢ Js5e

Sempre € possivel encontrar esse valor, pois € > 0. Assim, basta to-

(_1)n+1
n

|xn—9|<e<:>‘ =

. . 1
mar n, como sendo 0 menor numero natural maior do que T e
entdo |x, —9|<e para todo n>n,. Logo, limx, =9. >¢



Foi usada a desigualdade
triangular (lembra dela?).

Exercicio proposto
3n—-1
2n+5"

33) Considere a sequéncia (x,), sendo x, =

<L, Vnzn,.
100

3
a) Encontre n, e N tal que |x, ——

b) Prove que limx, :%.

O préximo teorema estabelece a unicidade do limite, ou seja, uma
sequéncia convergente tem um #inico limite.

Teorema 1. Seja (x,) uma sequéncia convergente. Se limx, =4 e
limx, =B, entdao 4=5.

Demonstracao. A ideia € mostrar que a distancia entre 4 e B,
|A —B|, € menor do que qualquer numero positivo. Seja € um numero
positivo qualquer. Entéo, 5 também € um numero positivo.

Por ser limx, = 4, seque da Defini¢do 8 que existe n, € N tal que

€
x,—A|< 5 para todo n>n,.

Por ser limx, =B, existe n, eN tal que xn—B|<§ para todo

nzn,.

Seja n, =max {n,,n}, isto €& n, € o maior elemento do conjunto
{n,,n} . Note que, se for n>n,, serd também n>n, e n=>n,.

Seja n>n,. Entio, |xn—A|<E e xn—B|<£.
2 2
Logo,
|A—BFﬂA—&;ﬂg—BL=KA—&)+Q¢—BHS
£|A—xn|+|xn—B|<£+£:s
2 2
Portanto, |A—B|<e.

Como |A—B| € ndo negativo e menor do que qualquer numero posi-
tivo, s6 pode ser igual a zero. Concluimos que 4= B.



Teorema 2. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia cujo limite € L. Entdo,
para todo numero positivo & existe algum numero natural n, tal
que x, € (L—¢,L+¢) para todo n=n,. Em particular, para e=1,
existe n, tal que x, e (L—1,L +1) para todo n=>n,.

Seja X o conjunto {x,,x,,....x, ,L—1L+1}.

ny—1°

Este conjunto ¢ finito, pois tem no maximo n, + 1 elementos. Des-
sa forma, X possui um elemento minimo 4 e um elemento maxi-
mo B. Como todos os termos x,, com n2>n,, estdo no intervalo
(L-1,L+1), podemos afirmar que A<x <B para todo neN.
Logo, (x,) € limitada.

n se 1<n<10

Exemplo 28. Considere a sequéncia x ,= 1
I+— se n=l11
n

Note que, apesar de os termos de x, a x,, estarem “espalhados”, a

. 1 .
partir de x,, =1+ 1 os termos se acumulam aproximando-se de 1:

I, 2, 3, 4 5 6, 7, 8 9, 10, 1+L, 1+L, 1+i,
11 12 13

Assim, a sequéncia (x,) converge para 1. (Prove isso!)
Para ilustrar a demonstragdo do Teorema 2, note que, para =1,

existe n, e N tal que para todo n>n,, x e(1-1, 1+1)=(0,2).. Ob-
serve que n, =11 e o conjunto X serd dado por:

X:{l, 2, 3, 4 5 6, 7, 8 9 10, O}
O méximo de X é 10 e o minimo é 0. Assim, todos os termos da
sequéncia pertencem ao intervalo [0,10]. Logo, (x,) € limitada.
Observacao:

1) Do teorema segue que toda sequéncia nao limitada diverge.
Assim, sequéncias como (n*),(4n+1),(Inn),((—2)") divergem.

2) A reciproca do teorema é falsa. Por exemplo, a sequéncia
((=1)") élimitada, mas nao converge.



Uma sequéncia monétona pode nao convergir, como acontece, por
exemplo, com a sequéncia (n°).

O préximo teorema estabelece que, se a sequéncia for monétona e
limitada, entdao converge.

Atencéo: este teorema vale Teorema 3. Toda sequéncia monoétona e limitada converge.
também para sequéncias
que sdo monotonas a partir Demonstracdo. Sera omitida neste momento, pois necessita da com-

de certo termo. preensdo dos conceitos de supremo e infimo, que serdo estudados

num curso de analise.

Exemplo 29. Analisaremos detalhadamente a sequéncia (x,), sen-
1 1

do x,=6 ErE Essa sequéncia é limitada, pois 6 5 >0 e também
n n

1 .
6—2— <6 para todo n. Assim, x, €[0,6],VneN.
n
Para verificar se (x,) é mondtona, examinaremos a diferenca

Xop1 — X,

‘xn+1_‘xn: 6_ - 6__ B2
2n+2 2n 2n(2n+2)
que é sempre positiva. Logo, (x,) é crescente.

Agora note que sempre podemos encontrar termos da sequéncia ar-

bitrariamente préximos de 6. Por exemplo, se tomarmos o interva-

lo (6—L, 6} , 0 elemento x,,,, =6 L pertence ao intervalo.
1000 2000

Além disso, como (x,) € crescente, todos os termos x,,com n >1000,

pertencem ao intervalo.

Vamos agora provar que limx, =6. Dado &¢>0, devemos achar
n, €N tal que |x, —6|< e para todo n>n,.

Mas |xn—6|<s<:>i<s<:>n>i.
2n 2e

1 ~
Portanto, se n > 2—, entao |xn —6| <e¢. Logo, basta tomar n, como o
€

. . 1 .
menor nimero natural maior do que > Isso prova que limx, =6.
€



Exemplo 30. A sequéncia (

Exercicio resolvido

20) Verifique se a sequéncia (in - f} converge usando o
n —_—

Teorema 3.
Resolucao.
(1) Vamos verificar se a sequéncia ¢ monotona.

Seja x _2n+s Entdo,x ,—x = —17
) " 3n-1 T Br+2)3n—1)

¢ sempre nega-
tivo (Verifique isso!). Logo, (x,) ¢ decrescente.

(2) A sequéncia é limitada?

Note que: x, >0 paratodo 7 .Alem disso, sendo(x,) decrescente, to-

. 7 7
dos os seus termos sdo menores do que X, =7 Portanto, 0 < x, < )

para todo n, e a sequéncia € limitada. Conclui-se que ela converge.

n

' j é decrescente a partir do décimo
n!

quinto termo (Verifique isso!). Podemos entao concluir que é limi-

tada (Por qué?). Logo, pelo Teorema 3, ela converge.

Teorema 4. Se a sequéncia(x,) converge para L, entao toda subse-
quéncia de(x,) converge para L.

Demonstracdo. Seja N'={n,, n,, ...} um subconjunto infinito de
N,com n,<n,<---.

Seja(x, ), e Uma subsequéncia de (x,). Vamos provar que
limx, =L.

Seja € > 0. Deveremos encontrar n, e N’ tal que,se n, e N" e n, > n;,
entédo |xn_ —L| <e.

Como limx, = L, existe n, € N tal que |xnl_ —L| <¢ paratodo n>n,.
Sendo N’ infinito, existe n, e N’ tal que n; 2 n,. Entéo, para todo
n, e N' tal que n, > n;, temos n; = n, €, portanto,
prova que limx, =L.

x, —L| <e.lsso



A prova € analoga se a
sequéncia (x,) for ndo
crescente.

Observacao. Conclui-se do teorema que, se uma sequéncia possui
duas subsequéncias convergindo para valores distintos, ela diverge.
Por exemplo, a sequéncia:

2 .
3—— se n ¢ par
_ n
X, = 1
I+— se n ¢é impar
n

Essa sequéncia diverge, pois possui subsequéncias convergindo
para 3 e 1 respectivamente.

No proximo teorema, veremos que, se numa sequéncia monétona
identificamos uma subsequéncia que converge para L, entao a pro-
pria sequéncia converge para L. Para demonstré-lo, precisamos do
seguinte lema:

Lema. Se uma sequéncia mondtona possui uma subsequéncia limi-
tada, entdao ela mesma é limitada.

Demonstracdo. Seja(x,) uma sequéncia monotona. Suponhamos,
ndo decrescente.

Entdo, x, <x, <--- e, portanto, x, < x, para todo n, o que mostra
que(x,) ¢ limitada inferiormente. Falta mostrar que(x,) ¢ limitada
superiormente.

Por hipotese, (x,) possui uma subsequéncia (x, ), o limitada. Entao,
existe BeR tal que x, <x, <B para todo n, e N".

Seja ne N.Como N’ ¢ infinito, existe n, e N' tal que n, >n. Por ser

(x,) ndo decrescente, seque que x, <x, <B.Mas n € generico e,
J

assim, x, <x, <B para todo n e N. Concluimos que(x,) ¢ limitada.

Teorema 5. Se uma sequéncia é monétona e possui uma subsequén-
cia que converge para L, entdo a sequéncia também converge para o
mesmo L.

Demonstragao. Seja(x,) uma sequéncia monotona e (x, ) uma sub-
sequéncia convergente que tem limite L. Vamos mostrar que (x,)
também tem limite L.



Sendo (x, ) convergente, ¢ também limitada. Pelo Lema, a sequéncia
(x,) € limitada. Pelo Teorema 3, ela converge, digamos, para M . Pelo
Teorema 4, M =L e, portanto, (x,) converge para L.

Observacao. Uma sequéncia limitada pode também ser caracteriza-
da assim: (x,) é limitada se existe k >0 tal que |x,| <k, VneN.

Teorema 6. Se (x,) e (y,) sao sequéncias tais que (y,) € limitada e

b) Da mesma forma, lim

limx, =0, entao lim(x,-y,)=0.

Demonstracao. Por hipotese,(y,) € limitada e, assim, existe k>0
tal que |y, |<k,VneN.

Seja ¢>0. Como limx, =0, existe 7, €N tal que |xn|<% para
todo n2=n,.

€ ,
Para n>n,, temos: |x -y, —0|=|x, ||y, |<k-;, ou s€ja,

x,-»,—0/<e para todo n>n,. Logo, lim(x,-y,)=0.

Exemplo 31.

: . (1 . .
a) hm(sen nj = 11m[—-sen n] Como a sequéncia (lj tem limite

n n n

A PR ._(sen n
zero e a sequéncia (sen n) é limitada, segue que 11m( J =0.
n

cos [(2;1 +1) ﬂ

n* +1

Observagao. Se (y,) nao é limitada e limx, =0, entdo a sequén-cia
(x,*»,) pode convergir para um nimero real qualquer ou divergir,

mesmo sendo limx, = 0. Veja alguns exemplos:

Exemplo 32.

2 ~ . 2
a) Se y,=n" e x, =T entdo x,-y, =-8, ou seja,(x,y,) € a se-

quéncia constante, que converge para —8.

Atencdo: este teorema
garante a convergéncia do
produto de duas sequéncias,
mesmo que uma delas ndo
seja convergente.



1 . o .
b) Se y,=n’ e x, =—, entdo x,-y, =n e a sequéncia(x,-y,) di-
verge.

, 1 i 1 .
¢ Se y,=n" e x,=—, entao x,-y, =— e a sequéncia (x,-y,)
n n

converge para zZero.

Em muitas situagdes, uma sequéncia pode ser escrita como soma,
produto ou quociente de outras sequéncias. O proximo teorema es-
tabelece um resultado a respeito da convergéncia de tais sequéncias.

Teorema 7. Se (x,) e (y,) sao sequéncias que convergem para 4 e
B respectivamente, entao:

a) a sequéncia (x, +y,) converge para A+ B;

b) a sequéncia (cx,) converge para c4, VceR;

¢) asequéncia (x,y,) converge para A-B;

d) a sequéncia (ﬂ converge para % desde que B#0.
Yn

Demonstracao.

a) Seja €>0 . Como limx, = 4, existe 7, €N tal que |x, —A|<§
para todo n>n,.

Como limy, =B, existe n,eN tal que yn—B|<§ para todo
nzn,.

€
>

Seja n, =max {n,, n,}e n>n,.Entdo, |xn—A|<§e yn—B|<

Logo,
| (x, +3,) = (A+B) = (x, = AD) +(y, = B) |
< x, = A[+[y, - B]
S£+£=8
2 2
Ou seja, se n>n,, entdo |(x,+y,)—(4+B)|<e. Isso prova que
lim(x, +y,)=A+B.

b) Para ¢=0, a igualdade é obvia, pois a sequéncia constante (0)
converge para 0=0.4.



Suponhamos ¢ #0.

Seja €>0. Por ser limx, =4, existe n, N tal que &

para todo n>n,.

X, —A| <
i

Logo, para n > n,, temos: |cx, —cA|=|c|-

X, —A|<|c|-ﬁ:e, ou seja,
|an—CA|<8. ¢

Concluimos que lim(cx, ) =cA4.
Antes de provar (c), observe que: limz, =I/ ¢ equivalente a

lim(z, —1)=0.

¢) Vamos escrever a expressio x,y, —AB de forma que possamos
usar as hipoteses: limx, = 4 e limy, = B . Para tal, observe que, ao
somar e subtrair a expressdo, x,B obtemos:

x,y,—AB=x,y,—x,B+x B—AB=x,y,—B)+B(x,— A).

Por ser convergente, (x,) € limitada. Por hipotese, limy, = B.
Pelo Teorema 6, limx, (y, —B)=0.
Por hipdtese, lim(x, — A) =0 e pelo item (b) anterior,
lim B(x, — 4)=0.
Logo,
lim(x,y, —AB)=Ilimx, (y, —B)+lmB(x,—4)=0+0=0.

E, portanto, limx, y = AB.

d) Provaremos que lim(x—”—éj: 0.
Y, B

A Bx —A4
Temos: N 2 P Vo _
y, B By,

1
(Bx,— Ay,), para todo n tal que
By,

v, #0. Aideia € usar novamente o Teorema 6.
Decorre dos itens (a) e (b) e da hipotese que:

lim(Bx, — Ay,)= Blimx, — Alimy, = BA— AB =0.

. I, ..
Falta mostrar que a sequéncia [B_] ¢ limitada.
Y



Como lim By, = Blimy, = B?, seque da defini¢cdo de limite de uma
sequéncia que: para todo € >0 existe n, € N tal que |Byn —Bz| <&
para todo n>n,. Ou seja, —e < By, — B> <¢ para todo n>n,. Em

2 2 2

B B
articular, para e =—, temos: —— < By <—.
p p 5 > )V 5

Somando B* aos membros dessa desigualdade, temos

2 2 2
B—< By, <%, ou seja, By, >37' Como By, >0, segue que

2
1 2
0<——<— paratodo n=n,.
By,
. 1 1 1 e .
O conjunto \—, ——, ..., ¢ finito e, portanto, limita-
By, By, By, i

1
do. Logo, a sequéncia [B_] ¢ limitada. Seque do Teorema 6 que:
Y

1 . A
lim——(Bx, — Ay, ) =0 e, portanto, limX =2 |
By, Y, B

Exercicios resolvidos

21) Calcule o limite de cada uma destas sequéncias:

2) (fj; b [%j;

n n

Tn* +5n+3 2n*+5
9 ( 3n” -8 j; ) (1—116 ]

Resolucao.

a) Pelo item (b) do Teorema 7, lim£:5xliml:5x0:0.
n n

b) Pelo item (c) do Teorema 7,

limL2 = lim(lxlj = (liml}{limlj =0.
n non n n

¢) Para usar os itens do Teorema 7, vamos dividir numerador e deno-
minador do termo geral por n’, 0 que nio o altera:

5 3
I +5n+3 1t T3
_ n n

3n’ -8 8
-}




Logo,
203,03 dim[ 74242
) 7112+5n+3=1 n_n _ non _
2
3n” -8 3-2 lim(3—ngzj

) .5 03
11m7+11m;+11mn—2_7+0+0_1

3-0 3

lim3 - limi2
n

d) Vamos também dividir numerador e denominador pela maior po-
téncia de n presente na expressdo, a saber, n°.

2.5
2 ot
Entdo, lim| 272 | =fim| 221" | 0%0
L
n

Observacao: J4 foi mencionado que progressoes infinitas, tanto arit-

méticas quanto geométricas, sao sequéncias. Os proximos exercicios

tratam sobre a convergéncia destas sequéncias.

22) Seja a, um numero real qualquer. Prove: Para todo niimero

real r #0, a sequéncia (a, +nr) diverge .

Resolugdo. Suponhamos »>0. 0 caso » <0 ¢é tratado de maneira
analoga. Mostraremos que a sequéncia ndo ¢ limitada.

Seja M um numero positivo qualquer. Basta mostrar que existe
neN tal que (a, +nr)>M.

M —a
Ora, ay+nr>M < nr>M—a, & n> L
r

_a]
r

Portanto, se »n > , entdo a,+nr>M . Sendo M arbitrario,
conclui-se que a sequéncia nao ¢ limitada.

Pelo Teorema 2 ela diverge.

23) Sejam a, e g ntmeros reais nao nulos. Prove que a sequén-

cia(a,g") converge se |g|<1 ouse g =1 e diverge se |g|>1 ou
se g=-1.



Resolugdo. Se |g|<1, ja foi provado (Proposicio 6) que limg" =0.
Logo, lima,g" =a,.limg" =0.

® Se g =1, resulta a sequéncia constante (a,) que converge para a,.

® Se g =-1, trata-se da sequéncia alternada —a,, q,,—a,,... que
diverge.

* Se |q| >1, vamos provar que a sequéncia(a,g") nao € limitada.

Seja K um numero positivo qualquer. Basta mostrar que existe n e N
tal que ‘

n K
|q| >

|a0|

1 K
<:>nlog|q|>log[ J©n> log[ J
o] loglg| " |a|

Portanto, se n>——— logE K j entdo ‘aoq”‘ > K .Como K ¢ ar-
0g|q7| |

Ora, |

|ao'q

bitrario, a sequéncia(|a,q" |) ndo € limitada, € 0 mesmo acontece
com a sequéncia(a,q") .

Pelo Teorema 2 ela diverge. Provamos, assim, que a P.G. infinita de
razdo g converge, se, e somente se, |g|<1 ou g =1.

Teorema 8. (Teorema do Confronto). Sejam(x,),(y,) e (z,) sequ-

éncias cujos termos gerais a partir de certo indice n, satisfazem:

x,<z,<y,.5e limx, =L e limy, =L, entdo também limz, =L .

Demonstracao. Temos por hipotese que x, <z, <y paratodo n>n,
e ainda que limx, =limy, = L. Vamos provar que limz, = L.

Seja € > 0.Porser limx, = L ,existe n, e N talque x, €(L—¢, L+¢)
para todo n=n,.

Por ser limy, =L, existe n,eN tal quey €(L—¢, L+¢) para
todo n>n,.

Seja. M*=max{n,, n, n,}. Entdo, para todo n>M" temos
L—-e<x,<z, <y <L+e,ouseja, z, €(L—¢, L+¢).

Logo, limz, = L.



Exemplo 33.

1
a) A sequéncia (—J converge? Qual o seu limite? Note que
n!

n! >n, para todo n>1. Logo, 0<i|§l para n=1. A sequén-
n' n

1
cia (0), bem como a sequéncia (—j, converge para 0. Pelo
n

Teorema 8, lim—' =0.
n.

2
b) E a sequéncia (sen n)? Ora, como —-1<sen2n <1, temos que
n
1 sen2 1 1 1
-—< P para todo n>1. Tanto (——j como (—j tém
n n n n n

sen2n=0'

limite 0. Pelo Teorema 8, lim
n

Teorema 9. (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia li-
mitada de niimeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Sera omitida, pois necessita da compreensdo de con-
ceitos que serdo estudados num curso de Analise.

Observacao. Sem a hipotese de ser limitada, uma sequéncia pode
ndo possuir uma subsequéncia convergente. Uma sequéncia nao li-
mitada também pode ter subsequéncias convergentes.

Exemplo 34. As sequéncias (n) e(—n’)ndo possuem subsequéncia
convergente.

Observacao. Uma sequéncia limitada pode ter mais do que uma
subsequéncia convergente.

Exemplo 35. A sequéncia((—1)") tem duas subsequéncias conver-
gentes. Ja a sequéncia(x,), definida por:

4—l se n=3k; keN
n
1
x,=3 — se n=3k+1l; keN
n
1
3+— se n=3k+2; keN
n

Este teorema € usado para
demonstrar muitos outros
resultados importantes.
Pode ser utilizado também
para obter o limite de
algumas sequéncias.



possui trés subsequéncias convergentes. (Quais sdo e para que valores
convergem?)

Exemplo 36. A sequéncia(x, ), sendo

se n €& par

se n ¢ impar

=
Il
S |~ I

possui uma subsequéncia que converge para zero, apesar de nao ser
limitada.

1.3.5 Limites infinitos

Entre as sequéncias divergentes existem aquelas cujos termos, a par-
tir de certo indice, tornam-se arbitrariamente grandes em médulo.

Definicao 9. Dizemos que uma sequéncia(x,) tende a infinito quan-
do para qualquer nimero positivo M existe um nimero natural »,
tal que x, >M paratodo n>n,.

Notacao. x, —» +o ou simplesmente x, — .

A defini¢ao diz que x, - © se, dado um nimero positivo M , arbi-
trariamente grande, existe um nimero #, tal que todos os termos da
sequéncia com indice maior ou igual a n, sdo maiores do que M .

Definicao 10. Dizemos que a sequéncia(x,) tende a menos infinito
quando para qualquer niimero negativo B existe um niimero 7, tal
que x, < B para todo n2n,.

Observacgao. Os simbolos + o e —o nao podem ser tratados como
numeros, pois nao pertencem a conjunto numérico algum.
Exemplo 37.

a) Sequéncias como (n*) com keN,(2"), (\/;) e (n!) obviamen-
te tendem a infinito.

b) A sequéncia 10—4n’tende a —o.



Para mostrar isso, seja B <0. Devemos encontrar n, € N tal que
10—4n’ < B para todo n = n,. Temos:

10-4n’ < B < —4n* <B-10 <

, 10-B J10-B

oSnt>——Sn>
4 2

,entdo 10—4n’ < B. Basta tomar n, como o

v10-B
S

Portanto, se n >

menor nimero natural maior do que

Conclui-se que 10—4n* — —o0.

n> se n & par

Exemplo 38. Seja x, = o
1 se n ¢ impar

Nao é verdade que x, — o0, pois, por maior que seja #,, sempre ha-

vera termos x, iguaisa 1 para n>n,.

Exemplo 39. Sejaa, =(—1)"-n. Também ndo podemos dizer que
a, > . Na verdade, (a,) possui uma subsequéncia que tende a
menos infinito e outra que tende a infinito.

-n* se n<10000

Tarefa. Se a sequéncia (b ) é dada por b, = , poO-
1 ®,) POt o, {211 se n>10000 P

demos dizer que b, - «? Ou que b, - —©?

1.3.6 Algumas propriedades dos limites infinitos

Propriedade 1. Se x, > e(y,) é limitada inferiormente, entdao
(x,+y,) > .

Justificativa. Por ser (y,) limitada inferiormente, existe keR
tal que y, >k, VneN. Seja M um numero real positivo qual-
quer. Devemos mostrar que x, +y, € maior do que M a partir de
certo indice n,. Como, ainda por hipotese, x, — oo, existe n, e N
tal que para n>n,, x,>M —k. Logo, para todo n=>n,, temos
x,+y >(M—k)+k=M, ou seja, x, +y, >M . Concluimos que
(x, +,) = .



Exemplo 40.

a) Seja x, =n’ e y,=2n". Observe que x, > e que (y,)
é limitada inferiormente. Entdo, x,+y, =3n°, que tende a
infinito.

b) Seja x, =n’ e y, =-n’. Note que (y,) nao é limitada inferior-
mente. Agora, temos x,+y, =0 e a sequéncia constante (0)
nao tende a infinito.

) Seja x,=2n" e y, =-n’. Dessa vez, x, +y, =n’ e, portanto,
(x,+y,)—> o, apesar de (y,) ndo ser limitada inferiormente.
Esse exemplo mostra que a reciproca da propriedade 1 € falsa.

Propriedade 2. Se x, > e (y,) é limitada inferiormente por um
numero positivo, entdo (x,-y,) —> ..

Justificativa. Por hipotese, existe ¢ >0 tal que y, >c, VneN.

Seja M um numero real positivo. Por hipotese, existe n, e N tal que
M . M

x, >— paratodo n > n,. Logo,se n =2 n, entéo x, -y, >—-c=M,
c c

ou seja, x, -y, > M . Concluimos que x, -y, —> 0.

Exemplo 41.

. 1
a) Seja x,=n e y, =2+—.Noteque x, >0 e y >2,Vn.
n

1 e
Entdo, x,-y, =n (2 + —j =2n+1 tende a infinito.
n

b) Seja x, =n e y, L Dessa vez, (y,) nao satisfaz a hipotese,
n
pois nao existe ¢ >0 tal que y, >¢, Vne N.
1 . ~
Temos: x, -y, =n-—=1 e a sequéncia constante (1) nao tende a
infinito. 7
. 2 1 !
c) Seja x, =n" e y =—. Agora x,-y,=n"-—=n e, portanto,
n n

x, -y, = ». Esse exemplo mostra que a reciproca é falsa, pois
(y,) nado é limitada inferiormente por um nimero positivo.



Propriedade 3. Sejam (x,) e(y,) sequéncias de niimeros reais posi-
tivos. Se(x,) é limitada inferiormente por um nimero positivo e se

limy, =0, entao I oo,
Yn

Justificativa. Existe, por hipotese, ¢ >0 tal que x, >¢, VneN.
c
Seja M > 0. Note que IYa € um numero positivo e, como limy, =0,

c
existe n, e N tal que 0<y, <M para todo n=n,.

1 M
Entdo, para todo n > n,, temos: x, >2¢c € —>—.
Yo  C
1 M . ,
Logo,ﬁ:xn._>c.—:M,|stoe,x">M,Vn2n0.
yn yn C yn

, X
Concluimos que: —* — 0.
Y

Exemplo 42.

1
a) Seja xn:3+l e yn:l. Entao, xn-yn=(3+—jn=3n+l, que
n n n

tende a infinito.

b) Seja x, = 1 ey = l Note que (x ) nao satisfaz a hipétese de
n n

ser limitada inferiormente por um ndmero positivo.

X A . ~ .
Agora, =~ =--=1 e a sequéncia constante (1) ndo tende a in-

n

= \.—n|= —

finito.

. 1 1 x, 1 A
c) Seja x, =— e y, =— . Dessa vez, ~~=—-n’ =n e a sequéncia
n n Yy, h
(n) tende a infinito. Esse exemplo mostra que a reciproca tam-

bém nao é véalida.

1.3.7 Indeterminacao

Observe com atenc¢do cada uma das quatro situa¢oes abaixo, em que
(x,) e (y,) sao sequéncias com limites infinitos.

i) Se x, > e y, = -, entdo nada podemos afirmar sobre o
limite da sequéncia (x, +y,) . Veja os exemplos:



Exemplo 43.

a) X, :nz; y, =-n. Entéo, X, +yn =n2—n=n(n—l). LOgO,
xn +yn —> o0,

b) x,=n; y, =-n’.Entdo, x, +y, =n(l—n) e, portanto,
X, +y, —>—0.

¢ x,=n+23; y,=-n. Entdo, x, +y, =23, ou seja,(x,+y,) éa
sequéncia constante (23) que tem limite 23.

d) x,=n;y, =(-1)"—n. Entdo, x +y =(-1)", que é uma
sequéncia oscilante e divergente.

Esses exemplos mostram que nesta situagao a sequéncia (x, +y,)
pode convergir para um nimero real qualquer, pode divergir, pode
tender a —c ou pode tender a +oo.

Por isso, escreve-se: “ o - é indeterminado” ou “o—o0 é uma
indeterminacgao”.

ii) Se x, - (ou —®)ese y, = © (ou —©), nada podemos afir-

.y . . [ x,
mar sobre o limite da sequéncia | —* |.
Yn

Exemplo 44.

n

X
—==-n ¢, portanto, —+ — —o0.
Y Y,

a) x,=n’; y, =-n. Entdo,

~ X . . N
b) x, =6n>; y, =n’. Entdo, =~ =6, ou seja, (xn é a sequéncia
Y

n

constante (6) que converge para 6.

Escreve-se: “ © é uma indeterminagao”.

00

iii) Se limx, =0 e y, — © (ou —»), nada podemos dizer sobre o
limite da sequéncia(x, - y,).

Exemplo 45.

n

1 ~ . . A
a) x,=—; y,=5n.Entdo, x, -y =5,ouseja, (x,-y,) €asequén-
n

cia constante (5) que converge.



1

b) X, =—; ¥, :n3.EI'ItE~iO, X, -, :n,portanto, X, Y, > 0.
n

n

Escreve-se: “0-00 é uma indeterminagao”.
iv) Se limx, =0 e limy, =0, entdo nada podemos dizer sobre o

x
limite da sequéncia {—"J .

n

Exercicios propostos

34) Dé quatro exemplos de sequéncias(x,) e (y,) tais que ambas

. . A s X A .
convirjam para zero; no entanto as sequéncias | — ] tém dife-
Y
rentes comportamentos quanto ao limite.

Escreve-se: “— é uma indeterminagao”.

oo

35) Escreva os cinco primeiros termos das sequéncias a seguir.
(1 +(—1)" )
a) |————
2

T .
nsen (—j s¢ ne par
n

n
7T >
sec( j s€ nelmpar
n_

1

I 1
) a=—4—+..+ Note que g, =L +1;
36 3(n+1) 376
_1,1.,1
cos(nm) a, = §+€+§, etc.
d) e

) (2 el ]

J=1

36) Escreva o termo geral das seguintes sequéncias.

4’ 816 32764 "

0 (sehshiselsol )

a) 6,10,14,18,.) D) L_,_ oz ]

4 8 16



37) Considere a

N 2 .
sequéncia (x,), sendo x,=n’; sejam

N, ={3k ;keN}; N,={-3+4k ;keN} subconjuntos de N.

Escreva os cinco primeiros termos das subsequéncias (x, ), .y,
e ('xm,- )m,-eNz .

38) Considere a sequéncia do Exercicio 35 (a).

a) Sendo N'={2k-1, keN} e N"={2k, keN}, escreva o
termo geral das subsequéncias (x,) . e (x,)

m; eN

b) Essas subsequéncias convergem?

39) Considere a sequéncia (n sen (%D Liste alguns termos para
compreendé-la.
a) E monétona? Justifique!
b) E limitada? Justifique!

¢) Converge? Justifique!

d) Ela possui subsequéncias convergentes? Quais?
40) Justifique porque a sequéncia (n-cossec n) diverge.

41) A sequéncia (x,) abaixo converge? Justifique através de algum

teorema.
5—l se n=3k; keN
n
x,= o+l se n=3k-1;, keN
n+4
2
— se n=3k-2; keN
n

2x  se OSxSl
42) Seja f(x)=

eseja x, =0,2. A sequéncia
2x—1 se ESxSl

(f(x))s fof(xy), fofef(x,),...)converge? Justifique!

43) Verifique se a sequéncia é monétona e a partir de qual termo:

2n+6 n"
a)[ 5n J" 0 (ﬂ




306" ) q
<) )’ ) (arctg n).

(Na iiltima sequéncia ndo faca contas. Observe o grdfico de
y=arc tg x).
44) Considere a sequéncia (n° +(=1)" -n).
a) Escreva os seis primeiros termos.
b) Prove que a sequéncia é monoétona.

¢) A sequéncia converge? Por qué?

50"
45) Mostre que a sequéncia é limitada.
(n+3)!
46) Seja x, =
) Seja =, 3n’ +2

a) Calcule n, e N tal que a distancia entre x, e _Tl seja menor

do que ﬁ para todo n>n,.

b) Calcule n, eN tal que

xne(—l—L, —1+Lj, Vnz=n,
3 1000 3 1000

¢) Prove que limx, = —%.

(- 1)n+l

3
n

47) Prove que a sequéncia(6 + ) converge para 6.

48) Prove: Se (x,) converge para L, entdo a sequéncia( |x| ) con-
, Va,beR).
A reciproca é verdadeira? Prove-a ou dé um contraexemplo.

verge para |L| . (Use a desigualdade ||a| - |b|| <la-b

49) Examine as sequéncias abaixo quanto a convergéncia. Caso
convirjam, calcule o seu limite.

i. b 2n3+2n—70.
a) V2 ) ) 6-n'-9n° |’



4n-2 "
9|70 } d) [’jj

Y N )

Tn—5
(-1 . (Zn _n+l).
&\ ) N )

. n’ n’

i) - .
2n+1 2n-— IJ

50) Anélogo ao Exercicio 49:

(sen(%))
a |——%—|

2n

n3
) | —————|.
arc cotgn

51) Prove: Se x, -+ e (y,) é limitada superiormente e tem to-
dos os termos positivos, entao —*+ — +o.
Yn
52) Use a defini¢ao de limite para provar que: Se (x,),(»,),(z,)
convergem para 4, B, C respectivamente, entdo a sequén-
cia (x, +y, +z,) converge para A+B+C.

53) Das sequéncias seguintes, apenas duas fazem sentido. Quais?
Para cada uma destas, verifique se é: monétona, limitada, con-

vergente.
a) (arcsenn); b) (arc cos %);
o) (arcsec %) ; d) (arcsen(Inn));

e) (arccossecn).



54) Em cada item dé um exemplo de sequéncias (x,),(y,) tais
que:

a) x, >+, y —>+0 e lim(xn—yn)zi.
b) x, >+0, y >+ e lim[iJ:ZI.

Yn
xﬂ

¢ lim(x,)=0, lim(y,)=0 e =~ — —o0.

n

55) A respeito de uma sequéncia (a,) de termos negativos sabe-se
que:

i) M<1, VneN.
a

n
ii) (a,) possui uma subsequéncia que converge para —10.
Pergunta-se:
a) (a,) é monotona?
b) (a,) converge? Justifique!
56) Um ntmero real chama-se “valor de aderéncia” ou “ponto de

acumulagao” de uma sequéncia(x,) se ele for o limite de algu-
ma subsequéncia de(x,) . Por exemplo, se

4+1 se n 6 par
X = ,
se n ¢ impar

entdo 0 e 4 sdo os pontos de acumulagao de(x,) .

a) Escreva o termo geral de uma sequéncia que tem como pon-
tos de acumulacao -5, 12 e 33.

b) V ou F? Justifique! “Uma sequéncia monétona pode ter dois
valores de aderéncia”.

¢) Construa uma sequéncia cujo conjunto de valores de ade-
réncia seja o conjunto N.
57) Resolva os itens a seguir.

a) Existe alguma sequéncia cujos termos sao todos positivos,
porém o seu limite é zero?



b) Prove: Se(x,) é uma sequéncia que convergepara L e L >0,
entdo existe um natural n, tal que x, >0,vn>n,.

Sugestdo para b): Comece assim: por hipétese, para todo € >0 existe
n, € N tal que |xn —L| <&, Vnxn,. Em particular, para € :%,
existe n, tal que...

58) Se (x,) é convergentee x, <0 paratodo neN,entdo limx ,<0.
Prove! Sugestao: Negue a tese e use o Exercicio 57.

59) Seja  (x,) uma sequéncia convergente satisfazendo
x, <A, VneN, sendo 4 um namero real. Prove que
limx, < 4.

Sugestdo: Tome a sequéncia (y,) tal que y, = x, — A e use o Exerci-
cio 58.

60) Dé um exemplo de sequéncia (z,) tal que limz, =7, porém
z, >7, VneN.

61) Prove ou dé um contraexemplo: “O limite de uma sequéncia
convergente de nimeros irracionais € irracional”.

62) Prove:

a) Se(x,) élimitadae y, >+, entdao lim [x—”J =0.
Y

0.

b) Se(x,) élimitadae y, = —o0, entdo lim [ﬁJ
Yn

63) Para cada uma das sequéncias (x,) abaixo, escolha a alternati-
va correta:
@ (x,) converge.
(b) x, > +o.
(@ x, >—o.
(d) Nenhuma destas.

3

) x =lo—
) % Jn —25°

.o 2
ii) x,=senn—n";



1 —1Y
iii) x, =log, [sen (—H; iv) x = COSSCC|:JT+Q:|,'
’ n

n

v) x,=6—(n2)"; vi) x, = ln(e”_”2 ).

64) Apresente duas sequéncias (x,) e (y,) tais que:
a) limx, =0.
b) (x,-y,) € decrescente.
o limx, -y, =43.
65) Determine a geratriz da dizima periédica 3,629979797... usan-
do a férmula da soma dos termos de uma P.G. infinita.

66) Determine um nimero natural n, tal que para todo n>n,

valha (%) <107%.

67) Considere a P.G. cujo termo inicial é 6 e cuja razao é K
a) Calcule a soma de todos os seus termos.

b) Seja §, a soma dos n primeiros termos. Determine um nu-
mero natural n, tal que para todo n>n, a diferenca entre
S, e 27 seja menor do que um milésimo.

c) Seja ¢ um nuamero real positivo, supostamente pequeno.
Determine n,, em funcdo de ¢, tal que para todo n>n,
tenha-se |§, -27|<e¢.

Respostas dos exercicios propostos

1) a,=3 Z)r:—% 3) a,=-3;r=5
199
4) 5 5) 428.429 6) R$1.219,00
7) a,=-1; a7:é 8)q=\/§;a1:3\/§
21
9) n, =758 10) S, =—— 11) 8 termos

29
12) a, =19 13) 156 graos 14) 1,3,9,17,51,153



15) Zero 16)9, 6,4
18) P.A.: 3, 66, 129, 192 PG.: 3,12, 48,192
19) Os nimeros sao —1,2,5,8,11.

20) Se r, é arazdo da PA. e , arazdo da PA. obtida pela diferenca
dos quadrados, temos 7, = 27>,

1+/5

2

21)

22) x:%+2kn ou x:—%+2kn, kel

23) a) PG. de razao -1, para x # kn, sendo k € Z
b) PA. de razao In10

24) A soma é 1. 25) k=23 26) 0,

B ’ ’

(AR
| W
AN

AW

2

27) (~1y
) D 2n+1

28) a) Decrescente a partir do quinto termo.

b) Limitada, pois todos os termos estao no intervalo [0,x,].

24 6 8 10 12
29) | Srmm

31) a) Limitada b) Limitada ¢) Nao limitada

33) n,=423

35) b) - 2, -1, 2v2,2 dy-1, + L 1L 1
4 916" 25

>



36) a) (4n+2) 9 (5+(‘;—)1]

37) 9,36,81,144,225;
1,25,81,169,289.

38) a)0e (%J b) Sim, para zero.

39) a) Nao b) Nao ¢) Nao d) Sim

41) Diverge 42) Nao

43) a) Decrescente a partir do 1° termo

¢) Decrescente a partir do 9° termo

46) a) n, =18 b) n, =40
49) a) D b) C o C d) C e) D
f) D g)C h) C

i) C (A sequéncia do item (i) converge para _l)
2
50) a) Converge para 0 b) Converge para 0 c) Diverge

359368
99000

65) 66) n, =37

67) b) n, =41

. ) . loge—log27
¢) n, € o menor nimero natural maior do que ——————
log7—1log9



Capitulo 2

Limite de uma Funcao







Capitulo 2

Limite de uma Funcao

Neste capitulo, objetivamos estudar e desmistificar o con-
ceito de limite de uma funcgio, apresentar técnicas para o
cdlculo dos limites e aprimorar a ideia de “infinito”.

2.1 Conceito de limite

x*-9
x=3

Consideremos a fungao f'(x)=
Poderiamos escrever também: f(x)=x+3, para x #3.

Nosso propésito é examinar o comportamento de f(x) quando x
toma valores arbitrariamente proximos de 3, porém diferentes de
3. Para tal, utilizaremos sequéncias (x,) tais que x, # 3 para todo
neN e limx, =3. Examinaremos em cada caso a sequéncia cujo
termo geral é f(x,), isto é, a imagem de x,.

a) Seja x, =3—i. Note que x,#3 e que limx, =3. Observe o0s
n

valores de n, x, e f(x,) na tabela:

1 2 3 4 5 10 100 50.000

2 25 267 275 28 29 299 299998

5 55 567 575 58 59 599 599998

A tabela de valores nos leva a crer que lim f(x,) = 6. De fato,
como x, # 3, temos:

2-9 1
lim f(x,)= 1im% =lim(x, +3) = lim(3 ——+3) =
X — n

n

= lim(6—l) = 1irn6—liml =6
n n



b) Seja x, =3+

=D

n2
Novamente x, #3 e limx, =3. Observe os valores na tabela
abaixo:

1 2 3 4 5 1000 1001
2 3,25 289 306 296 3,0000001 2,999999

5 6,25 589 6,06 596 60000001 5999999

Neste caso, também a tabela nos leva a crer que lim f(x,)=6.
De fato, como x, # 3, temos:

. _(x)=9 . 1
hmf(xn)=11m”—3=11m(xn+3)=11m 3—+3|=
X —

n

n

=1im(6—l)=lim6—liml=6
n n

Note que as sequéncias (f(x,)) dos itens (a) e (b) sdo distintas,

porém convergem para o mesmo valor: 6.

Seja (x,) uma sequéncia qualquer que satisfaz as condicoes:
x,#3 para todo neN e limx,=3. O que acontece com o

lim £ (x,)?
Ora, lim f(x,) = lim(x, +3) = limx, +lim3=3+3=6.

Podemos, pois, afirmar que: Se (x,) é uma sequéncia tal que
x,#3 paratodo neN e limx, =3, entdo lim f(x,)=6.

y

/ 3

k'

Figura 2.1

Definicao 11. Seja f uma func¢do definida em todos os pontos
de um intervalo aberto que contém o ponto b, exceto eventual-



mente no proprio b. Dizemos que o limite de f quando x tende a
b é L quando para toda sequéncia (x,) tal que x, #b e limx, =b,
ocorre lim f(x,)=L.

Escreve-se: lir? f(x)=L.

Observacao. Faz sentido falar no lir? f(x) mesmo quando f nao
esta definida em b. Observe isso no exemplo anterior. A fungdo

fx)=

X

— nio est4 definida no ponto 3, porém existe o lin31 f(x).
x— .

Exercicios resolvidos

1) Seja f(x)=3x"—5x+1. Quanto vale o lim /(x)?
Resolucdo. Seja (x,) uma sequéncia tal que x, =2 e limx, =2.
Entdo, f(x,)=3(x,)* —5x, +1, e assim:
lim f(x,)=3(limx,)* —Slimx, +1=3-4-5-2+1=3.
Segue da definicdo que 1}£Izlf(x) =3.

3x+7 se x#-—-2

2) Seja g(x)= { . Quanto vale }1312 g(x)?

8 se x=-2

Resolucdo. Seja (x,) uma sequéncia tal que x, # -2 e limx, =—-2.
Entdo, g(x,)=3x,+7, e assim:

limg(x )=3limx, +1lim7=3-(=2)+7=1.

Logo, lirzl2 g(x)=1.

Repare que o valor da fungdo g no ponto -2 ndo interferiu no
célculo do limite de g no ponto -2. De fato, calcular o limite
de uma fun¢do num ponto b é examinar o comportamento da
funcdo em pontos extremamente préximos de b, mas jamais
no proprio b.

Entdo, reforcaremos que, para calcular o ling f(x), ndo importa
X—

o valor de /' em b nem tampouco se f estd definida em b.



Exercicio proposto

3x’ +5
1) Sendo f(x)= Sx T determine o lim3 J(x) eo lim f(x). Y
x— x> )
4
Observacao. O limite de uma fun¢gdo num ponto 5

pode nao existir. Considere, por exemplo, a funcao
2x+1  se x<l1
F(x)= .
4x—5 se x>1
0 linll F(x)?

O que se pode dizer sobre

Resolu¢do. Tomemos inicialmente uma sequén-
cia (x,) tal que x,<I e limx,=/. Entéo,
lim F(x,) =lim(2x, +1)=3. Tomemos agora uma

sequéncia (x,) tal que x, >/ e limx, =1. )

Neste caso, lim F'(x,) =lim(4x, +5)=—1.

Observamos que o lim F'(x,) depende da sequéncia )
(x,) . Mas, conforme a Defini¢do 11, 0 lil’IllF(x) exis-

te quando para toda sequéncia (x,) que converge
para 1, sendo x, # 1, a sequéncia (F(x,)) converge
para 0 mesmo valor.

Concluimos que o lim F(x) ndo existe.
x->1

Sugerimos que o leitor faca um grafico da funcdo g do Exercicio Re-
solvido 2 e da funcdo F acima e observe o comportamento de cada
uma para valores de x proximos a —2 e 1 respectivamente.

2.2 Propriedades do limite

Unicidade do limite: Serd que uma fungao pode ter dois ou mais
limites distintos num ponto? O préximo teorema afirma que nao!

Teorema 10. Se o lim f(x) existe, entdo ele € tinico.
X—>a

Demonstracao. Suponhamos que lim f(x) =L, e lim f(x)=L,.Va-

mos provar que L, =L,. Seja (x,) uma sequéncia de pontos do do-
minio de f satisfazendo: limx, =a e x, #a, Vn. Conforme nossa
suposicdo, lim f(x,)=L, e lim f(x,)=L,.



Pelo teorema da unicidade do limite de uma sequéncia (Teorema 1),
seque que L, =L,.

2.2.1 Operacoes com limites

Os exemplos anteriormente desenvolvidos mostram que é possivel
calcular o limite de uma fungao num ponto a partir da definicao.
Mas queremos fazé-lo de forma mais direta.

Para isso, precisamos de alguns teoremas semelhantes aos que ja
foram demonstrados para sequéncias.

Teorema 11. Se q, b, ¢ sdo nimeros reais, entao lim(bx +c¢)=ba+c.

x—>a

Demonstracdo. Seja f(x)=bx+c e (x,) uma sequéncia satisfa-
zendo: x, #a,Vn e limx, =a. Entéo, f(x,)=bx, +c e:

lim f(x,) =lim(bx, +c)=blimx, +c=ba+c.

Seque da Defini¢do 11 que lim(bx +c)=bha+c.

Consequéncias:

a) limx=a (ésotomar b=1e c=0).

xX—a

b) limc=c (éso tomar b=0).

xX—a

2
Exemplo: lirr21(6x—5) =6 -5—5 =—1.

Teorema 12. Se lim f(x)=L, e limg(x)=L,, entdo:

&) B[/ () +g)=L, +L,.
b) li_r)nc-f(x)=c-L1 VeeR.
9 lim f(x) g(x)=1L,L,.

d) lim& :i, desde que L, #0.

wag(x) L,
e) limy/ f(x)= @ , desde que L, >0 quando » for par.



f) limsen[f(x)]=senL, e limcos[f(x)]=cosL,.

x—>a X

g) lime’™ ="

x=>a

h) limIn[f(x)]=InL,, desde que L, >0.

A demonstragio dos itens: (a), (b), (c), (d) decorre do Teorema 7. Demonstra-
remos apenas o item (a). | a demonstragdo dos demais itens ndo serd feita
agora, pois necessita do conceito de fungido continua. Posteriormente serd
demonstrado um teorema mais geral, no qual estdo inseridos estes itens.

Demonstracéo de (a). Seja (x,) uma sequéncia tal que x, #a, Vn
e limx, =a. Por hipotese, lim f(x,)=L, e limg(x,)=L,. Pelo
item 1 do Teorema 7, temos que:

lim[ f(x,) +g(x,)]=1lim f(x,) +limg(x,) = L, + L,

Pela Definicdo 11, lim[ f(x) + g(x)]=L, + L,.

Observacao (1): Dos itens (a) e (b) decorre:
lim{ £ ()= g(x)] =L, ~ L,
De fato, f(x)—g(x)=f(x)+(=Dg(x).
Observacao (2): Tomando g = f no item (c), obtém-se:

lim [ £ (0] = (1)’

Por indugao, conclui-se que: se n €N, entdo lim[ f(x)]" =(L,)".

Exercicios resolvidos

A ' 2 —
3) Calcule o limM

2 4x—cos(mx)
Resolucao.

. . 2
. [3x2 +2x—5 a_)lx1£r21\/3x2+2x—5 (=z)\/1xl£r21(3x +2x—5)(i)

=2 4x — cos(mx) - lin21[4x —cos(mx)] 1in21[4x —cos(mx)] -

. 2 . .
:\/3ygglx F2limx—limS @ 3.452.2-5 © Vi1

41irr21x—cos (lirrzwr X) 4.2 —cos(2m) 7




A igualdade (1) seque do item (d), a igualdade (2) seque do item (e) e
a igualdade (3) segue dos itens (a), (b) e (f) do Teorema 12.

¢ +5sen(2t) se t#0

_ w 120 Calcule 1}3{}]”@)

4) Seja f(¢t) ={
Resolucao.
lim /(1) = ltig)l[e +5sen (2t)}

=lime" +5limsen (2¢)
t—0 t—=0

lim#> .
=™ +5sen(lim2r) = e’ +5sen0=1
t—>

Exercicios propostos

Calcule os limites:

2) lirpl%/(x+3)4—6x+5

3 i x> =25
m————
x5 3x? =2 +14
. 2x —4x+1In(2x* -1)
4) lim 3
x>l x~ —sen(mx)
Teorema andlogo ao Teorema 13. Se lim f(x) =0 e se g é limitada num intervalo aberto
Teorema 6 estudado no e
capitulo anterior. que contém o ponto a, entdao lim f(x)- g(x)=0.

Demonstracao. Seja / um intervalo que contém o ponto a e tal que
g seja limitada em 1.

Seja (x,) uma sequéncia satisfazendo: x,#a, Vn e limx,=a.
Existe n, e N tal que x, €I para todo n>n,.

Das hipoteses do teorema seguem os sequintes fatos: lim f(x,) =0
e a sequéncia (g(x,)) € limitada.

Pelo Teorema 6, temos que lim f(x,)-g(x,)=0. Da Definicdo 11,
seque que lim f(x)-g(x)=0.



Exercicios resolvidos

X

5) Calcule o lim x’sen (lj

Resolucdo. Note que ndo podemos usar o Teorema 12 (c) (Por qué?).
Mas lin(}xz =0 e afuncdo sen(lj € limitada, pois sua imagem esta
X—> X

contida no intervalo [-1,1]. Pelo Teorema 13, lirrgxzsen(—) =0.
X—> x

Teorema 14. (Teorema do Confronto). Seja / um intervalo
aberto que contém o ponto a e f, g, h funcdes satisfazendo:
f(x,)=<h(x,)<g(x,) parato-do x em I, exceto eventualmente para
x=a.Se limf(x,)=limg(x,)=L, entdao limh(x,)=L.

Demonstracgao. Seja (x,) uma sequéncia satisfazendo: limx, =a €
x,#a, Vn.Existe ny e N tal que x, € I paratodo n>n,.Por hipo-
tese, f(x,)<h(x,)<g(x,), Vn=n, e lim f(x,)=limg(x,)=L.

Do Teorema 8, seque que lim#A(x,)=L e, usando a Definicdo 11,
concluimos que limA(x)=L.

()

Resolugao. Sabemos que 0 <

6) Calcule o lirr(}x4

sen(l] <1, Vx=#0.
X

Multiplicando a desigualdade por x*, temos: 0 < x*

<x.

)
()

Agora, lirr(}O:O e lingx4 =0. Pelo Teorema 14, lin(}x4 =0.

X x>

2.3 Definicao formal de limite

Ja definimos o limite de uma fungao num ponto usando sequéncias.
A definicdo que sera apresentada a seguir é a que tradicionalmente
se encontra nos livros de cdlculo. No préximo teorema, estabelece-
remos que as duas defini¢des sdo equivalentes.

Teorema analogo ao
Teorema 8 estudado no
capitulo anterior.



Para compreender melhor esta outra definicao, vamos explorar um
exemplo:

) 4x+3 se x#1 )
Seja f(t)= . Pelo Teorema 11, l)grll f(x)=17.

0 se x=1

Figura 2.2

Isso significa que é possivel conseguir f(x) tao préximo de 7 quanto
desejarmos, desde que tomemos x suficientemente préximo de L.

Em outras palavras, podemos tornar a distincia entre f(x) e 7 tao
pequena quanto desejarmos, desde que a distancia entre x e 1seja
suficientemente pequena, mas nao nula.

Lembrando que as distancias entre f(x) e 7 e entre x e 1sdo da-
das respectivamente por | f(x)-7| e |x—1

, 0 que foi escrito acima é
equivalente a:

“Podemos tornar | f(x)—7| tdo pequeno quanto desejarmos,
desde que tornemos |x—1| suficientemente pequeno, mas nao
nulo.” (1)

1
Por exemplo, se desejarmos que |f (x)—7|<m, ou seja, que

f(x) €(6,99;7,07), quais os valores de x em torno de 1 que deve-
mos tomar?



Ora,

1 1 1
| f(x)—7 |<L<:>|4x+3—7 |<L<:>|4x—4|<—<:>4|x—l|<—<:>|x—1|<—
100 100 100 100 400 -

. 1 .
Portanto, precisamos tomar x tal que |x—1|<4—00 e x#1, ou seja,

0<|x—1|<L.
400

1

O leitor pode verificar que caso desejassemos que | f(x)—7|< 5500

terifamos que tomar x tal que 0< |x - 1| <107,

Vamos agora empregar as letras ¢ e  para representarem niimeros
positivos arbitrariamente pequenos.

Dessa forma, o que foi dito em (1) se expressa assim:

Dado qualquer nimero positivo ¢, supostamente muito pequeno,
é possivel tornar | f(x)~L|<e, desde que se tome |x—1|<d e x#1,
para algum niimero positivo 0.

Isso, por sua vez, pode ser também expresso assim:

Para todo €>0, existe 0>0 tal que |f(x)—L|<e sempre que
0<|x-1]<¢.O nimero & depende do valor de &.

Definicao 12. Seja f uma fungdo definida em todos os pontos de
um intervalo aberto que contém b, exceto eventualmente em 5 . Di-
zemos que o limite de f', quando x tende a b, é L se para todo
€>0 existe 0 >0 tal que | f(x)—L|<e sempre que O<|x—b|<(3.

Observacao: A desigualdade |f(x)-L|<e € equivalen-
te a —e<f(x)—L<e que é equivalente a L—-e<f(x)<L+eg,
ou seja, f(x)e(L—¢,L+¢). Também |x - b| <0 §é equivalente a
xe(b-0,b+9).

Portanto, lirrbl f(x)= L quando para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que

f(x)e(L—¢, L+¢) sempre que xe(b—0, b+0) ex#b.



y
fx)
L+e¢
) 7 PO
L—¢
[b=6b b+ X

Figura 2.3

Note que para todo xe (b—0, b+0) e x#b tem-se

f(x)e(L-¢, L+¢). Quando para todo £ >0 for possivel determi-
nar um tal 0, entao lirrbl f(x)=L.

Exercicio resolvido
7) Seja f(x)=4x-5.

a) Encontre >0 tal que |f(x)—3|<0,1 sempre que
0<|x-2|<9.

b) Encontre um intervalo / centrado em 2 tal que
| f(x)—3]<0,02 sempre que x el —{2}.

¢) Prove, usando esta definicdo, que liIIZI f(x)=3.

Resolucao.

a) Para x# 2, temos:
|/ (x)-3|<0,1 < [4x-5-3|< 0,1 < [4x—8|< 0,1 <
< [4(x-2)[<0,1< 4[x-2|<0,1 < |x-2|<0,025.
Portanto, quando 0 <|x—2|< 0,025, entdo | f(x)—3|<0,1.
Logo, 8=0,025.
b) Para x # 2, temos:

| £(x)=3]<0,02 < 4| x—2]<0,02 <| x—2|< 0,005 <
< —0,005 < x—2 < 0,005 <> 1,995 < x < 2,005

Portanto, 7 =(1,995, 2,005).



c¢) Dado &> 0, devemos encontrar 0 >0 tal que | f(x)—3|<¢& sem-
pre que 0<|x—2/<0.

Tomando x # 2, temos:

| f(x)-3 |<8<:>4|x—2|<8|x—2|<§

Portanto, quando O<|x—2|<§, entdo | f(x)—3|<e. Basta tomar

0 :i, qualquer que seja € > 0. Logo, lingf(x) =3.

Exercicio proposto

5) Prove, usando esta tltima defini¢ao, que lirln1 (Bx—=5)=-8.

Teorema 15. Seja f* uma fungao definida num intervalo aberto que
contém o ponto a, exceto talvez em a. As afirmagoes seguintes sao
equivalentes:

a) Para todo ¢>0, existe §>0 tal que, se 0<|x—a|<d, entdo

| f(x)-Ll<e.

b) Paratodasequéncia (x,),talque limx, =a e x, # a paratodo n,
tem-se f(x, )=L.

Demonstracao:

(1) Vamos provar que (a) = (b), isto ¢, nossa hipotese é a afirmacio
(a) e nossa tese ¢é a afirmacéo (b).

Seja (x,) uma sequéncia tal que limx, =a e x, #a para todo n.
Seja € >0. Por hipotese, existe 0 >0 tal que, para todo x satisfa-
zendo 0<|x—d| <0, tem-se | f(x)—L|<e.

Como limx,=a € x,#a para 6>0, existe n,eN tal que
0<|xn—a|<6 para todo n=n,. Logo, | f(x,)—L|<e para todo
nn,, 0 que prova que limf(x )= L.

(2) Provaremos que (b) = (a), isto ¢, nossa hipotese é a afirmacéo
(b) e nossa tese ¢ a afirmacédo (a).

Suponhamos, por contraposicdo, que (a) é falso. Quer dizer, existe
¢ >0 tal que para todo 0> 0 existe x satisfazendo 0<|x—a|<¢ e
| f(x)—L|>¢.(Veja a observacio apos a demonstracéo.)

Este teorema estabelece
a equivaléncia das duas
Definicoes (11 e 12) de
limite aqui apresentadas.



. 1 :
Em particular, para 6 =—, sendo n qualquer natural, existe x, tal
n
1 ,
que 0<|x,—a|<— e | f(x,)—L]|>e. Dessa forma, obtivemos uma
n

sequéncia (x,) tal que limx, =a e x, #a, mas lim f(x,) ndo € L.
Isso contradiz a hipotese.

Portanto, nossa suposicdo ¢ falsa, o que prova a veracidade da afir-

macéo (a). .

Observacao. A afirmacao (a) do teorema é do tipo: Para todo ¢ >0,
existe 0 > 0 quesatisfaz P(x),sendo P(x):se x satisfaz 0 < |x - a| <0,
entao | f(x)—L|<e.

A negagao desta afirmacao é: Existe € >0 tal que, para todo 6>0,
nao é verdade que P(x) vale.

E negar P(x) é dizer: Existe x tal que O<|x—a| <del|f(x)-L|=¢.

Portanto, a negagao da afirmacao (a) é: Existe € > 0 tal que, para todo
0 >0, existe x satisfazendo 0< |x—a| <de|f(x)-L=>c¢.

2.4 Indeterminacao

Ja tratamos ligeiramente deste assunto no dltimo item do capitulo
anterior. L4 apresentamos quatro simbolos que representam inde-

. - 0 o )
terminacoes: 6, —, 0.0 e ow-o. No presente contexto, sera
o0

necessario um estudo mais aprofundado.

O item (d) do Teorema 12 estabelece que, se limf(x)=L, e
limg(x)=L, ese L, #0, entao

im{ & L
wag(x) L

Comecemos com o seguinte exemplo:

2
. o x —4
Como calcular o lim ?
x—2 X — 2

Nao é possivel aplicar o teorema, pois linzl(x—2)=0. Note que
lim (x> —4) também é zero.



Caso nao percebéssemos a priori que o denominador tende a zero e

aplicassemos o Teorema 12 (d), encontrariamos a expressao O Esta

0

nao possui um valor determinado e nao nos fornece qualquer pista
sobre a existéncia e o valor do limite.

Por isso, diz-se que % ¢é indeterminado ou uma indeterminacao.

2

.ox =4 . . e -
Para calcular lim , € preciso fatorar e simplificar a expressao:

x—2 X —

x*—4 _ (x=2)(x+2) _

P #2 +2.
ara x # 2, - — X
2
—4
Logo, lim™— = lim(x+2)=4.
x=>x X — x=>2

Observacao (1): Se lim f(x) =0 e limg(x)=0, entdo nada se pode

JAC))

afirmar, a priori, sobre o lim~——.
e g(x)

Observagao (2): Além de % existem outras seis expressoes que sao

. . N o0
indeterminacdes: —, ©w—o0, 0-00, 0°, 1” e 0",
o0

Por exemplo, se lim f(x) =0 e limg(x) =0, entdo o lim[ f(x)]** con-

duz a indeterminacao 0°.

Acompanhe os exercicios:

Exercicios resolvidos

4
8) limx2—16.
=2 3x" —12

Resoluc#o. Como lirrzl(x4 -16)=0 e 1irr21(3x2 —12)=0, temos uma
indeterminacédo %

Vamos fatorar os polindmios do numerador e denominador respecti-
vamente e simplificar a expressao:

x*'—16 _ (x> —=4)(x* +4) _ x> —4
3x*—12 3(x* —4) 3

para x#=+2.

Ao nos defrontarmos

com qualquer uma destas
indeterminacdes, devemos
tentar usar outra estratégia
para calcular o limite.
Normalmente procura-se
escrever a expressao da
funcéo cujo limite se deseja
calcular de outra forma
equivalente.



9)
Um teorema de algebra
diz que "O numero a é a
raiz de um polindmio p(x)
se, e somente se, p(x) for
divisivel por (x — a)".
10) 1

N&o adote este
procedimento para raizes de
indice maior do que dois.

xt-16 . x’+4
m .
2312 2 3

Logo, hrn

Agora podemos aplicar o Teorema 12 (d), obtendo g

4
Resposta. lim-> -6 8
—23x* 12 3

. X +4x*—x-4
lim —
-l x"—=4x-5

Resolucdo. Sendo liml(x3 +4x* —x—4)=0 e liml(x2 —4x-5)=0,

temos outro caso de indeterminagao do tipo 0

0

Como podemos fatorar os dois polinomios? Repare que —1 ¢€ raiz de
ambos. Fazendo a divisdo de x’ +4x* —x—4 e x> —4x—5 por x+1,
obtém-se os quocientes x* +3x—4 e x—5 respectivamente.

Assim,

X +4xt—x—4 _ (X* +3x—4)(x+1) _ x*+3x—4
x*—4x—5 (x=5)(x+1) x=35

para x#=—1¢€e x#5.

X +4x’-x-4 . xX*+3x-4 -6
Logo, lim — =lm——=—=
-l x"—4x -5 -l x—=35 -6

\/57«/_

y

Resolucdo. Novamente chega-se na indeterminagdo. Desta vez ndo
se trata de quociente de polindmios. Para conseguir simplificar a ex-
pressdo e aplicar o Teorema 12 (d), devemos multiplicar o numerador

e o denominador por /5+y +45:

35 53, 5+
CRN
5+y-5 1

y(,/5+y+\/_) y(,/5+y+f) w/5+y+\/§

para y#0.
Logo, hm—w—hm ! ! .
Sy y%°\/5+y+x/_ S5+5 245



x—1
11) lim——-.
=1 39—x -2
Resolucao. Outro caso de indeterminacédo do tipo % Aqui faremos
uma mudanca de variavel:

Seja u =3/9—x. Devemos agora escrever o limite proposto usando
apenas a variavel u.

De u=3/9—x seque que x=9—u".
Se x tende a 1, entdo u tendea J9-1=2.
Logo,

lim =lim = lim——=—lim =

x-1
>392 w2 y-—2 u—2 gy —2 u—2 gy —72

_ 2
_ lim (u—2)u +2u+4) _

—lim(u® +2u+4)=-12
u—2 u_z u—2

i Jr-1
tg?%_l.

Resolucao. Mais uma indeterminagdo do tipo % Faremos também

12)

uma mudanca de variavel. Para transformar a expressao num quo-
ciente de polindbmios, devemos igualar ¢ a uma poténcia de u, cujo
expoente seja multiplo de 3 e de 4.

Facamos t=u"".Se t =1, entdo u — 1.

Logo,

/2 T T B 7o B (T ) (TR S )

hm4—=hm—=hm 3 =lim > =
=1 e Yy o1 el =1 e (=D’ +ut)

(=D@ADE +1) _ (@’ +D) _4
S =D tutl) e wtutl 3

Exercicios propostos
Calcule o valor de cada um dos limites:

. 3 +10x7 +7x-2 . I8+h-2
6) lim— y— 7) im——
=2x” +2x" +x"—5x—14 h=0

A expressdo obtida apds
fazer a mudanca de
variavel € um quociente de
polindmios.



4 - uy
10) lim¥Y4*+12-2 11) 1im\/g

¥l x—1 q—)]{/g_]

2
12) lim Y3 =8+¢

=2 2t+4

2.5 Limites laterais

Para avaliar o lim f(x), vimos que é necessdrio examinar 0 compor-
x=>b

tamento de f(x) quando x tende a b por valores menores bem como
por valores maiores do que b. Existem situagdes em que é preciso ana-
lisar separadamente os casos em que x se aproxima de b por valores
menores do que b (pela esquerda) e por valores maiores do que b (pela
direita), ou analisar apenas um desses casos.

Definicao 13. Seja f* uma fungdo definida num intervalo (b,¢) . Dize-
mos que o limite de f quando x tende a b pela direita é L quando, para
toda sequéncia (x,) contida em (b,c) e que converge para b, tem-se
que (f(x,)) converge para L.

Notacao: lirIP f(x)=L.
x—=>b+

Em termos de ¢ e J, temos a seguinte definicdo equivalente:
lign f(x)=L se para todo €¢>0 existe 0>0 tal que | f(x)-L<e
x—=>b+

sempre que b<x<b+90.

y
N

L+e¢

L—¢

H Z\
b b+0

Figura 2.4



A partir do intervalo (L —¢, L +¢) obtivemos um intervalo (b, b+0)
cuja imagem esta contida no intervalo (L—¢, L+¢).

Definicao 14. Seja f uma fungao definida num intervalo (a,b).
Dizemos que o limitede f quando x tendea b pela esquerda é L quan-
do, para toda sequéncia (x,) contida em (a,b), tal que limx, =5,
tem-se lim f(x,)=L.

Notacao. lirbrl f(x)=L.

Em termos de ¢ e 0: lim f(x)=L quando para todo &¢>0 existe
x—=>b—

0>0 tal que | f(x)—L|<e sempre que b—0<x<b.

b—o b X
Figura 2.5

A partir do intervalo (L-¢, L+¢) obtivemos um intervalo (b-6, b)
cuja imagem estd contida no intervalo (L-e, L+e¢).

Exercicios resolvidos

=1 se x<2

3—2x se x=2

13) Seja f(x)= {

Sugerimos ao leitor fazer um grafico de f e, através deste, de-
terminar o valor de 1i12n f(x) ede lirgn f(x).
x=>2— x—=>2+
Resolucao. Vamos calcular estes limites laterais usando a definicdo:
a) Seja (x,) uma sequéncia tal que x, <2 e limx, =2. Entdo,
lim f(x,) =lim(x,*> = 1) = (limx,)’ = liml1=4-1=3.

Logo, linzn_ f(x)=3.



b) Seja (x,) uma sequéncia tal que x, >2 e limx, =2.

Entdo, lim f(x,) =lim(3—-2x ) =1lim3-2limx, =3—4=—1.
Logo, lim f(x)=~1.

Observacao: Todas as propriedades vistas, referentes a limites, valem
também para limites laterais, e suas demonstragoes sao analogas.

Podemos entdo calcular os limites laterais da fun¢do acima fazendo:
lilgl f(x)= lir?(x2 -1)=2"-1=3.

lim £(x)= lim (3-2x)=3—4=—1.

14) Seja g(x)=2x—-+x—4. Faz sentido falar em 115411 g(x) e em

lim g(x)?
x4+

Resolucao. Como g esta definida para x>4, so faz sentido o

lim g(x), que vale 8.
x->4+

2
—4
Y ~7  Determine lim h(x) e lim A(x).
x—=>2— x—=>2+

| x—

15) Seja h(x) =

Resolucao. Em primeiro lugar, devemos escrever A(x) sem usar valor
—(x—=2) se x<2

absoluto. Lembremos que | x—2|= .

x—2 se x=2

2
x —4
se x<2

—(x—2
Logo, A(x)= (x=2)
x’—4
se x>2
x—2
E como x> —4=(x—2)(x+2), temos enfim:

—x—2 se x<2
h(x)=
x+2 se x>2

Agora ¢ facil: linzr{ h(x) = lirg(—x—Z) =—4e
lim A(x) = lim(x+2)=4.
x—=>2+ x—=>2+

Resposta. lir2n h(x)=—4,; lir2n h(x)=4.
x-=>2— x->2+



3x*>-5 se x<l
16) Seja F(x)=y 4 se x=1.Determine 11912 F(x) e )lCLrlll F(x)
x¥=3 se x>1
Resolugdo. lim F'(x) = )lci_>rlr3(3x2 -5)=-2;

lim F(x) = lilln(x3 —-3)=-2.
x=>1+

x=1+

Resposta. lirln F(x)=-2; lirln F(x)=-2.
x—=>1- x=>1+

O préximo teorema estabelecera a relagdo entre os limites laterais de
uma fungao num ponto e o limite da fun¢ao neste ponto.

Teorema 16. Seja f uma funcdo definida num intervalo (a,b) e
também num intervalo (b,c) . Entao, lir? f(x)=L se, e somente se,

1i1’glf(x)=L e 1iI;’lf(x)=L.
X=>b— x—=>b+
Demonstracao. Devemos demonstrar duas afirmacdes:
1) Se lim f(x)= L, entdo lim f(x)=L e lim f(x)=L.
x> x> x—=>b+

Seja € > 0. Existe, por hipotese, 0 >0 tal que | f(x)—L|<e& sempre
que x € (a,c) e 0<|x—b|<0.Mas0<|x—b|<d< xe(b—3,b+0)
ex#b.

Portanto, para todo € >0, existe d >0 tal que | f(x)— L |<& sempre
que xe(a,b) e b—d<x<b e| f(x)—L|<e sempre que x € (b,c)

e b<x<b+0,ouseja, lirbrlf(x)=L e lirbrif(x)=L.

2) Se lim f(x)=L e lim f(x)=L, entdo lim f(x)=L.
x->b— x=>b+ x->

Seja € > 0. Por hipotese, existem 0, >0 e 4, >0 tais que:
| f(x)—L|<e sempreque xe(a,b) e b—0,<x<be|f(x)-Ll<e
sempre que x e (b,c) e b<x<b+0,.

Seja o minimo entre 8, e J,. Entdo, | f(x)—L|<& sempre que
xe(a,b) e b—0<x<b e | f(x)-L|<e sempre que xe(b,c)
e b<x<b+0, ou seja, | f(x)—L|<e sempre que xe(a,c) €
0<|x—b|<d.

Logo, lir?F(x) =L.



Retomando as funcdoes 4 e F dos Exercicios Resolvidos 15 e 16,
concluimos que:

e O lin21 h(x) nao existe, pois os limites laterais de /# no ponto 2
sao diferentes.
* Jao liIIII F(x) existe e éigual a 2.

Observacao. Os limites laterais de uma fun¢do num ponto podem
nao existir.

Exemplo. Considere a fungdo: f:R >R

sen (—) se x#0
S(x)= x

Vamos mostrar que lim f(x) nado existe. De maneira analoga se
x=>0+
mostra que lim f(x) também nao existe.
x—>0—
Basta exibir duas sequéncias (x,) e (z,), ambas com termos positivos
e convergindo para zero, porém com lim f(x,) # lim f(z,) .

. 1 1
Seja x,=—e z, = .
ni 2nm+ 7%

Temos: x, >0 e z, >0 para todo n, limx, =0 e limz, =0.

1
Mas lim f(x,) =limsen (—) =limsen(nn) =1im0=0.
X

n

|
E lim f(z,) = limsen (—) = limsen (th +§) =liml=1.
4

n

Concluimos que lim f(x) nao existe.
x>0+

Exercicios propostos
Para cada uma das fungdes seguintes, calcule:
lim £(x), lim £(x) e lim £(x).

4—x* se x<I

2x+1 se x=1, a=1

13) f(X)={



3x

14) f(x)= ; a=0.
2x—| x|
senx—2 se x<£
2
7T 7T
15 x)10 se X=—; a=—
) f(x) 2 2
cos2x se x>£
2

2.6 Limites no infinito

Até aqui, analisamos o comportamento de uma func¢dao f(x) quan-
do x se aproxima de algum ponto.

Analisaremos agora o comportamento de f(x) quando x assume
valores positivos arbitrariamente grandes ou negativos arbitraria-
mente grandes em mddulo.

Considere por exemplo:

fill,o) >R

f(x)=2+l
X

X 1 10 100 1000 50.000 |
f( K 21 201 2001 200002 |
Observando a tabela, percebe-se que, a medida que x assume valores
arbitrariamente grandes, f(x) se aproxima arbitrariamente de 2.

Se desejarmos que | f(x)—2|<0,05, basta tomar x > 20, pois

2+l—2

<0,05<:>l<0,05<:>l<0,05 (pois x > 0) < x > 20
X X X

| f(x)-2|<0,05 <

Se quiséssemos | f(x)—2|<0,0004, bastaria tomar x > 2500, pois

1

| f(x)-2]<0,0004 < —< 4 < x> 2500.
x 10.000




Ao escrever x — +oo,

a variavel x ndo se
aproxima de valor algum,
pelo contrario, aumenta
ilimitadamente.

Se & representa um ndmero positivo arbitrariamente pequeno, é
possivel obter-se | f(x)-2|<¢e?

Ora, |f(x)—2\<e<:>l<sc>x>l.
X €

1 .
Portanto, basta tomar x >— para que seja | f(x)—-2|<e.
€

Definicao 15. Seja X um conjunto nao limitado superiormente e
f:X > R. Dizemos que o limite de f(x) quando x cresce ilimi-
tadamente é L se para todo ¢ >0 existe M >0 tal quese xe X e
x>M ,entao | f(x)—-2|<e.

Escrevemos: lim f(x)=L.

Observacao (1). A Defini¢ao 15 diz que: liI+n f(x)=L se para todo

€>0 existe M >0 tal quese x> M ,entao f(x)E(L—¢,L+e¢).(Veja
a figura).

yl

Figura 2.6

1
Em nosso exemplo anterior f:[l,0) >R, f(x)=2+— ja ficou pro-
X

x—=>+00

1
vado que lim (2 +—) =2. Desenhe o gréfico da fungao e determine
x

M em funcado de ¢.
Consideremos agora a funcao:

fi(=o, -11>R

f=2+1
X



x -1 -10  -100  -1000 -50.000|
f I 19 199 1,999 1,99998|

Observando a tabela, percebe-se que, a medida que x assume valo-
res negativos arbitrariamente grandes em moédulo, f(x) se aproxi-
ma arbitrariamente de 2.

Por exemplo, se precisarmos que a diferenca entre f(x) e 2 seja
menor do que 0,05, basta tomar x <-20.

Com efeito,

1
<—&

1
<—

-21<0,05<=
| f(x)—-2] 20

X

2+l—2
X

c>—l<i (pois x<0) < —x>20< x<-20
x 20

E se & representa um nimero positivo muito pequeno, quando é
que teremos | f(x)—2|<e para x<07?

Vejamos:

1 1 1
<ES——<E—x>—S X< ——

|f(x)—2|<e<:>‘l
X x £ €

1
Portanto, para todo x menor do que —— , teremos | f(x)-2|<e¢.
£

Definicao 16. Seja X um conjunto ndo limitado inferiormente e
f:X > R. Dizemos que o limite de f(x) quando x cresce ilimi-
tadamente é L se para todo £¢>0 existe N <0 tal quese xe X e
x<N,entao | f(x)-L|<e.

Escrevemos: lim f(x)=L.

Figura 2.7



A figura mostra o grafico de uma fungdo f para a qual lim f(x)=L.
Note quese x <N ,entdao f(x)e(L—¢,L+¢).

1
Em nosso exemplo f:(—%, —1)=>R, f(x)=2+— ja ficou provado
X

xX—>—0

. 1
que lim (2+—j =2 (pois dado €>0, basta tomar N = —%). Dese-
x

nhe o gréfico desta funcao.

Observacao. Das defini¢des anteriores segue que ndo existe o
lim senx nem o limsenx, pois y=senx é uma fungao periddica

X—>+00 X—>—00

cujos valores variam entre —1 e 1 em qualquer intervalo de compri-
mento 27 .

2.6.1 Calculo de limites no infinito

As propriedades para calcular limites permanecem inalteradas

/4, 1, “"

quando substituimos “x—a” por “x —>—-0" ou “x— +0”. Mas

precisamos de um teorema adicional:

Teorema 17. Para todo nimero natural positivo &, tem-se:

a) limL:O. b) limlkzo.

X—>+00 xk X—>—00 x

Demonstracdo. A demonstracdo do item (a) é andloga e fica como
exercicio.

b) Seja &>0. Devemos encontrar N <0 tal que se x<N, entdo

Lk—O <¢.Ora,

X
1y <s<:>L<e<:>|x|k >l<:>|x|>—.
xk xk &€ %

Naturalmente vamos supor x <0 e, assim, a ultima desigualdade

. . 1 : 1
¢ equivalente a —x>—, que equivale a x <——=. Portanto, se

1 1 _
x <——=,entdo |——0| < €. Basta, pois, tomar N = —.
e x* P e

Fica provado que lim Lk =0.
X—>—0 X



Exercicios resolvidos

3x2 +8x-5

3

17) Calcule lim

X—>+00 4_x
Resolucao. Aqui surge uma indeterminacgao do tipo % A fim de usar

o Teorema 17, vamos dividir o numerador e o denominador da fracdo
por x’. Isso ¢ possivel, pois x # 0. Entéo,

é+ﬁ > li 3+1 8 li >
1 3x2 +8x_5 _ 11m X x2 3 a_)xir{:O_x XLYJEO x2 xl)e}o x3 (2)O+0 O
X—>+0 — 3 X—>+0
4-x iS—l limi3—11m1 0-1
X X+0 X X—>+0

Nas etapas (1) e (2), utilizamos os Teoremas 12 e 17, respectivamente.

2
Resposta. hmw =0.
o= 3x" +x =7

2
18) Calcule lim w
x>0 3x 4+ x =7

Resolugio. Dividindo o numerador e o denominador por x’ e apli-

4
cando os Teoremas 12 e 17, chega-se ao resultado E

," 2 —
19) Calcule lim M

X—>+0 1-2x

Resolucao. Para que possamos usar o Teorema 17, dividimos os dois
termos da fracdo por *. Lembremos que se a e b sdo positivos, en-

tio %:J% e Vx? =[x.

Como x € positivo, x =~/x".

Logo,
V4x* =3 5x 4x%_3
— 4+ +

1 = lim
X—>+00 1-2x x—>400 1_27 x—>+00 1_2
X
3 3
2t yi— 2t
= lim ————— —hm lx =2+5— !
X—>+%0 7_2 X—>+00 1, -2 2



_ 4x’=3+5
20) Calcule lim NAXY ZoHOX

X0 1-2x

Resolucao. Mesmo procedimento que no exemplo anterior, s6 que
dessa vez x é negatlvo e, assim, x =—/x> . (Por exemplo, se x=-2,

entdo —2 = —/(=2)> = /4, pois /4 =+2).

Logo,
4x* -3 L5 4y 3 5
[a? A2 T2t
hm 4x 3+5x —\/_ X _ hm X X _
X——0 1_2x x%—oo 1_7 X——0 1_2
X X X
3
NPT e aus 3
= llrfl ] -
X— 1, -2

21) Calcule lim (x++2x+x").

Resolucdo. Neste exemplo, surge uma indeterminacao do tipo oo —oo.
Vamos multiplicar e dividir a expressdo x++/2x+x° por

—\2x+x7.

Entdo, para x #0, temos:

i /72x+x2 _ (x+\/2x+x2)(x—\/2x+x2) _
—\2x+x°

_xz—(2x+x2)_ —2x

—2x+x? - x—v2x+x2 ‘

Portanto, lim (x++/2x+x”) = lim ;\/xi
X—>—00 X—>—0 2x+x

Dividindo os termos da fracdo por x e lembrando que, por ser x <0,

x=—/x", chega-se a:

lim 2 _ 2 =1.

x>0 1+1
1+\/2+1
X




Exercicios propostos

Calcule os limites:

2—x-5x° o 2x—A1+x?

16) lim — 5 17) lim
x>0 x” —12x" +27 X—>+00 x+1
2
18) lim 2X=VLFX 19) lim — P +3

X—>—0 x+1 x—)—oosx_3[x3+1

2.7 Limites infinitos

I
(x=2)""

Consideremos a funcdo f(x)=

Tomemos valores para x que se aproximam cada vez mais de 2 pela
direita e observemos as suas imagens:

X 3 2,5 21 2,01 2,001 ‘

f ) 1 4 100 10.000 1.000.000 ‘

Note que, quanto mais préximo de 2 for o valor de x, maior é f(x),
aumentando ilimitadamente.

Tomemos agora valores para x que se aproximam de 2 pela esquerda:

X 1 1,5 1,9 1,99 1,999 ‘

f® 1 4 100 10.000 1.000.000‘

Observando a tabela, chega-se a mesma conclusao.
Podemos entdao dizer que, a medida que x se aproxima de 2, quer
pela esquerda ou pela direita, f(x) assume valores positivos cada

vez maiores, ultrapassando qualquer valor pré-fixado.

Por exemplo, se desejarmos que f(x) seja maior do que 10", basta

tomar x no intervalo (2 —%, 2 +#j, mas x#2.

Com efeito,



Atencdo: Reforcamos que
+ o nio € numero, mas um
simbolo que, nesta
definicdo, significa que,
dado qualquer numero
positivo, por maior que seja,
existem valores f'(x)
maiores do que este
numero, para x
suficientemente

proximo de b.

f(x)>10" < >10106x¢2<:>(x—2)2<11 ex#2 &

010

22
1 1 1
<:>|x—2|<1— e x¢2©2_ﬁ<x<2+_ e x#2.

0’ 10°

Se M representa qualquer niimero arbitrariamente grande, pode-
mos ter f(x)>M ,tomando x suficientemente préximo de 2?

Vejamos:

f(xX)>M < >Mex¢2<:>(x—2)2<ﬁ ex#2 &

(x-2)?

<:>|x—2|<L e x#2.

NI

Portanto, f(x)>M desde que 0<|x-2|< L, ou seja, desde que

SRS S o
e(z \/A7’2+\/A7j 2}.

Definicao 17. Seja f uma funcao definida num intervalo aberto 7
que contém o ponto b, exceto eventualmente em b . Dizemos que “o
limite de f quando x tendea b é +o0” se para todo M >0 existe 0
>0 tal que f(x)>M sempreque xe/l e 0<|x—-b|<d.

Escreve-se: lim f(x) =+
x—b

y
M
/
/2
2-90

Figura 2.8



Ficou provado que lim———
u prov qu xl}‘)l;l(x 2)

De fato, dado M , basta tomar O = i e teremos f(x)>M sempre

NI
que x €(2—95,2+9) e x #2. (Veja a figura).

Considerando a funcdao g(x) =_—2, esta tem comportamento

(x=2)

semelhante ao da funcdo f(x)= . A diferenca é que para

1
(x—2)°
x arbitrariamente préximo de 2, g(x) é arbitrariamente grande em
modulo, porém negativo.

Definicao 18. Seja f uma fungao definida num intervalo aberto /
que contém o ponto b, exceto eventualmente em b . Dizemos que “o
limite de f quando x tendea b é —0” se para todo B <0 existe
0>0 tal que f(x)<B sempreque xe/l e 0<|x—b|<0.

Escreve-se: lim f(x) = -0
x—b

-1

Vamos provar que lim

=2 (x— 2)
Seja B <0. Devemos encontrar 6 >0 tal que _2 >~ <B sempre
que 0<|x—-2|<9d. (x=2)
Ora,
- 2<Bex¢2@M>—ex¢2©(x 2)? Lexs260
(x-2) -1 B B

Slx-2< ,/_—1 ex¢2c>0<|x—2|<‘/_—1.
B B

Basta tomar 0 = ‘/%}.Note que %}>O,pois B<0.

-1
Logo, lim
x-2 (x 2)



Figura 2.9

A figura exibe um valor de B e o correspondente valor de 6 que
satisfaz: 0<|x-2|0= f(x)<B.

Também podemos definir limites laterais infinitos:

Definicao 19. Seja f uma fungao definida no intervalo (b,c).
Dizemos que “o limite de f quando x tende a b pela direita é
—o0” se para todo B <0 existe 0>0 tal que f(x)<B sempre que
b<x<b+9.

Notacao. lir}g f(x)=—0.

Como exercicio, defina lim f(x) =+, lil’il f(x)=4x e
x—b* x—>b"
lim f(x)=—o.

x—b"

Finalmente, devemos considerar os limites no infinito que sao infi-
nitos.

Definicao 20. Seja X um conjunto ndo limitado superiormente. En-
tdo, lim f(x)=+o0 quando para todo M >0 existe 4>0 tal que

f(x)>M sempre que xe X e x>A4.E lim f(x)=- quando para

todo B <0 existe 4>0 tal que f(x)<B sempreque xe X e x> 4.



Figura 2.10 - lim f(x) =+

Yiof®

Figura 2.11 - lim f(x)=—o

Como exercicio, defina lim f(x) =+ e lim f(x)=—o.
xX—>=0 X—>—00

Exemplos. Observando os gréficos das fung¢oes tangente, logaritmi-
ca e exponencial, podemos constatar intuitivamente que:

a) lim tgx=+0 e lim tgx=-o0

i
xX>— PN
2 2

b) limlnx=-0w e lim Inx =40

x—0" X—>+00

¢ lime' =0 e lime" =+

X——0 X—>+00

Observagao. Se P(x) é um polindmio, entdo lim P(x) depen-

de apenas do mondémio de maior grau de P(x), ou seja, se
P(x)=ax"+a, x"" +--+ax+a,, entdo lim P(x)= lim a,x". Vamos

X—>+00 xX—>+00

provar esta afirmacao:



: n n—1 n—-2 _
lim(ax"+a, x"" +a, ,x""+..+ax+a,)=

X—>+00

a,, 1 a 1 a 1 a 1
=i n a2 4. 4 0.
_xlir-{}oanx (1+ + —+..+ —+ -
a, x a, Xx a, x a, x
. a . 1 a , . 1 a, . 1 a1
= lim g, x"| 1+—L lim —+ = lim —+---+— lim —+—" lim —
X—>+00 a xo+e x a. X+ x a x—o+o x" a x—o+o x"
n n n n

=lima x"(1+0+0+...+0+0)=lima x".

Observagao analoga vale para lim P(x).

Exemplo. = lim (4x° —10x" —8x’ —35x* +5) = lim 4x° =+ .

xX—=>+o00 x>+

Teorema 18. Se n é um numero natural, entao:

.1 .1 400 se n € par
a) lim— =+o0; b) lim — = . .
x>0" x =00 X —00 S€ 1 € Impar
Demonstracao.

a) Seja M >0. Devemos obter 6 >0 tal que iﬂ>M sempre que
0<x<0.Mas o

L>Me x>0<:>x”<L ex>0<:>0<x<L.
x" M UM

1
Portanto, tomando 6 = tem-se — > M sempre que 0<x<0.

n

=1-

Assim, lim — =+o0.

x—0" xn

. .1
b) Vamos provar que, para n impar, temos lim — = —o.
x=0" x

A demonstracao do caso n par fica como exercicio.

. 1
Seja B <0. Devemos encontrar 6 >0 tal que — < B sempre que
—0<x<0.Seja x<0 e n impar. Entdo:

i<B<:>x”>l ex<0<:>@>nlex<0
x" B B

1 1
Sx>—ex<0ee —<x<0.
4B

@



| -1 1

Tomemos -0 = isto ¢, 0 =—— , ou melhor, d = |
B

B<0).

. . . : (pois
7B /B R

Assim, para 0 :L, teremos Ln< B sempre que -0 <x<0.
x

NE|

Logo, lim L =—00,
x—0" x

Exemplos.
a) liml:—oo; liml:+oo
=07 X x>0 x

.1 .1
b) lim — =+o0; lim — =00
x>0 x x>0 x

Teorema 19: Seja @ um ntimero real qualquer e 7, g funcdes tais
que lim f(x)=0 e limg(x) =c, sendo ¢ 0. Entao:

a) Se ¢>0 e f(x)>0 para todo x proximo de 4, entdo

lim &~ g(x) =+4w0.

x—>a f(x)

b) Se ¢>0 e f(x)<0 para todo x préximo de a, entdo

lim 8.
x—a f (x)

c) Se ¢<0 e f(x)>0 para todo x proximo de a, entdo

lim &) g(x) _
a f(x)

d) Se ¢<0 e f(x)<0 para todo x proximo de a, entao

g(x)

hm =400,

x—>a f(x)

Demonstraremos apenas o item (a). Temos por hipdtese que:
limf(x)=0 e f(x)>0 para todo x préximo de a; limg(x)=c e
c>0.

Com o auxilio deste
teorema, poderemos
calcular alguns limites
infinitos. Salientamos que
ele também vale se

"x — a" for substituido por
x—=a,x—a,x—>+oou
X —> —o0,

Significa que x pertence
a um intervalo aberto
centrado em a, com x
diferente de a.



g(x)

Tese. Iim=2-—% = +o0.

= f(x)

Demonstracdo. Existe o0,>0 tal que f(x)>0 sempre que
O<|x—al<d,. Seja M >0. Devemos encontrar 0>0 tal que

g(x)
f(x)

Como limg(x)=c, para todo &€>0, em particular para &=

>M sempre que 0<|x—a|<9.
<
2'
existe 9, >0 tal que |g(x)—c|<§ sempre que 0<|x—a|<d,

Mas

c —C c c 3c
X)—cl<—<¢& —<g(x)—c<—<—<g(x)<—.
lg(x)—C| SO <8 -e<s e sg)<T

Portanto, g(x)zg sempre que 0<|x—a|<9,.
Como hmf(x) 0, para todo €>0, em particular para e-%
existe 0, >0 tal que |f(x)—0|<ﬁ sempre que 0<|x—a|<d,.

Seja 0 =min {9,,0,0, } . Entdo, para 0 <|x—a|<d, temos: f(x)>0,

g(x)>§ e |f(x)|<ﬁ. De f(x)>0 seque que f(x)<ﬁ, ou

. 1 2M
seja, >
S ¢
Logo, 8lx ) ! > <. 2M_M Assim, g(x)>M sempre que
f() 2 f(X) 2 ¢ f(x)
O<|x—al|<o .
Conclui-se que lim=— g(x) =+,
x—a f(x)

Exercicios resolvidos

Para os exercicios 22 ao 26, calcule:

22) tim =D
ot [1=2x]

1
Resolucao. lil’Ill In3x—1)=1n (E) <0; lirrll [1-2x]=0

x—>— x=>—



23)

24)

25)

26)

l\/Ias|1—2x| tende a zero por valores positivos. Pelo Teorema 19, con-

, . In(3x—1)
cluimos que lim——=—
x% [1—2x]|

) 3x
lim ———.
- x +2x-3

Resolucdo. lim3x=3>0; lim(x’+2x—3)=0.

x—1" x=>1"
Precisamos saber qual é o sinal de x*>+2x—3 para x muito pro-
ximo de 1 e menor do que 1. Para isso, fatoramos este polindbmio:
x> +2x—3=(x—1)(x+3).Agora fica facil perceber que x—-1<0 e

x+3>0.Pelo Teorema 19, lim 3x

2 =—%.
" x"4+2x-3

4x
lim — .
x->-3" x7 + x° —6x

Resolugdio. lim e =e ' que é positivo; lim (x* +x* —6x)=0.
x—>-3"

x—-3"

Fatoramos o denominador:
X +2x" —6x=x(x>+2x—6)=x(x+3)(x—2).

Se x esta muito proximo de —3 e é maior do que -3, entdo

x<0, x+3>0 e x—2<0, 0queimplica x’ +x* —6x>0.
4x

) e
Pelo Teorema 19, lim ————— =+®.
>3 X7 + X7 —6x
. l—cosx
lim .
x> sen2x

Resolucdo. lim(—1cosx)=2; limsen2x=0.

X7 x>
Se x >, entdo 2x > 27, ou seja, 2x corresponde a um an-
gulo do quarto quadrante, cujo seno € negativo. Pelo Teorema 19,

l-cosx

lim —
xo>n" sen22x

4
lim &3’31
yo=o 548y

Resolucdo. Dividindo numerador e denominador por y4, temos:



1
Escrevendo %+§ :—(%+8j, observa-se que, se y — —oo, entdo
y oy Y\

1 .5 , . .
—<0e —+8>0, pois — estd bem proximo de 0. Assim,
Y Yy Yy
Este teorema ¢é frov—1
.Yy tzy
intuitivamente obvio. — +—<0. Logo, ILTEOW =-
Salientamos que yo ¥ Y oy

"x — a" pode ser substituido

porx —>a’, x >a', x> Exercicios propostos

ou x — +00.

Calcule cada um dos limites:

x2—2\/;_ V2 —x?

20) 1i ; 21) lim 2% .
R [ R v
2
2) lim2*2, 23) lim 2 2%,
-2t 4 —¢ x40 J_y
3
o) lim X%
o 2% —49x

Teorema 20. Sejam f, g, u,v funcdes tais que:
lim f(x) =+o; limg(x)=+w; limu(x)=-© e limv(x)=c,

sendo ¢ uma constante nao nula. Entao:
) Tim[ £ (x) + g(x)] = +cc
b) lim f(x)- g(x) =-+o0
Q) Tim £ (x)-u(x) = o0
) Timl £ (x) +v(x)] = + 2

e) lim[u(x)+v(x)]=-o



—osec<0

f) lim f(x)-v(x) ={

+oosec>0

g) lim

x—a V()C)

£(x) ={—oo sec<0

+osec>0

B 1im 2 — g
x—a f(x)

Demonstracéo (a): Demonstraremos apenas o item (a).
Por hipotese, !{ig}f(x) =400 € }rigalg(x) =+00. A tese €:
im[ £ (x) + g(x)] = +e0.
Seja M > 0. Devemos mostrar que existe >0 tal que
f(x)+g(x)>M sempre que 0<|x—a|<0.Como £i£13f(x)=+oo,
existe 9, >0 tal que f(x) >% sempre que 0<|x—a|<9,.
Por ser }gr; g(x) =+, existe 0, >0 tal que g(x)> %
sempre que 0<|x—a|<9,.

Seja 0=min{0,,d,}. Entdo, f(x)>% e g(x)>% sempre que
O<|x—al|<0.

Logo, f(x)+g(x)>%+%:M sempre que 0<|x—a|<0d. Con-

cluimos que lim[ f(x)+ g(x)]=+c0.

n
Exercicios resolvidos
Para os exercicios de 27 ao 29, calcule:
27) lim — 2%
7 (senx—3)
2
Resolucdo. lim tgx = lim > = +oo; lim (senx—3)*=—8. Pelo
I xT COS X x
2 2 2
item (g) do Teorema 20, lim S —0

= (senx—3)’ -
2

X—>

28) lim Inx-cotgx

x—0"



X1 . . COSX .
Resolucdo. limInx=—o0; lim cotgx = lim =+00. Pelo item

x—>0" x—0" x—0" sen x
(c) do Teorema 20, lim In x-cotg x = —o0.
x—0"
29) lim [ x* +—
X0 1+3x
Resolugiio. lim x’ =—o0; lim 4r _ lim 4 i Pelo item (e)
X——0 x—>—o ] 4 3x X——0 1
—+3
X

do Teorema 20, o limite proposto vale —oo.

Exercicios propostos
Calcule:

25) lim x*-¢*;

26) 1imx-(1j ;
X—>—0 4

1 2x
27) lim + ;
) H3‘(x2—9 x2+4)

X

) 1-
28) lim S ;
X—>+0 1
2+cos| —
X

-1
29) 1im( dxt5 | x4 Jex.

-0\ 1—-cosx 1+senx

2.8 Limites fundamentais

S3o0 trés os chamados limites fundamentais.

2.8.1 Primeiro limite fundamental: 1im==-1
x—> X
Demonstracéo. Provaremos que lim nr o
x=0"  x

Seja x a medida em radianos de um angulo do primeiro quadrante.
(Veja a figura.)



Figura 2.12

Observe que o triangulo AOB esta contido no setor circular AOB, que
esta contido no tridngulo AOD. Assim, se S,, S, e S, representam,
respectivamente, as areas do triangulo AOB, do setor circular AOB e
do triangulo AOD, temos: S, <5, <, . Mas

g - 04-CB _l-senx senx
b2 2 2

Lembre que a area do setor circular de raio » e angulo central 6 ¢

dada por S =%r20.

ASSim, S221_12‘x:£eS3:0A-AD:1~th:th.
2 2 2 2 2
Logo, Senxgﬁstg—x, ou seja, senx < x < senx_
2 2 COS X

Vamos dividir cada membro da desigualdade por senx, sabendo que
senx > 0. Obtém-se:

X 1
1< < .
senx CcoSx
. sen x
Invertendo cada membro da desigualdade, temos: 1> >Ccosx,
X
sen x . )
ou melhor, cosx < <1.Sendo limcosx=1 e lim1=1, segue,
X x—0" x—>0"

sén x

pelo teorema do confronto, que lim =1.
0" x
: . . senx .
De maneira analoga, prova-se que lim =1. Concluimos que
x=0" x
. senx
lim =1.
x—0 X



Exercicios resolvidos

sen 6x

30) Calcule: hm
6x

Resolucao. Seja u =6x.5e x —> 0, entdo u — 0 e o limite proposto

. . senu . .
pode ser escrito como lim , que € exatamente o limite funda-
u—0

u
mental. Logo, lim sen 6 =1.
x>0 O
. sen4x
31) Calcule: lim .
x—0 3x

Resolucao. Ndo ¢ a mesma situacdo do exemplo anterior.

Para x £ 0. sen4x :l'sen4x.

3x 3 X

Mas no denominador da ultima fracdo ndo temos 4x. Entdo, vamos
multiplica-la e dividi-la por 4 :
sendx 4 sen4x
X 4x
Usando o argumento do exercicio anterior, temos:

. sen4x 1 . sen4x 4 4
lim =—-4-lim =—-1=—.
=0 3x 3 =0 4x 3 3
32) Calcule: lin]”n sent(t " )
t— —

Resolucdo. Para ¢ #1, temos:

sen(/> —1) _ (t+Dsen(s’ -1 _ (t+1)sen(t -
(=1 (+Di-1) £ —1

Claro que lirrll(t+1) =2.
t—>

sen (> —1)

Para calcular lirrllf, facamos u=t>—1, obtendo
im Y

u—0 u

Logo, 1m0 _5.1_5.

t—>1 " —



sen ax

33) Calcule: lim

a,b=0).
x>0 sen bx ( )

Resolucao. Vamos dividir numerador e denominador por x, ou seja,

para x#0,
senax senax sen ax
-a
senbx senbx senbx b b senbx
X bx bx
. senax al a
Logo, lim =—.—=—
—0genbx b 1 b

1—cos2x
—_—

34) Calcule: lim

x—0 3x

Resolucdo. Com o proposito de usar o primeiro limite fundamental,
multipliquemos numerador € denominador por 1+ cos2x, obtendo:

(1-cos2x) (1+cos2x) l-cos’2x  sen’2x
3x? (1+cos2x) 3x*(1+cos2x) 3x*(1+cos2x)’

que podemos escrever estrategicamente como

l.(sen2xj2. 1
3 X 1+cos2x

Como lim sen 2x =2e lim;:l, temos
=0y =0]+cos2x 2

. 1—cos?2 1 1 2

llm$=—-4-—=—.

=0 3y 3 2 3

35) Calcule: limm .

=0 x—2x°

~ A Y sen
Resolucao. Usaremos a relacdo trigonométrica tga = :
cosa
sen3x senx
tg3x-tgx cos3x cosx _ sen3x-senx _sen3x senx 1
x—2x° x—2x° (x—2x)cos3x-cosx x 1-2x" cos3x-cosx
. 3 . 0 . 1
Agora, Tim > x=3; lim senx2 =—=0¢lim—— =1.
=0 x =01 -2x" 1 x>0 c0s3x-COS X
. tg3x-t
Logo, lim 228X _3.0.1=0.

x—0 x_2x3



Exercicios propostos

Calcule os limites:

30) 1im 302~ 31) lim S04,
=0 6x 0 3x7 —2x
< Divi . 1-cos*t . sen2x
Sugestdo: Divida numerador 32) lim . 33) lim .
e denominador por x. -0 2 =0 tgx
34) lim 391
60 40

Neste limite, " ! .. x
sode ser substituidopor | 2+8-2 Segundo limite fundamental: 1im (1+lj p

" " x>0 X
x — —" sem alterar o

resultado. Observacao. Este limite pode ser escrito de outra forma, fazendo a

.. 1 ) .
mudanga de varidvel y =—, pois: se x — 4w, entdo
X

X—>00

1) N
y—>0"e lim(1+—) =lim(l+y)’ =e;sex—>—o,entaoy >0 e
X x>0

x—0"

x il 1
lim (1+lj = lim(1+)’ =e. Assim, lim(1+y)" =e.
X——0 X y—

Exercicios resolvidos

4x
. 1
36) Calcule: lim [1+—J .

X—>+0 4x

Resolugdo. Através da mudanca de variavel u =4x, obtém-se
4x u

lim (1+Lj = lim (1+lj =e.

X—>+%0 4x U—>+% u

37) Calcule: lim (1+ij .

X—>—00 3x

Resolucao. Dessa vez, o expoente x ndo € igual ao denominador 3x.
Faremos a seguinte manipulacdo algébrica:

1
x 3x |3
1+i = 1+i .
3x 3x
1
1 x 1 3x |3 1
Logo, lim (1+—j =| lim (1+—j =e.
X—>—0 3x X—>—0 3x



3 2x
38) Calcule: lim (1——) .

X—>+0 X
Resolucao. Inicialmente escreveremos a expressdo 1—— na forma
x
1

1+——: 3 3 {
V() 1——=1+(_—j=1+—.
x x -

3

- e
3
2x
Assim, (1—3] = 1+L e entdo
x -
3
- e
3
2x
lim (1-% =| tim | 1+ =e”.
X—>+00 X X—>+0 ;X
3

39) Calcule: lir{)l(1+3x); .
1 17
Resolucao. (1+3x)* = [(1 +3x)% } . Logo,

1 a7
ling(l +3x)* = |:lin01(1 + 3x)3)‘} =e.

40) Calcule: lim(1+ cosx)™"

xX—=>—
2

. : 7 -
Resolucdo. Seja u =cosx. Se x—)E ,entdo u —>0".

1
Logo, lim (1+cosx)™" =lim(1+u)" =e.
T u—0"

x—>—
2

Exercicios propostos

Calcule os limites:

_ 12 . 1\
35) lim|1+—| ; 36) lim|1-—| ;
X—>+00 3x

X—>—00 X



1

_Z x+2
37) 11m(1+4} ; 38) lim (1+1j ;

t—0 X—>—0

1

39) lim(1+ ex)*  (cER).

2.8.3 Terceiro limite fundamental

X

Seja a>0 e a=1.Entio, lim<—
x—0 X

=lna.

Justificativa. Faremos a mudanca de varidavel: y=a"—1. Entéo,
a*=y+1 e, aplicando o logaritmo natural a ambos os lados da

igualdade, temos: xIna =1In(y+1), ou seja, x :lniy—ﬂ).
na
Se x =0, entdo y >a’—1=0. Logo,
ime ! —lim—2  —ma-lim—— =Ina-lim—— =Ing-lim——— -
x>0 x y—0 ll’l(y ) -0 ll’l(y + 1) y—0 ln(y ) y—0 l ) hl(y " 1)
Ina y
. 1
= lna-hng—1 (Propriedade do Logaritmo)
y—> -
In(y+1)”
1 .
=lna- 1 (Teorema 12 - itens (d) e (h))
ln{lim(y+l)y}
y—0
=lna~L: Ina (Segundo Limite Fundamental).
Ine
.oa -
Portanto, lim =Ina .
x—0 X
e -1 .
Caso Especial: lim =1, pois Ine=1.
x—0 x
Exercicios resolvidos
3x
41) Calcule: lim2 1.
x—0 3_x
3x u

Resolugiio. Fazendo u = 3x, temos: lim 2 —fim2 =L 102
x—0 3x u—0 u




S|
42) Calcule: lim

=0 x —44/x

Resolugcdo. O denominador x—4Jx pode ser fatorado como

Vx (x-4).

NE o
Logo, lim _fim& 1] 1-[ lj:—l.

eV -1
x%Ox_4\/;_x~>0 Jx \/;_4_ 4 4

2x 35x

43) Calcule: lim

x—0 X

2x _ A5x -3x
Resolugio. Coloquemos 3> em evidéncia: 3 :35"(3 1}

Entdo: * X
32x _Q5x -3x _1
lim =1im3”* - lim (-3)=1:In3-(-3)=-3In3
x—0 X x—0 -0 3
ou In 1 .
27
. COsXx _1
44) Calcule: lim
X—>— x _
2 2 i}
T cosx -1 ecos(erz] -1
Resolucdo. Seja y=x-—. Entdo, lim =lim .
2 xeg x— T y—0 y

Apliquemos a formula cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb a

cos| v+ |:cos| v+ | = cos y-cos = —sen y-sen-—— = —sen
y 5 ) y > Y 5 y 5 Y-

COSXx —Ssen
. . -1 . e -1
Assim, lim =lim
T T y—0 y

Dividindo numerador € denominador por —seny, obtém-se:

e—seny -1
e™ -1 —seny eV —1. _seny
y y —sen y y )

—sen y



Sugestao: Use mudanca
de variavel.

50) Tome f(x)= {

51) Seja h(x) =

—seny
Para calcular lim
y=0 —sen y

, basta fazer u=-seny e obter

u

im€ o1 lim(— Sensz—l (Primeiro Limite Fundamental).

u—=>0 gy y—0 y

Logo, o limite proposto vale 1-(-1)=-1.

Exercicios propostos

Calcule os limites:

-Xx 1 Sx-=1 _
40) lim ; 41) limu;
x—0 2x x—0 lox
e -x _e3x 2JC
42) lim ; 43) lim——-
x—0 x —2x -l ]—
X
12 (k) Cos(zj
£ (keR"); 45) lim—=2;
=0 (14+k7)(x" —x) =l ]-x
3 X 2 3x
46) lim(l——j ; 47) lim [1+—) ;
X—>00 x X—>—00 x
7)(_1 _l e3x _1
48) lim 7. 49) lim :
x—0 X x—0 675 _1

24+4x° se x#1

-3 se x=1
a) Faga o gréfico de f (use o gréafico de y =x’).

b) Tome sequéncias distintas (x,) e (z,) taisque x, #1 e z, #1
para todo n, mas limx, =1 e limz, =1. Calcule lim f(x,) e

lim £(z,).
¢) Quanto vale o 1in’11 f(x)? Prove a sua afirmacao usando a

defini¢cao de sequéncias.

|x+4|
+4

a) Faca o grafico de 4.



b) Note que # ndo esta definida em —4.

¢) Defina sequéncias (s,) e (¢,) tais que: s,<-4, VneN e
lims,=—4; ¢ >-4, VneN e limz, =—4. Agora calcule
limh(s,) e limh(z,).

d) Quanto vale o 1ir114 h(x)? Por qué?

|x+4| L4
. se x
52) Seja g(x)=9 x+4
a sex=—4

Para que valor(es) de a existe o lin}4 g(x)?

53) Seja f(x)=cos (lj . Considere as sequéncias
x
-1 1 2

X, = 3V, = 2, = .
2nm 2n-)x 2n-Dn

Note que limx,=limy, =limz, =0. Calcule limf(x,),
lim f(y,), lim f(z,). O que vocé conclui sobre o lin(} f(x)?

De 54 a 59, calcule o valor do limite:

tg(2ﬂ—t)—3,/seczt+§
54) lim 3.

¥ +sen 2t

x>
6

8 f—
55) limx—l;

x—-1 1 — x2

32 _
56) lim %t 2u 40/_
u—4 2u-38

6-12x

7

57) lim

2
H% 4x° -1

2x? —|5x|+3 .

4

58) lim

x—>-1 x2 — |x|

4 a3 2
59) limx 3x” +2x 10x+12.

X3 X =x*-18




X
| 4
60) Seja f(x)=12 TosexrEs Faca um grafico de f usando ré-
-1 sex=4
gua. Dado ¢ :%, calcule 0>0 tal que, se 0< |x—4| <0, entao

|f(x)—3| <e¢e. Em outros termos, se xe(4-9,4+0) e x#4, en-
tao f(x)e(2,5 , 3,5). Em seguida, coloque estes intervalos de
raios € e 0 no seu grafico e comprove a sua resposta.

61) Seja f(x)=14-5x.

a) Determine um intervalo 7 =(2-6,2+9) tal que aimagem de
qualquer ponto de 7—{2} esteja no intervalo (3,95 ; 4,05).

b) Prove, usando a definicao em termos de ¢ e 0, que
lin} f(x)=4.

De 62 a 67, calcule o valor do limite:

2_ —
62) lim 22X T4 =3, 63)1imln{y—3];

x—0 X y—>3 y+6 _3

1-Vt+1 . ASx+l-x+1

64) lim 65) lim

>0 JA+r-2" = x=3
2u-2 ~b+~b* —4ac

66) lim 67) lim (b,ceR).
2a

Sugestdo: Divida numerador
e denominador por .

Nos exercicios de 68 a 70, faga um grafico da funcdo f, determine
lim f(x), lim f(x) e lim f(x) se existirem.

XX

2
X
5-— se x<-1

3x-5

68) f(x)= se —1<x<3. Sendo x,=-1; x,=3.
-1 se x=3

—x+5 se x>3

_ 1
; Xy =——.

69) f(x)=3-[2x+1 >




x=2x* +|3x| )

70) foo="—2TE =0,
X
71) Calcule lim Y2514 =4
so1” s—1
72) Calcule lim 2;3’x—+35x e limw.
=0 1 2x7 —x" +4 oo ] —x—x

De 73 a 76, calcule os limites quando x — +o0 e quando x — —oo da
fungao dada:

1-3x

73) f(X)=——;
4x —/9x* —x
S5t+44t* =2t-15

74) g(t) = P ;

Sy+2

75) h(y)= ;
232y’ +y* +1—y

76) f(x)=(3 o x j

x*—4 3x+2
Sugestdo: Multiplique e
77) Calcule lim (V4x® —x—\ﬁ + 2Xx). divida por uma expressao
X adequada.
10

78) Considere f(x)= Goay

a) Determine um intervalo aberto J, centrado em 4, tal que, se
xeJ e x#4,entao f(x)>16000;

b) Prove que lin} f(x)=+00.

79) Examine o gréfico de cada funcao e diga o quanto vale o limite:

a) lim tgx b) lim cotg x ¢) lim secx
Eal x>0 3n
2 ey
d) lim cossecx e) limtgx f) lim Inx
x—>a* X—>00 x—>0"
g) limlnx h) lim e* i) lime*

X—>0 X—>—00 X—>0



De 80 a 83, calcule o limite proposto:

80) lim2—3cosy;
y—0 y =y
|

81) lim njm|

LU 8m’ +6m+1’
2

m

COS X S€C X

x—\/;_x—xz
x'=2x+17

4
83) lim f(x) e lim f(x), sendo f(x)= 5
X—>—00 X—®© 1+3x—x

82) lim(

x—0"

j ; (Analise cada membro separadamente)

De 84 a 87, calcule o limite pedido, caso exista.

4

86) lim f(x) e lim /(x), sendo f(x){%}”x ;

x> x—>=
2 2

1

2 u-2
87) lim(u “j .

w2y +1

Resposta dos exercicios propostos

No2ed 2)3 3)0
4
42 6) > 7) L
)- ) = )5
1 1
8) 2 9) —— 10) —
) ) 2 )8
3
> 12) -1 13) 3,3,3
141, 3, 2 15) —1,-1,-1 16) -5

17)1 18) 3 19) 1



20) +oo
23) —o0
26) —©
29) +o0
32) 2

35) e
39) e

In10

41) —
) 20

44) 1+ k?

47) €°

21) +o0
24) 4o
27) —oo
1
30) 3
33) 2
36) e
39) e
42) 2
JT
45) —
) 2
1
48) —=In7
7

56) 19

29
21

63) In6
66) 54

73) -3, —=

76)

NAR N
N2

22) —oo
25) +oo
28) —©
31) -2
34 1
) 8
37) e *
40) In| —
ol
43) —1In2

46) e

61) a) (1,99, 2, 01)

64) -2
C
67) ——
) 7%

72,
2

=

1
77) —
)3
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78) a) (3975, 4,025) 80) +oo 81) +oo

82) —o0 83) 400, —© 84) 0

85) 1 86) 0, +oo 87) Nao existe.
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Funcoes Continuas







Capitulo 3

Funcoes Continuas

Neste capitulo, objetivamos estudar a continuidade de
uma fungdo e algumas de suas consequéncias, além de
apresentar e aplicar um teorema fundamental para o
Calculo, o Teorema do Valor Intermedidrio.

Observe atentamente os graficos das fungdes f, g, h:

J )

x a

Y

Figura 3.1 Figura 3.2

a X

Figura 3.3

Note que cada uma estd definida no ponto a. Porém, somente
a funcao f satisfaz o seguinte: Se x estd muito proximo de a,
entdo a imagem de x estd muito proxima da imagem de a. Em
outras palavras, £1_r)13 f(x)= f(a).

Quanto as fungdes g e &, repare que: limg(x)=b e b # g(a), en-
x—>a
quanto o limA(x) sequer existe.
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Definicao 21. Seja f uma fungao e a um ponto do dominio de f .
Dizemos que f* é continua em a quando lim f(x) = f(a). Quando
f nao é continua em a, dizemos que f é descontinuaem a e que

a é um ponto de descontinuidade de f .

Observacao. Das trés fungdes representadas nas Figuras 3.1, 3.2 e
3.3, apenas f é continua em a, enquanto g e & sdo descontinuas
em a.

Observacao. Somente faz sentido analisar a continuidade da fungao
f no ponto a se este pertencer ao dominio de f', isto é, se f(a)
existe. Caso contrério, nao se trata de ponto de continuidade nem de
descontinuidade de f.

Observacao. Se o dominio de f é ointervalo [a,b], entdo f é conti-
nuaem a se lim f(x)= f(a) e f écontinuaem b se lir? f(x)=f(b).

Definicao 22. Dizemos que f é uma fungio continua quando f é
continua em todos os pontos do seu dominio.

Exemplo. Seja f(x)=ax+b, com a,beR e seja keR. Entao, k
pertence ao dominio de f e }g}/} f(x)= !Ci_{rkl(ax +b)=ak+b=f(k).
Portanto, f € continua em k, qualquer que seja o niimero real k.

Conforme a Definicao 22, f é uma fungao continua.

De maneira andloga, comprova-se que qualquer polindmio é uma
funcao continua.

Teorema 21. Se f e g sdo continuas no ponto g, entdo as fungdes
f+g, f—ge f-gsaocontinuasem a.Se g(a)# 0, entdo a funcao

i também é continua em a.
g

Demonstracdo. Decorre imediatamente da Definicdo 21 e do Te-
orema 12. Vamos demonstrar apenas a continuidade da funcéo
f+g. Para isso, basta mostrar que lim(f + g)(x)=(f+g)(a).

Ora, Lim(/ +g)(x) = lim[ £ (x) + g(x)] = lim / (x) + lim (x)



(por hipotese e item (a) do Teorema 12) = f(a)+ g(a) (por hipotese
e Definicdo 21) = (f + g)(a).

Logo, (f +g) € continuaem a.

Observacao. Como consequéncia dos Teoremas 12 e 21, as fungdes
racionais, trigonométricas (seno, cosseno, tangente, cotangente, se-
cante e cossecante), logaritmicas e exponenciais sdo fungdes conti-

nuas.
Este exemplo mostra que . ~ N .
e ; Exemplo. Vamos examinar algumas fun¢des quanto a continuida-

o grafico de uma funcéo
continua pode ndo ser uma de:
“linha continua” no sentido 1
de se -conseguw fazé-lo sem a) f(x) =

tirar a caneta do papel. X

O dominiode f é R—{0}.Se a#0, entdo limf(x):l:f(a).
xX—a a

Logo, f é continua em a, e conforme a Definicao 22, f é uma
fungdo continua.

1

— se x=0
b) &(x¥)=9x :

1 se x=0

O dominiode g é R.Se a#0, entdao g é continua em a. No

. . . .1
ponto 0: lim g(x) = lim 1 =—o0 ; lim g(x)= lim — =+o00. Portan-
x>0~ x>0 x x—0" x—0" x

to, o lirrg g(x) nao existe, o que mostra que 0 é ponto de descon-

tinuidade de g . Logo, g ndo é uma funcado continua.

t
t+— se t=0
o )=y ||

0 se t=0

—t se t<0

O dominio de # é R. Lembrando que |¢|= ,
t set=0

t—1se t<0
escrevemos: fi(t)=4 0 se t=0.

t+1 se t>0

131
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Se a<0, entdo limh(f) =lim(t-1)=a—1=h(a).

Também se a >0, tem-se limA(¢) = h(a) . Assim, h é continua
t—a
em R—{0}.
No ponto 0: limA(¢)=lim(t-1)=-1; limA(t)=Ilim(+1)=1.
t—0" t—0" t—0* t—0*
Logo, lil’IOl h(t) nao existe. Concluimos que / € descontinua em

0 e, assim, & nao é uma fungao continua.

X2 +2 se x<—1
/ 2
4 se x=3

2x—1 se x>3

O dominio de F é R. Vocé pode, sem dificuldade, verificar
que F é continua em R—{-1,3}. Devemos examinar separa-
damente os pontos -1 e 3.

Ponto -1: lim F(x)= lim (x* +2)=3;

x—>-1" x—>-1"
lim F(x)= lim V2x*+7 =3.
x—>-1" x—>-1"

Logo, lin}1 F(x)=3.

Como F(-1)=4/2(-1)*+7 =3, concluimos que F ¢é

continua em -1.

Ponto 3: lim F(x)=lim+2x*+7 =5;
x—3"

x—3"

lim F(x) = lim(2x—1)=5.
x—3" x—3"

Logo, 1irr31 F(x)=5.

Mas F(3)=4 e, dessa forma, F é descontinua em 3.
Novamente nao se trata de uma funcao continua.

1
x-sen(—j se x=0
X .

e) u(x)=

0 se x=0
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O dominiode u é R.Se a#0, entao

limu(x)=1limx-sen (lj =a-sen (lj =u(a).
X a

X—a X—a

Portanto, u é continuaem a.

: 1

No ponto 0: hrr(}x-sen (—j =0. (Por qué?) Sendo u(0)=0, con-
X X

cluimos que u é continua em 0.

Logo, u é uma fungado continua.

Definicao 23. Seja @ um ponto de descontinuidade de f'. Dizemos
que f tem uma descontinuidade de primeira espécie em a quando exis-
tem e sdo finitos ambos os limites laterais de f em a . Caso contréario,
dizemos descontinuidade de segunda espécie.

Exemplo. A fun¢ao g do exemplo anterior tem uma descontinuida-
de de segunda espécie em 0. As fungoes 4 e F tém uma desconti-
nuidade de primeira espécie.

Exercicio resolvido

1) Determine o conjunto dos pontos em que a fungdo
3
-1 . /
f(x) :xz— é continua.

3x°+2x
0 dominio de f é formado Resolucdo. Sendo f uma funcdo racional, € uma fung¢ao continua,
pelos numeros reais que ndo ou seja, f € continua exatamente nos pontos do seu dominio.

anulam o denominador. 5
Ora, 3x* +2x#0 < x(3x+2)#0< x#0ex#—. Portanto, f ¢é

continua no conjunto R—{O,_?z}.

Exercicio proposto

1) Seja f(x)=sen3x+cotg3x. Determine o conjunto dos pontos
em que f € continua.

Observacao. Seja f uma fungao continua em a. A defini¢ao de li-
mite de uma fun¢do num ponto em termos de ¢ e d (Defini¢ao 12)
estabelece que: lim f(x) = f(a) se para todo ¢ >0 existe 0 >0 tal
que:
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|/ (x)— f(a)| <& sempre que 0<|x—a|<d. (1)

Mas se x=a, entdo a desigualdade | f(x)—f (a)| <& é obviamente
verdadeira. Portanto, ndo é preciso exigir que x#a, ou seja, que
0< |x—a| em ().

Temos, entdo, a seguinte definicdo de continuidade em termos de ¢

eo:

Definicao 24. Seja f uma fungdo definida em a. Dizemos que
S é continua em a quando para todo ¢ >0 existe 6 >0 tal que
|f(x)—f(a)|<e sempre que |x—a|<5.

O préximo teorema estabelece o limite da fungdo composta que jus-
tifica os itens e, f, g, h do Teorema 12.

Teorema 22. Sejam f, g fungdes tais que o conjunto imagem de g

esta contido no dominio de f.Se limg(x)=b ese f é continua em
xX—a

b,entdo lim f o g(x)= f(b), ouseja, lim f o g(x) = f[lim g(x)} .

g f

VAR

a b f(b)
fog

Figura 3.4

Demonstragdo. Dado ¢ >0, devemos encontrar 0 >0 tal que, se
0<|x—a|<d, entdo |fog(x)— f(b)|<e. Seja pois & >0. Por ser
f continua em b, existe 8, >0 tal que, se |y—b| <4,, entdo

()~ fb)<e (2)

Como limg(x)=b, existe para este 4, um 6 >0 tal que, se

0<|x—a|<0, entdo |g(x)—b|<d,. Para tais valores g(x), te-



mos, devido a (2): | f[g(x)]— f(b)|<e. Portanto, encontramos
0 >0 tal que, se 0<|x—a|<0, entdo |f og(x)— f(b)|<e. Logo,
lim £ o g(x) = £ (b).

Observacao. Este teorema estabelece, por exemplo, que
linol sen(2x + ) = sen [lin&(2x + .7'L’)j| devido a continuidade da
fungao seno.

O teorema seguinte estabelece a continuidade da fungao composta.
Teorema 23. Sejam f, g fungdes tais que o conjunto imagem de g

estd contido no dominio de f.Se g é continuaem a e f € continua
em g(a),entdo a funcao fog € continuaem a.

g S

VAR

a g(a) fog(a)
S e S

Figura 3.5

Demonstracdo. Por hipotese, g ¢ continua em a e assim

limg(x) = g(a). Ainda por hipotese, f € continua em g(a).
Por meio do Teorema 22, conclui-se que
lim /o g(x) = /| limg() | = /o g(a).

Logo, a funcdo fog € continuaem a.
[

Exemplo. A funcdo A(x)=+9-x> é uma fungdo continua, pois
h= fog,sendo f(x):\/; e g(x)=9-x". E tanto f quanto g sdo
continuas em seus dominios. Logo, # é continua em seu domi-
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nio, a saber, [-3,3]. Por argumentos andlogos justifica-se a conti-
nuidade de funcgdes, como: y=3/senx, y=In(x’+2x+1), y=e"*"
y=arctg(x"'), etc.

7

Exercicios resolvidos

2—x se —3<x<-1
e se —1<x<0

2) Seja f(x)= 0 se x=0

X+l se 0<x<2

x> =2x+3 se 2<x<5

a) Determine o conjunto dos pontos em que f* é continua.

b) Determine o conjunto dos pontos de descontinuidade de f.

Resolucdo. O dominio de f € o intervalo [-3,5). No ponto -3
f ¢ continua porque lim f(x)=1lm(2-x)=5 e f(-3)=35.
x—3* x—3*

No intervalo (-3,—1), f ¢€ continua por ser polinomial. Nos inter-
valos (—1,0) e (0,2), o Teorema 23 e a observacao apos o Teorema
21, garantem a continuidade de f. No intervalo (2,5), f ¢ con-
tinua por ser polinomial. Os pontos -1, 0, 2 serdo analisados sepa-
radamente:

Ponto -1: lim f(x)= lim 2—x)=3; lim f(x)= lim e =¢™.
x—>—1" x—>—1" x—>—1" x—>—1"

Como 3#e, 0 limlf(x) nao existe. Logo, f € descontinua em -1.

Ponto 0: lim f(x)=lime* =1; lim f(x)=lim+vx’+1=1. Por-
x—>0" x—0" x—0" x—0"
tanto, lirr&f(x) =1. Mas f(0)=0. Logo, f ¢ descontinua em O.
Ponto 2: lim f(x) = lim~«/x’ +1=3;
x—27 x—27
lim £ (x) = lim(x* —2x+3) = 3. Portanto, lim f(x) =3. Sendo
x—2" x—2* X—>

f(2)=3, concluimos que f € continua em 2.
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Respostas. (a) O conjunto dos pontos em que f ¢é continua ¢
[_395)_{_190} .

(b) O conjunto dos pontos de descontinuidade de f* é {—1,0}.

3) Determine, se existirem, valores para a e b de modo que f
seja uma funcdo continua:

x+2a se x<-2
f(x)=<3ax+b se —2<x<1,
3x—-2b se x>1

Resolucdo. Nos intervalos (—o0,-2),(=2,1)e(1,+x), f € continua,
sejam quais forem os valores de a e b. Examinaremos os pontos -2
el:

Ponto -2: lim f(x)= lim (x+2a)=-2+2a;
x—-2" x—-2"

lim f(x)= lim Bax+b)=—-6a+b.
x—>-2" x—>-2"

Para que f seja continua em -2, € preciso que —2+2a=-6a+b,
ou seja, 8a—b=2.

Ponto 1: lim f(x)=1lim fBax+b)=3a+b;
x—>1 x—>1"
lim f(x)=lim(3x—-2b)=3-2b.
x—1* x—1*

Para f ser continua em 1, é preciso que 3a+b=3-2b, ou seja,
3a+3b=3.

Para encontrar os possiveis valores de a € » que tornam f continua
em -2 e 1, devemos resolver o sistema de equacdes lineares:

a—-b=2
3a+3h=3

. A 1 2
Este sistema tem solugdo unica: a ZE e b :5.

. « . 1 2
Resposta. f é uma funcdo continua se, e somente se, a =3 eb= 3
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Exercicios propostos

2) Verifique se a funcdo f é continua no ponto 4:

3x-2 se x<4

f(X)={

xP—4x+3 se x>4

3) Verifique se a fungao g é continua nos pontos 0 e 1:

4—x* se x<0
0 se x=0

g(x)= :
X +2x+4 se 0<x<l1

3x+4  se x>1

4) Determine, se possivel, o valor de a para que f seja continua

2_2 3 _1
no ponto -1: f(x):{x ax+3 se x<

4ax-3 se x>-1
5) Determine, se possivel, o valor de k para que f seja continua

x-arccosx se x<l1

no ponto 1: f(x){

k se x=1
Nos exercicios 6 e 7, determine:
a) O conjunto dos pontos em que f ¢é continua.
b) O conjunto dos pontos em que f* é descontinua.
1-2x>  se x<-1
—J—x se —1<x<0
6) f(x)= sen@

se O<x<wm

X
coS X se x>
x? se —1<x<0
X
e —e
> se 0<x<l
x -1

7) f(x)=41-€&"  se 1<x<3
In(2x-5) se 3<x<5
—2In25 se x=5
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3.1 Valores maximos e minimos de
uma funcao

Consideremos duas fung¢des muito parecidas:
f:[-L3]->R g:[-L3)>R
f)=x* g(x)=x"

Sugerimos ao leitor fazer o gréafico dessas funcgdes para constatar
que o conjunto imagem de f é [0,9], enquanto o de g € [0,9).

Uma diferenca relevante entre f e g é que o conjunto imagem de
S possui um elemento maximal (maior elemento) que é 9, 0 que nao
acontece com o conjunto imagem de g.

Em outras palavras, existe um elemento do dominio de 7, que é 3,
satisfazendo: f(3)> f(x) paratodo x pertencente ao dominio de f".
Mas nao existe um elemento ¢ no dominio de g tal que g(c) > g(x)
para todo x pertencente ao dominio de g.

Definicao 25.

a) Dizemos que a fungao f:4—> R, assume um mdximo em A
quando existe ce 4 tal que f(c)= f(x) para todo x em 4.
Nesse caso, f(c) chama-se valor mdximo de f em A.

b) Dizemos que a fungao f:A4—R assume um minimo em A
quando existe d € 4 tal que f(d)< f(x) para todo x em 4.
Nesse caso, f(d) chama-se valor minimo de f em A.

Observacao. A respeito das fungoes f e g apresentadas anterior-
mente, podemos dizer que: f assume um maximo no ponto 3 e
seu valor méaximo é 9. Mas g ndo assume maximo. As funcoes f e
g assumem um minimo no ponto 0, e o valor minimo de ambas é
Zero.

Observacao. Existem fung¢des que ndo assumem maximo nem mi-
nimo. Por exemplo:
1
fR>R, f(x)=x como também g:[-1,1]-{0} >R, g(x)=—.
X

O leitor pode verificd-lo sem dificuldade fazendo o grafico de f e
de g.



O teorema seguinte estabelece condicoes suficientes para que uma
funcao assuma maximo e minimo.

Teorema 24. (Teorema de Weierstrass). Seja f uma funcdo con-
tinua definida no intervalo fechado [a,b]. Entdao, f assume um
maximo e um minimo em [a,b].

Demonstracao. A demonstracdo desse teorema necessita dos con-
ceitos de supremo e infimo, que serdo vistos em analise, em que tam-
bém sera feita a demonstracdo do teorema.

Exemplos. Para compreender melhor os exemplos a seguir, sugeri-
mos que o leitor faga o grafico de cada uma das funcoes.

a) fi-21]>R, f(x)=3-x.

Observe que f é continua no intervalo [-2,1] e de fato assu-
me seu valor maximo 3 no ponto 0 e seu valor minimo -1 no
ponto 2.

b) £:(0,1]> R, f(x)=2x.

Essa fungao é continua, porém o intervalo nao é fechado. En-
tao, ndo podemos aplicar o Teorema 24. De fato, f assume um
maximo no ponto 1, mas nao assume minimo.

xseO<x<l

A S0 ->R, f(x) =41

—sex=0esex=1
2

Esta funcdo estd definida num intervalo fechado, mas nao é
continua. Note que ela ndo assume maximo ou minimo.

2-x’se —2<x<-1
d) f:(_zaz]_)Raf(x): >

x"=3se —1<x<2
Apesar de f nao estar definida num intervalo fechado e de
nao ser continua, assume o seu minimo -3 no ponto 0 e seu
maximo 1 nos pontos -1 e 2. Lembre que as hipdteses do Teo-
rema 24 sdo suficientes, mas nao necessdrias para a existéncia
de méximo e minimo.



Teorema 25. (Teorema do Valor Intermediario). Seja f uma fun-
¢ao continua no intervalo fechado [a,b] Entdo, f assume todos os
valores entre f(a) e f(b),istoé, se z estd entre f(a) e f(b) , entdao
existe c € (a,b) tal que f(c)=z.

Demonstracdo. A demonstracdo desse teorema necessita dos con-
ceitos de supremo e infimo, que serdo vistos em analise, em que tam-
bém sera feita a demonstragdo do teorema.

Exemplo. Considere f:[0,2] >R, f(x)=x"+2x.

Como f é polinomial, é continua em [0,2]. Assim, podemos apli-
car o teorema do valor intermediario (TVI) a f nesse intervalo e
concluir que f assume todos os valores entre f(0)=0 e f(2)=8.

Tomemos, por exemplo, z=3. Entao, pelo TVI, existe c<(0,2) tal
que f(c)=3. De fato, f(c)=3<c*+2c=3<c=1 ou c=-3.
Desprezando -3, que esta fora do intervalo (0,2), temos c=1.

Corolario. Se / é um intervalo e f é uma funcao continua em 7/,
entao f(/) é um intervalo.

Demonstracado. Basta mostrar que se z e s sdo pontos quaisquer
de f(/),com z<s,entdo o intervalo [z,s] esta contido em f (7).
Sejam, pois z,s € f(I),com z <s.Existem a,b € [ taisque f(a)=z

e f(b)=s.

Seja p qualquer ponto entre z e s, isto ¢, f(a)<p<f(b).
Pelo TVI, existe ¢ entre a e b tal que f(c)= p,ouseja, pe f(I).

Logo, todo elemento entre z e s pertence a f(/), o que leva a con-
cluir que [z,s]c f(1).
Assim, f(I) € um intervalo.

]

Consequéncia do Teorema 25.Se f é continua em [a,b] e se f(a)
e f(b) tiverem sinais algébricos contrarios, entdo existe c € (a,b) tal

que f(c)=0.
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Exercicios resolvidos

4) Verifique que o polindmio 4x*-3x’+5x—5 tem pelo menos
uma raiz real no intervalo (0,1).

Resolucdo. De fato, f(x)=4x"-3x"+5x—5 ¢é continua em [0,1].
Ainda, f(0)=-5 e f(1)=1. Pelo TVI, existe ce(0,1) tal que
f(©)=0.

5) Verifique que a equagdo x—cos’ x =0 possui pelo menos uma

3

) . T T
raiz real no intervalo | —,— |.

Resolugiio. De fato, f(x)=x—cos’x € uma funcio continua, e

f(zjzz_[ﬁf T 3 418,

6 | 2] 6 4 24
2
n(ﬁ]_n 1 -2
4

2

4 2

>0. Pelo TVI,

T
Por outro lado, — ===
f(4j 4

concluimos que existe c € (%,%) tal que f(c)=0.

Exercicios propostos

8) Defina uma fungdo continua no intervalo (0,1) que assuma
maximo e minimo nesse intervalo.

9) Defina uma fun¢ao f no intervalo [0,3] que tenha pelo me-
nos um ponto de descontinuidade e que satisfaca: se z estad
entre f(0) e f(3), entdo existe c €(0,3) tal que f(c)=z.

10) Mostre que o polindmio 2x’ —4x” +5x—7 tem pelo menos uma
raiz real no intervalo (1,2).

11) Mostre que a equagao Vx* +3 =1+x+x’ tem pelo menos uma
raiz real em (0,1).

12) Seja f(x)=[[x]] a fungdo maior inteiro, definida em R assim:
Para todo x € R, existe um tinico inteiro n talque n<x<n+1.
Definimos [[x]]=n. Por exemplo, [[3]]=3, [[6,17]]=6,
[[0,8]]=0, [[-2,5]]=-3. Qual é o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f ? Fagca um grafico de f.



13) Determine os valores de ¢ e k que tornam f uma funcao
continua.

x+2¢c se x<-2
a) f(x)=<13cx+k se —-2<x<1
3x—-2k se x>1

2kx—=3ex*+2  se x<-1
b) f(x)=42x+k’ se —1<x<1

—kx—6cx? +11 se x>1

Sugestdo: Suponha por

absurdo que [+ g ¢ 14) Prove:Se f é continuaem a e g é descontinua em a, entdo
continua em a e use o f+g édescontinuaem a.
Teorema 21.

15) Dé um exemplo de fungdes f e g, ambas descontinuas no
ponto 1, mas tais que f + g seja continua em 1.

16) Mostre que o polindmio 5x* +12x* —87x* +83x—17 tem pelo
menos 2 raizes reais entre 0 e 1.

17) Seja f:(0,4) >R

x? se0<x<2

x)= .
/) {10—2)6 se 2<x<4

Determine, se houver, os pontos em que f atinge o seu valor
maximo. Quem é este valor mdximo? Idem para o minimo.

18) Sejam f, g fungdes satisfazendo: 0< f(x)< g(x), VxeR.
Sabe-se que g é continua e que g(0)=0. Prove que f ¢é

continua em 0.

Respostas dos exercicios propostos

1) R—{k—n,k € Z}
3
2) Nao.

3) Descontinua em 0 e continua em 1.
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5) 0
6) a) R—{0,m} b) {0}

7) a) (-1,5)—{0,1} b) {0;1,5}
13) a) c= y k= % b) Nenhum valor de ¢ e

de k tornam f uma
funcao continua.

17) f atinge valor de maximo em x=2. Valor mix =6; nao
atinge valor minimo.
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Capitulo 4

Derivada

Os objetivos do capitulo sdo estudar o conceito de de-
rivada de uma funcdo; estudar a derivada das fungoes
elementares; apresentar e estudar um dos teoremas mais
importantes do Cdlculo, o Teorema da Regra da Cadeia,
que ensina a derivar uma fungiao composta.

4.1 Conceito de derivada

S3o trés os conceitos fundamentais em Calculo: limite, derivada
e integral. Mas é a partir do estudo da derivada que efetivamente
se “mergulha” no Calculo Diferencial e Integral.

Lembramos que, ao escrever y= f(x), x é a varidvel indepen-
dente e y é a varidvel dependente, ou seja, depende de x.

Ao utilizar fun¢des de uma varidvel para descrever e resolver
problemas oriundos das ciéncias naturais ou sociais, é de fun-
damental importancia estudar o efeito provocado na imagem da
funcado por uma ligeira perturbacao da varidvel independente.

Por exemplo: o lucro de uma fébrica pode, grosso modo, ser con-
siderado uma fung¢ao da quantidade x de pecas produzidas men-
salmente. De que maneira o lucro é afetado por pequenas varia-
¢oOes de x?

Outro exemplo: o volume V' de um baldo esférico é uma fungao
do raio R. (Qual € esta fungao?)

Se o raio sofre um acréscimo (ou decréscimo) AR, entdao V sofre
um acréscimo (ou decréscimo) AV'.

Como se relaciona AV com AR ? Mais precisamente, quanto vale

< AV ~
arazdao —? E o que acontece com essa razao quando AR tende
AR



a zero? Essas ideias serdao amadurecidas e tratadas com rigor du-
rante o estudo deste capitulo.

Como motivacao, trataremos inicialmente de dois conceitos: reta
tangente a uma curva e velocidade instantanea. Somente depois
definiremos a derivada.

4.1.1 Reta tangente a uma curva

Seja C uma circunferéncia e P € C. Vocé lembra como se define a
reta tangente a C no ponto P?

E facil! Podemos dizer que se trata da reta que passa por P e toca
a circunferéncia apenas neste ponto. Mas também podemos afir-
mar que é a reta que passa por P e é perpendicular ao raio OP,
sendo O o centro da circunferéncia.

Eis um desafio: definir a reta tangente a uma curva C no ponto
PeC,sendo C o grafico de alguma fungao continua y = f(x).

As ideias expostas para definir a tangente a uma circunferéncia
nado podem ser aproveitadas. Com efeito, se a curva ndo é parte
de uma circunferéncia, nao faz sentido falar em centro e raio. Por
outro lado, a reta tangente a uma curva qualquer C pode sim in-
tersectar a propria curva em outro ponto. Veja a figura:

Y C

NS

Figura 4.1

Consideremos a curva C como sendo o grafico da fungao conti-
nua y = f(x), definida num intervalo /.

Seja x, um pontode / e P=(x,, f(x,)) um pontode C. A questao
é: definir a reta tangente a C no ponto P.



Podemos definir uma reta conhecendo um ponto da reta e o seu
coeficiente angular. O ponto é P. O problema todo é definir o
coeficiente angular m da reta tangente.

Tomemos um ponto x, = x, +Ax tal que x, €/, sendo Ax chama-
do de incremento de x, que pode ser positivo ou negativo. Supo-
nhamos aqui Ax positivo. Observe a figura:

VA
f(x,+ Ax)
f(x)
X
Ax
Figura 4.2

O incremento de y ou incremento da fungio é
Ay = f(x0) = (%) = (% +Ax) = f(%) -

Como se percebe, este tltimo representa a variacao sofrida pela
funcao devido a variagdo Ax sofrida por x. Seja

O =(x,[f(x))=(x,+Ax, f(x, + Ax)) .

A reta secante a curva C, que passa por P e por Q, tem coeficien-
te angular
St A) - () _ Ay

Ax Ax

mp, = tga

Imagine agora o ponto QO deslizando sobre a curva C, em dire-
cao ao ponto P.Observe a Figura 4.3. As retas secantes, a medida



que Q se aproxima de P, tendem a uma posicao limite, que € a
reta ¢ da figura.

Y C
7/ Secantes

Posicoes de Q ao
se aproximar de

f(xo .................. P

// ;CO x3 x2 X1 X

A\

Figura 4.3

Para cada posigao de Q, o coeficiente angular m,, da secante é

A
dado pela razao =
Ax

Se essa razao tender a um ntmero real m, a medida que Ax ten-
der a zero, entdo definimos a reta tangente a C no ponto P como
sendo a reta cujo coeficiente angular é dado pelo seguinte limite:

m= hmﬂ= llm f(x0+Ax)—f(xO) .
A0 Ax A0 Ax

Definicao 26. A reta tangente a curva C no ponto P =(x,, f(x,)) é
a reta que passa por P e tem coeficiente angular igual ao

Ay f+A) - (%)
Ax

se este limite existir e for finito. Se os limites laterais lim Ey e
Ax—0"

. Ay e .. . ~
lim ™ forem infinitos (ndo importa o sinal), entao a reta tangen-
Ax—0"

tea C em P serd a reta vertical x = x,. Ocorrendo qualquer outra



. ~ ~ . Ay . e ~
situacdo em relacao ao }imo Ey' dizemos que o grafico de f nao
—

admite reta tangente nesse ponto.

Na figura anterior, a reta tangentea C em P éareta .

Exercicios resolvidos
1) Determine a equacdo da reta tangente ao gréfico da fungao

y=x"—4 no ponto (2,0).

Resolucdo. Temos x, =2; P=(2,0). Examinemos o

im Y i LGt A — () |
A—0 Ax  Mx—0 Ax

fQ+A)-f(2) (2+Ax)’—4-0 4Ax+(Ax)’  Ax(4+Ax)
Ax B Ax A

=4+ Ax

, . Ay B
(pois Ax#0). Logo, £%E_£%(4+Ax)_4.

Figura 4.4

A reta tangente em questdo € aquela que passa por (2,0) e tem
coeficiente angular 4.

Sua equacdo ¢ y—0=4(x—-2), ou seja, y=4x-38.



2) Determine a equagao da reta tangente ao grafico de y = Ux
no ponto (0,0).

Resolucao. Temos: P=(0,0); x,=0; f(x)= x.

Ay fO+A)-f(0) A Yarawy’ A
Ax Ax A Acfa? Avfan Ay
Note que limﬂ ndo € um numero real.

Ax—0 Ax

Vamos analisar os limites laterais:

lim & = lim ! =400 ;
=0 Ax A0 3’(Ax)2 B '
lim ﬂ = lim ! =+400;

A0t Ax  Av—0* 3/(Ax)2

Conforme a Definicdo 26, a reta tangente procurada ¢ x=0, ou
seja, 0 eixo Y.

Figura 4.5

Observacao. Neste exemplo, a reta tangente “corta” o grafico exa-
tamente no ponto de tangéncia.

3) Verifique se o gréfico da fun¢ao y = |x| admite reta tangente
no ponto (0,0).

Resolugdo. Seja f(x)=|x| e x, =0. Entdo,

Ay fO+A)-£(0) _|Ax] [-1 se Ax<0
Ax Ax Ax |1 se Ax>0



Logo, lim ﬂ: —1, enquanto lim &:1.
Aa—0" Ax A—0" Ax

Conforme a Definicdo 26, o grafico da fungdo y = |x| ndo admite
reta tangente no ponto (0,0).

y = x|

Figura 4.6

2
X ose x<2
4) Verifique se o gréfico da funcdo f(x)= ,

x
admite reta tangente no ponto (2,2). —7 +4 se x>2

Resolucdo. A funcdo esta definida através de duas sentencas,
uma para os pontos que estdo a esquerda e outra para os pontos
que estdo a direita de 2. Por isso, temos que calcular os limites
laterais:

Ay Ay

lim — e lim —=.
A0~ Ax A—0" Ax

Para Ax <0, temos 2+ Ax <2 e entio

(2+Ax)2_2
&_f(2+Ax)—f(2)_ 2 4+ Ax
Ax Ax Ax 2
logo, lim Y = lim 27A% _5.
A—0" Ax M—o0m 2
Para Ax>0, temos 2+ Ax >0 e entio
2+ 4-2
Ay fQ+A)-f@_ " 5 ° —4-Ax

Ax Ax Ax 2



Logo, lim Ay A
A—0" Ax Ax—0" 2

Concluimos que o grafico dessa funcdo niao admite reta tangente
no ponto (2,2).

yl

WP

Figura 4.7

Observacao. A figura mostra que no ponto (2,2), em que o gra-
fico ndo admite reta tangente, a curva perde a “suavidade”. Isso
acontece de modo geral com o gréfico de uma func¢do continua
nos pontos em que a reta tangente nao estd definida.

Exercicios propostos

5) a) Verifique se o grafico de f admite reta tangente no ponto
P. Em caso afirmativo, escreva a sua equagao.

b) Faga um grafico de f, destacando a reta tangente, caso

exista.

1) f(x)=+x=3; P=(4,-1)

x se x<0

1.2) f(x)={\/; . o0 P=(0,0)

1.3) f(x):xg; P=(0,0)



Compare este limite com
aquele da Definicdo 26.

4.1.2 Velocidade instantanea

Consideraremos uma particula em movimento retilineo, partindo
de algum ponto num certo instante. A distancia s, percorrida pela
particula em ¢ unidades de tempo, é uma funcao s = f(¢); ¢=0.

A velocidade média da particula no intervalo de tempo [¢,2,] é de-

f(tz)_f(tl) )

finida como v, =
L=t

Mas esta nao revela a velocidade da particula especificamente
num instante f;, entre ¢, e ¢, .

Para termos acesso a essa informacao, precisamos antes definir
velocidade instantinea da particula em #,. A velocidade média no
intervalo de tempo [7,,1, + At], se At >0, ou [f,+At,1,],se At<0,é
f(to +At)_f(to).

dada por v, =
por v, Ar

E bastante razoavel supor que, tomando |At| cada vez menor, as
velocidades médias se aproximarao cada vez mais da velocidade
da particula exatamente no instante ¢ .

Definicao 27. Seja f(¢) a fungdo que representa a distancia per-
corrida por uma particula em ¢ unidades de tempo, deslocando-
se em linha reta. A velocidade instantanea da particula no instan-

.. . ty+Ar) —f (2
te ¢, é definida como v, = lm}) Sy A)t /()
-

se este limite existir

e for finito.

Exercicio resolvido

5) Um projétil é atirado verticalmente para cima, de uma al-
tura de 1 metro acima do solo, com velocidade inicial de
50m/s. Se o sentido positivo é para cima e se o tempo é con-
tado a partir do langamento do projétil, entdo a fungao que
descreve o movimento é s = f(¢t) = —5¢> + 50t +1. (Considera-
mos g =10 m/s*). Determine:

a) velocidade média do projétil nos 3 primeiros segundos.

b) velocidade exatamente apds 2 segundos.



¢) velocidade exatamente apds 3 segundos.
d) velocidade exatamente ap6s 8 segundos.

e) altura maxima atingida pelo projétil.

Resolucao.

a) A velocidade média no intervalo [0,3] ¢é dada por:

_SOIO)_ (O g
3-0 3

Para resolver os demais itens, calcularemos a velocidade instan-
tanea num instante genérico ¢, :

Vl- — llm f(tO +At)_f(t0) . MaS
At—0 At

S+ A0 = f(1,)  =5(t, + At) +50(t, + Ar) +1— (=58, + 508, +1)  At(—10¢, +50 - 5Ar)
At At At

=—10¢, + 50— 5A¢.
Logo, v, = lim (=102, +50—5At)=50-10z,.

b) Para t, =2, temos v, =50-20=30.
Resposta. Apos 2 segundos, o projétil sobe a uma velocidade
de 30 m/s.

c) Para t, =3, temos v, =50-30=20.
Resposta. Apds 3 segundos, o projétil sobe a uma velocidade
de 20 m/s.

d) Para z, =8, temos v, =50-80 =-30.
Resposta. Apos 8 segundos, o projétil cai a uma velocidade de

30 m/s.

e) O projétil alcanca altura maxima quando v, =0, ou seja, quando
50—-10¢, =0, isto &, ¢, = 5. O espaco percorrido apos 5 segundos
€ f(5)=126.

Resposta. O projétil alcanca a altura de 126 metros.



Existem ainda notacoes
como Df (x,) € f.(x,)-

4.2 Definicao de derivada

Os limites que constam nas Defini¢des 26 e 27 tém a mesma for-
ma. Esse tipo de limite aparece em muitas outras situagdes, por
isso merece uma denominagao especifica.

Definicao 28. Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto

I e seja x, um ponto de /. Se o En})f(x°+A2_f(x0)

é finito, dizemos que f é derivavel em x,, e ao valor desse limite

existe e

chamamos de derivada de f em x,.

Notacao. Neste texto, a derivada de f em x, serd representada
por f'(x,) ou, em algumas situagdes, por %050) ,sendo y a va-
X

ridvel dependente.

Observacoes Importantes:

1) Com base na Defini¢ao 26, podemos concluir que se f é
derivavel em x,, entdo o grafico de f possui uma reta tan-
gente nao vertical no ponto (x,, f(x,)) e f'(x,) é o valor do
coeficiente angular dessa reta tangente.

2) A velocidade instantanea no tempo #, de um corpo cujo
movimento é descrito pela funcdo s= f(¢) é v, = f'(t,).

3) A fracdo S (xy +Ax) = (%))
Ax
ou quociente de Newtonde f em x,.Por meio da mudanca

S G +Ax) — £ (%)
Ax

é chamada de razao incremental

de variavel x =x, +Ax, o limite: lim
Ax—0

. . x —_— x
ser escrito como lim PACIRPACY)
X=X X — x(]

algumas demonstragoes.

pode

que é uma forma ttil para

Exercicios resolvidos
6) Calcule a derivada da funcio f(x)=3x:
a) no ponto 4;

b) num ponto x>0.



Resolucao.

a) f'(4) = lim

Ax—0

SA+A) - f(#) 34+ Ar-6
Ax

lim ——  que conduz a
Ax

indeterminacédo 9
0

Mas

3WA+AY -6 _ (34+Ax—6) (3VA+Ax+6) 9Ax

9

Ax Ax 3V4+Ax +6 _Ax(3\/4+Ax+6):3\/4+Ax+6'

VAN 1 9 3
e iAo 4

D) £ = lim LEFADZS ) _ o 3 Ax =3y
Ax Ax—0 AX'

Ax—0

3
Procedendo analogamente, encontra-se f'(x)=—=

2Jx

7) Dé a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) :% no
ponto de abcissa -1. o

Resolucao. O ponto de tangéncia ¢ P(—1,-2). O coeficiente an-
gular da reta tangente ao graficode f em P ¢

2
+2
Ax—0 Ax Ax—0 Ax A0 —] + Ax

Resposta. A equacdo pedida ¢ y=-2x—4.

8) Um corpo move-se em linha reta de acordo com a equagao
s(t)=1>-2t, sendo o tempo ¢ medido em segundos e o es-
paco percorrido s em metros.

a) Qual a velocidade média do corpo no intervalo 8 <¢<12?

b) Qual a velocidade do corpo exatamente apds 9 segundos
de movimento?

Resolucao.

_ s(12)—s(8)

a v,
12-8

=18 m/s.

b) v, =s'(9) = lim

At—0

=16 m/s.

s(9+Ar)—s(9)
At



Exercicio proposto
2) Seja f(x)=x"-5x+1. Calcule:
a) f'();
b) f'(x),sendo x um ponto qualquer.
Funcao derivada. Seja f uma funcdo. Ao associarmos a cada
ponto x em que f é derivavel o valor f’(x), obteremos uma

nova fun¢ao ' (ou '), chamada de fungdo derivada de f ou fun-
¢do derivada primeira de f .

Exemplo. Se f:[2,+0) > R; f(x) =+2x—4,entao f':(2,+0) > R;

von 1
=
/(0.

é a funcao derivada de f. (Confirme este valor de

4.2.1 Derivadas laterais
Definicao 29. Seja f uma fungao definida no intervalo aberto /
esejaacl.

a) Se lim
Ax—0"

fla+Ax)—f(a)
Ax

existe e € finito, dizemos que f

. . N !
possui derivada a esquerda em a , representada por f_ (a).

b) Se lim f(a+Ax)_f(a)
Ax

existe e é finito, dizemos que f
Ax—0"

possui derivada a direita em a , representada por f,'(a).

Segue, das Definicoes 28 e 29 e do Teorema 16, que f ¢é derivavel
em a se, e somente se, as derivadas laterais de f em a sdo iguais,

ouseja, f'(a) = f.'(a).

Exercicios resolvidos

x* sex<2

9) Seja f(x)= Verifique se f é derivavel no
—x+6 sex>2

ponto 2. Caso seja, calcule f'(2).

Resolucao. Observe inicialmente que f € continua em 2. Para
verificar se f* € derivavel no ponto 2, € necessario calcular as de-



rivadas laterais de f nesse ponto, pois a expressdo que define f
a esquerda ndo ¢ a mesma que define f a direita de 2.

7'(@)= tim LCFAS@) _ Q+A)' -4 _,

1
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Esclarecimento. Se Ax —» 07, entdo Ax € negativo e, portanto,
2+Ax<2.Como f(x)=x"se x<2,seque que

f(2+Ax)=(2+Ax)’.

£ = fim LEEASQ) _ p mCrA)+6-4
) Ax

Ax—0" Ax Ax—0"

-1.

Como f'(2)# £.'(2), concluimos que f nio é derivavel em 2.

y
4 ............... ;
U@
> X
Figura 4.8
x2
1+— se x<1
10) Seja g(x) = 2 . Verifique se g é derivavel
~(x-2)°
——+2 sex=>1

no ponto 1. Caso seja, calcule g'(1).

Resolucao. Note que g € continua em 1. Vamos verificar se €
derivavel em 1. Mais uma vez ha necessidade de calcularmos as
derivadas laterais:

1+M_§
g ()= lim 81¥A0-80 _ ;. 2 2.
Ax—0" Ax Ax—0~ Ax
“(+Ax-2)" o 3
g ()= tim £L20=8M _ 2 21,
Ax—0" Ax Ax—0" Ax



Vocé se lembra de algum
exemplo em que isto
ocorre?

Sendo g’ (1)=g’ (1), concluimos que g € derivavel em 1 e que

g(h=1.
y A
2 :
!
1 2 X
Figura 4.9

Observacao. Compare os graficos das fungdes f e g.No grafico

3
de g , observamos uma “emenda suave” no ponto (I,Ej , 0 que
ndo acontece no grafico de f em (2,4).

Exercicio proposto
3) Verifique se a funcao é derivavel no ponto indicado.

2x*+x sex<3

a) f(x)= { ; ponto 3.

X +7x-9 sex>3

4x-9 sex<2
5 ; ponto 2.
—2x"+7 sex>2

b) mm:{

4.2.2 Derivabilidade e continuidade

Uma funcao pode ser continua num ponto, mas nao derivavel
neste ponto.

E se ela for derivavel num ponto, serd necessariamente continua?
O préximo teorema responderd a essa questao.

Teorema 26. Se uma funcao é derivavel num ponto, entdo ela é
continua nesse ponto.

Demonstracao. Seja a um ponto do dominio de f. Lembremos
que f € continua em a se lim f(x)= f(a) e que f € derivavel



em a se o limM
X—a x—a

existe e é finito.

Para x # a, podemos escrever

f(x)—f(a){%j-(x—a)- (1)

Por hipotese, limM = f'(a). Além disso, lim(x —a) = 0.

x—a xX—a x—a

Aplicando o limite na igualdade (1) :

1mmfuo—fm»=[mn1£91132}{mnu—aﬂ=j«ay0=0
x—>a xX—a xX—a x—a

ou seja, lim f(x)—1lim f(a)=0. Como lim f(a)= f(a), mostra-
mos que lim f(x) = f(a), o que prova que f € continua em a.

4.3 Calculo das derivadas - regras

de derivacao

Para evitar um trabalho longo e rotineiro, deduzimos vdrias re-

gras que tornam mais simples e rdpido o célculo de derivadas.

Existem porém situagdes, como vocé verd mais a frente, em que
nao se pode empregar as regras de derivagao. Nesses casos, a de-

rivada deve ser calculada através da definicao, como vinha sendo
feito até aqui.

Proposicao 7. Se f é a funcdo constante f(x)=c, em que c é um

numero real, entao f'(x)=0 para todo x.

Demonstracao. Seja x € R.
Por definicéo,

£'(x) = lim

—0

JEFA)ZTO) i €€ im0 =0
) .

Ax—0 Ax Ax—0

Logo, f'(x)=0.



Exemplo. Se f é a fungao constante f(x)=-5, entdo f’ é a fun-
¢ao nula.

. o Observagao. Para demonstrarmos a proposicdo seguinte, utiliza-
Vista na disciplina

de Fundamentos de remos a formula do bindmio de Newton. Lembremos que o sim-

Matematica II. n
bolo (kj representa a combinacdo de # elementos na taxa k e é
!
calculado através da férmula S —
k) kl(n-k)!

Proposicao 8. Se n é um inteiro positivo e f(x)=x", entdo

f'(x)=nx"".

Demonstracao. Seja x e R. Vamos escrever e simplificar o quo-
ciente:
S(x+Ax) - f(x)  (x+Ax)" —x"
Ax  Ax

n [HJ n-1 [nj n-2 2 [ n j n-1 n n
x"+ X" Ax+ X" (AX) +.+ x(Ax)" +(Ax)" —x
B 1 2 n—1

Ax

nx" " Ax + "(”2_ D -2 (Ax)” + ...+ nx(AX)"™ +(Ax)"

Ax

A){nx”1 + n(nz—l) X" Ax + ..+ nx(Ax)" 7 + (Ax)" J

Ax

=nx"" + n(nT—l) X" AX + .+ nx(Ax)" 7+ (Ax)"

nx"", ou seja,

SEAA) ()
Ax

Agora percebe-se que i}l{l;no

f'(x)=nx""". Portanto, se f(x)=x", entdo a funcio derivada de

[ o€ fl(x)=nx"".

Observacao. Sera mostrado mais adiante que se f(x)=x", sendo
r um ndamero racional, entdo também f'(x)=rx"". Vamos desde
agora utilizar esse resultado.



Exemplos.
e Se f(x)=x,entdo f'(x)=1x"=1.
* Se f(x)=x7,entdo f'(x)=2x.

* Se f(x)=x", entdo f'(x)=4x".

2

* Se f(x)=l=x71,entéo fl(x)=-1x" :__1_
x

X
. 1 -y 1
e Se x=x/;:x%,entao 'X)=—x"?=—+.
S(x) S'(x) 5 NP

x 53 2 & 2

* Se f(x)=—==x 3=x3,entao f'(x)=—x3= .

S(x) i S(x) 3 I

Exercicio proposto

4) Encontre a derivada das fungoes:

a) yZ% b) y=3x 0 y=x*Jx

Proposicao 9. Se k£ é uma constante e f* é derivavel em x, entao
a funcao g(x)=k f(x) é derivavelem x e g'(x)=k- f'(x).

Demonstracao. Por hipotese,

LSO A~ ()
Ax—0 Ax

=/'(x).

Como

gx+Ax)—g(x) _ kf(x+Ax)—kf(x) :k{f(HAX)—f(X)}
Ax Ax Ax

aplicando o limite e usando a hipotese, seque:

=k lim
Ax—0

=kf'(x).

i GOHA)—g() k{f(x+Ax)—f(x)}

Ax—0 Ax Ax—0

S+ Ax)— f(x)
Ax

Logo, g ¢é derivavel e g'(x)=kf'(x).

Exemplo. Se f(x)= %x(’ ,entao f'(x)= % -6x° =4x.



Esta regra pode ser escrita Proposicao 10. Se u e v sdao fungdes derivaveis em x, entdo a
abreviadamente como

(WUAv) =1+ fungdo g=u+v é derivavel em x e g'(x)=u'(x)+V'(x).

u(x+Ax)—u(x) _u(x) e
Ax

Demonstracdo. Por hipotese, Emo

lim v(x+ Ax) —v(x) _
Ax

lim v'(x). Observe que

gx+Ax)—g(x)  u(x+Ax)+v(x+Ax)—[u(x)+v(x)] [u(x+Ax)—u(x)]+[v(x+Ax)-v(x)]
Ax B Ax - Ax B

~u(x+Ax)—u(x) N v(x+ Ax) —v(x)
- Ax Ax '

Aplicando o limite e usando a hipotese, temos:

lim g(x+Ax)—g(x) ~ lim u(x+Ax)—u(x) + lim v(x+ Ax) —v(x) () + V()
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax ’
ou seja, g'(x)=u'(x)+V'(x).
]

Observacgoes.

2) Se u,v,w sdo fungdes derivaveis, a propriedade associati-
va permite escrever u+v+w=(u+v)+w. Aplicando duas
vezes a Proposicao 10, concluimos que a fungdo u+v+w é
derivavele (u+v+w) =u+v)+w=u"+v'+w'.

Dessa forma, a Proposi¢ao 10 pode ser estendida a uma
soma de n fungOes: se g=f,+ f,+---+ f, e f, é derivavel
. ~ P s 2 ' ' '

para i=1,---,n, entdo g é derivavele g'=f +---+ f .

3) Sejam u,v fungdes derivaveis. Entao u —v=u+(-1)v e, apli-
cando as Proposicoes 9 (com k =—-1) e 10, concluimos que a
funcdo u—v é derivavele (u—v) =u'—v'.

Com estas regras, ja é possivel derivar polindbmios.

Exemplo. Se P(x)=>5x"—8x’+2x" —7x+8, entdo
P(x)=5-4x -8-3x* +2-2x-7-1+0,

ou seja, P'(x)=20x" —24x> +4x-7.



Proposicao 11. Regra do Produto: Se u e v sdo fungdes derivaveis

em x ese g=uv,entdo g é derivavel em x e
Abreviadamente, escreve-se:

g'(x) =u(x) V'(x) +u'(x). v(x).
W) =uv' + u'v.
Demonstracao. Por hipotese, gmo u(x+AZ)2_u(x) =u'(x) e

lim v(x+Ax) —v(x) V().
Ax

Ax—0
Observe que

gx+Ax)—g(x)  u(x+Ax)-v(x+Ax)—u(x)v(x)
Ax - Ax -

_ u(x+Ax) - v(x+Ax) —u(x + Ax) - v(x) + u(x + Ax) - v(x) —u(x) - v(x) _
Ax

(foi adicionada e subtraida a expressdo u(x+ Ax)-v(x))

_u(x+Ax)[v(x +Ax) —v(x)] N v(x)[u(x+Ax) —u(x)]
- Ax Ax

=u(x+Ax)-

v(x+ Ax)—v(x) Fv()- u(x+Ax)—u(x)
Ax Ax '

Aplicando o limite, temos:

lim SEFAD =8 it Avy- fim TEFAD VD iy M AY) Zu(x)
Ax

Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0 Ax Ax—0

Por hipotese, u € derivavel em x. Pelo Teorema 26, u € continua
em x. Assim, Err})u(x+Ax) =u(x). Utilizando a hipotese que u e
—

v sdo derivaveis, seqgue:

lim SO AAX; 80 ) v () + () )

Ax—0

ou seja, g € derivavel e g'(x)=u(x)-v'(x)+u'(x)-v(x).

Exemplo. Se f(x)=(x*+2x)(x’ —3x%), entdo

F1(x)=(x*+2x)(3x* —6x) +(4x” +2) (x* =3x7) =7x* —18x° +8x° —18x".



Exercicio proposto

5) Seja f(x)=(2x’ —4x*)(3x" +x7). Calcule f'(x) e depois
f@).

Proposicao 12. Regra do Quociente: Se u e v sdao fungdes deriva-

- : . ~ ~ U oo
Abreviadamente, escreve-se: veis em x e se v(x)#0, entdo a fungdo g =— é derivdvel em x e
(u) v —uwy' 4
-2
v v ) v(x)u'(x)—u(x)v'(x)
g'(x)= .
[v(x)]?

Demonstracao. Por hipotese,

u'(x)

Ax—0

lim u(x+Ax)—u(x) _
Ax

lim v(x+ Ax) —v(x) _

Ax—0

Vi(x) e v(x)#0.

Entao,
u(x+Ax) u(x)

gx+Ax)—g(x) v(ix+Ax) w(x) u(x+Ax)-v(x)—u(x)-v(x+Ax)
Ax - Ax - v(x+Ax)-v(x)-Ax -

Cu(x+Ax) - v(x) —u(x) - v(x) +u(x)-v(x) —u(x) - v(x +Ax)
B v(x+ Ax)-v(x)- Ax -

(Foi somada e subtraida a expressdo u(x)-v(x))

u(x+Ax)—u(x) _y v(x + Ax) —v(x)

:V(x). (x) =
v(x+Ax)-v(x)-Ax v(x+Ax)-v(x)-Ax
_ 1 {v(x)_u(x+Ax)—u(x)_u(x)_v(x+Ax)—v(x)]
v(x+ Ax)-v(x) Ax Ax

A funcdo v € derivavel em x, por hipotese. Pelo Teorema 26, v €
continua em x. Logo, Emov(x+Ax) =v(x). Usando esse fato e as

hipoteses, temos:



lim EXFAD =8 | V(x)- lim

[ u(x+ Ax) —u(x)
Ax—0 Ax Ax—0 v(x + Ax) . v(x) Ax—0 Ax

L Y00 () —u(x) V()
TETRGRICRIGRS) e

v(x)-u'(x)—u(x)-v'(x)

Portanto, g'(x) = T
V(X

5 —_—
Exemplo. Seja f(x)= al 7 0 . Entao
x'+1

(x* +D)5x* = (x* —6)4x’ B X +5x% +24x°
(x*+1)° (x*+1)°

S'(x)=

Exercicios propostos

2x° +4
x*—dx+1

Je-1
Je+l

2 2
8) Seja h(R)= %, sendo @ uma constante. Calcule h'(gj.
R +a 2

6) Calcule g'(x), sendo g(x)=

7) Calcule f'(¢),sendo f(t)=

Observacao. Na Proposicao 8, demonstramos que se n é inteiro
positivo e se f(x)=x", entdo f'(x)=nx"". Com auxilio da regra
do quociente, podemos provar essa formula para o caso em que o
expoente € um inteiro negativo, ou seja, se f(x)=x",com neN,

. - . I | .
entdo f'(x)=-nx"". Com efeito, se f(x)=x =—, entao, con-
X

forme as Proposigdes 8 e 12,

n—1

n n—1
x"-0-1-nx —nx 1 -
f(x)= > = =—nx""""=—-nx"".
n 2n
X X

Ainda falta provar essa regra para o caso em que o expoente é
racional, o que sera feito em breve.

—u(x)- lim

v(x + Ax) —v(x) }
Ax



4.3.1 Derivada da funcao composta - a regra
da cadeia

Para derivar uma fungdo como y =(3x’ +2)°, serd que é preciso
desenvolver o bindmio?

Com auxilio da regra da cadeia, que sera estabelecida no préximo
teorema, ndo é necessario perder tanto tempo. Note que y =go f,
sendo g(u)=u’e f(x)=3x"+2.

O fato de fornecer uma férmula que permite derivar qualquer
funcao composta, com auxilio de outras regras de derivagao, faz
com que este seja um dos teoremas mais importantes do Calculo.
Para demonstra-lo, precisamos de um lema:

Lema. Seja (x,) uma sequéncia e N,, N, subconjuntos de N tais
que N,(IN, = e NJUN, =N.Se (x, ), .y, € (x,), oy, S80 subse-
quéncias de (x,) que convergem ambas para L, entdo (x,) con-
verge para L.

Demonstragao. Seja € >0. Existe n, €N, tal que |x, —L|<e
para todo n, >n,. Existe também ¢ €N, tal que |x, —L|<e
para todo ¢, >1¢,.

Seja n,=max {n,t,}. Se n>n, entdo ou neN, e n=n, ou
neN, e n>¢.Emambos os casos, |x, —L|<e¢.

Portanto, para todo n 2 n,, teremos |x, —L|<e&, 0 que prova que
limx, =L.

Teorema 27. Regra da Cadeia: Sejam [ e J intervalos abertos,
acl, f:I->R e g:J—>R fungdes tais que f(I/)cJ. Supo-
nhamos que f é derivdvel em a e que g é derivavel em f(a).
Entdo a composta go f:/ - R é derivavelem a e

(ge ) (@)=g'f(@)] f(a).
Demonstracdo. Devemos mostrar que

i 8= g0 /(@

X—a x—a

=g'[f(@)]- f'(a)



Vamos fazé-lo usando sequéncias.

Seja (x,) uma sequéncia contida em /—{a} e tal que limx, =a
Precisamos provar que

lims,fOf(xn)—gOf(at)

X, —a

=g/ (@) f'(a)

Por hipotese, f € derivavel em a. Logo, € continua em a (Teo-
rema 26), isto é, lim f(x)= f(a), o que, por sua vez, implica

lim f(x,) = f(a).

Representando f(x,) por y, e f(a) por b, essa hipotese pode
ser escrita como

limy, =b (1)
Mesmo sendo x, #a, podemos ter f(x, )= f(a),isto ¢, y, =b

para alguns valores de n. Devemos distinguir os indices n para 0s
quais y, =b daqueles para os quais y, #b.

Sejam: N, ={neN/y, #b} e N,={neN/y =b}. Entao,
N=N,UN, e NNN,=0.Se neN,, é possivel escrever

gof(x,)=gof(a) _glf(x)]-glf(a)]_g(,)-g®) y,-b
X, —a X, —a vy, —b X, —a

0 que ndo € corretose ne N, .

Observe que pelo menos um dos conjuntos N, ou N, ¢ infinito.

Examinemos as trés possibilidades:

1) N, é infinito e N, ¢é finito.
Seja N, ={n,,n,, --}={n,;k € N}. Por ser N, finito,

8o (x)-gof(a) zhmg"f(xnk)—g"f(ﬂ)

X, —a x, —d

n,eN, (2)

Mas

. gof(x,)—gef(a)
m =

li li

x, —a Y, —b X, —a

Ty

- g, )-g(®) i -b ‘)



Da hipotese de g ser derivavel em b e de (1) seque que

'(b).
Vb g'(b)
Mas entdo a subsequéncia (M_i(b)] também tem limite
Vo =
g'(b). (4)

Da hipotese de ser f derivavel em a e da suposi¢do inicial de
que limx, =a, seque que

Y, —b

x, —a

lim li

NG U

e

De (2), (3), (4) e (5), seque que

limgof(xn)_;gof(a) :g'[f(a)]'fl(a)-

X, —
2) N, e N, sdo ambos infinitos.

Seja N, = {1,,t,,---}={t,;k € N}. Lembre que y, =b, ou seja,
£(x,)= f(a), ¥t €N, Entdo,

fim f(x,)—f(a) il @-f@ _

X, —a x, —a

f(xn)—f(a)J con.

X, —a

Sendo f derivavel em a, a sequéncia (

verge para f'(a).Segue que toda subsequéncia converge para

fx,) —f(a)] |

£'(a), em particular (
X, —a
Logo, se N, ¢ infinito, entdo f'(a)=0.

Por outro lado,

limgof(x,k)—gof(a) _im &S/ @-gof(@) _

x, —a x, —a

Como g'(b)- f'(a)=g'(b)-0=0, podemos afirmar que
gef(x,)—ge f(a)
m =

x, —a

li

g'®)-f'(a).



Para N,, na andlise da primeira possibilidade, vimos que

i gef(x,)—gef(a)
m =

g'b)-f(a).

x, —a

Aplicando o lema a se-quéncia [gof(xn)—gof(a)j' segue
X —a
que, também neste caso,

lim 8L ZE D _ o110 f(a.

X, —a

3) N, ¢ infinito e N, ¢ finito.

gof(x)-g°f(a) _,. 8°/(x)=ge/(a)_
X, —a X, —a
Logo, sendo f'(a) =0, tem-se também

Entdo, lim 0.

lim 82L &) =8 @ _ o)) f(a).

X, —a

Portanto, concluimos que (go ) (a)=g'[f(a)]- f'(a).

Observacao. E comum escrever a regra da cadeia de maneira
abreviada assim: Se f =gou, entdao f'=g'(u)-u’'. Para resolver
certos problemas, é interessante escrevé-la assim: Se y =(gou)(x),

G0 W _dg du im: & =Q-ﬂ,desde que as hipoteses
dx du dx dx du dx

do teorema estejam satisfeitas.

Exercicios resolvidos
11) Se f(x)=3x+2)* calcule f'(x).

Resolucao. Podemos escrever f(x) =(gou)(x), sendo
u(x)=3x+2e gu)=u".
Pelo Teorema 27, f'(x)=g'[u(x)]-u'(x).

Como g'(u)=4u’, temos que g'[u(x)]=4[u(x)]’=4(3x+2)’ e
u'(x)=3.Llogo, f'(x)=4(3x+2)’-3=12(3x+2)".



12) Sendo yz%, calcule y'.
(x" -1

Resolugio. Escrevendo y = (x° —1)™* =[u(x)]™ e aplicando a re-

gra da cadeia, temos ' = —4[u(x)]” -u'(x) =—4(x* =1)"-6x’, ou
—24x°

(=1

seja, y' =

13) Seja g(t)=A/t> +t+1. Calcule g'(-1).
Resolucao. Apliquemos a regra da cadeia, agora de maneira mais
1

direta, a funcdo g(¢)= (" +t+1) 3 para calcular g'(¢):

2t +1

3R +t+1)° .

I
g'(t)z%(tz+t+l)3 1-(2t+1)=
-1 -1
Logo, g'(-1)=—F—=—.
go, g'(-1) W3

14) Seja f(x)=(x’—2)*-(x*+1)*. Calcule f'(x).

Resolucdo. A funcdo f € um produto de duas fungdes, o que
nos obriga a usar a regra do produto: (uv)' =uv'+u'v, juntamente
com a regra da cadeia:

f1(x)=(x"=2)*3(x* +1)°2x + 2(x’ —=2)3x* (x* +1)’

=6x(x’ =2)°(xX* +1)* +6x° (x* = 2)(x* +1)’.

Exercicios propostos

Calcule a derivada de cada uma das funcoes:
9) f(x)=(8x"=3);
10) g(0)=1lr' =21
1) f(r)=0"+1D)*2r+5)*;

_(y 5)’
)f()( T



4.3.2 Derivada da funcao inversa

Lembre-se de que uma funcado f': 4 — B é inversivel se, e somente
se, for bijetora. Nesse caso, existe uma funcdo g:B — 4 tal que
y=f(x)<x=g(y),sendo g ainversade f.

Por exemplo, se f(x)=7x+1, que é bijetora, escrevemos y =7x+1

-1 — ) .,
x = yT =g(y). Portanto, g(y)= yTl ou, se preferirmos a varia-

vel x, g(x) :XT_l é ainversa de f.

O préximo teorema permite obter a derivada da inversa de uma
funcao inversivel.

Teorema 28. Seja / um intervalo abertoe f:/— f(/) uma fun-
¢ao inversivel cuja inversa g: f(/) > I é continua. Se f é deriva-
velem / e f'(x)#0 paratodo x em 7/, entdo g é derivavel em

1 1
I ! — —
T e )= = et

para todo y em f([).

Demonstracao. Seja b e f(I). Existe a e ] tal que b= f(a).Pro-
'1 ,isto &, que lim g()-g®) _ ,1 .
f(a) b y=b f'(a)
Esta ultima expressdo faz sentido porque f'(a)# 0, por hipotese.
Seja (y,) uma sequéncia em f(I)—{b} tal que limy =b. Basta
g)-g) 1
Y, —b f'(a)

Sendo g injetora, g(v,) # g(b) para todo n e N. Isso nos permite

varemos que g'(b) =

provar que lim

escrever:

Reveja a secdo 4.9 do livro
de Introducgéo ao Célculo
para ter uma revisao mais
aprofundada deste assunto.

g(y,,>—g(b){ v, ~b }‘1:[f(x,,)—f<a>}'l vara todo neN. (1)

y,—b g(y,)—g(b) x,—a

Por hipotese, g € continua em 5. Como limy, =5, segue que
limg(y,)=g(b), isto ¢, limx, =a. Ainda por hipotese, f'(a)
existe e € diferente de zero. Logo,

-1

hm[f(xr,)—f(a)} {hmf(xn)—f(a)} @, ©
X, —a

X, —a



Observagao. Representamos f~' por g para simplificar a nota-

g)-g) 1
Y, —b /(@)

De (1) e (2) seque que lim

1
Concl =, 1
oncluimos que g'(y) = I Vye f().

¢ao. A férmula dada pelo teorema poderia ser escrita como:

Em palavras: A derivada de f~' no ponto y é o inverso da deriva-

1
f( D)

(S =

dade f noponto f7'().

Exercicios resolvidos

15) Seja f(x)=x"—8 e g ainversade f.Determine g'(x).

16)

R S O
f'(x) 3x°

Resolucao. Conforme o Teorema 28, g'(y) =

ra € preciso escrever x em funcdo de y, pois lembre-se de que

x=g(y).Mas y=f(x)=x -8 x’ =y+8<x=3y+8.
1
Logo, g'(y) = ———
33(y+8)°
1
Resposta. g'(x)=———.
33(x+8)°

Seja f(x)=3(x+2)’+6 e g ainversa de f. Determine g'(x).

Resolugio. Temos f'(x) =15(x+2)*. Pelo Teorema 28,
1

g’()’)zm-

Vamos escrever essa expressdo em funcao de y:

y=3(x+2)° +6 < (x+2) ——6@x+2—s/y;6.
Logo, g(y)——
y 6 F 150 y 6
3

3
Resposta. xX)=—
p g'(x) T KX_J




17) Seja f:[-3,01—>[2,11]; f(t)=1>+2. Determine g'(¢), sendo
g=f"
Resolucgdo. Faca um grafico de f e verifique que 1 € de fato in-
versivel.
1

:L.Mas
f'@® 2t
y=t+2ot=y-2ct=1Jy-2-

Precisamos decidir se t=+,/y—2 ou se ¢t=—/y—-2. Como

t €[-3,0], t € negativo (lembre também que a imagem de f~' €0
-1

dominio de f).Llogo, t=—y-2 e g'(y)= )
f). Log VY g'(y) 22

Pelo Teorema 28, g'(y) =

2t =2

Resposta. g'(¢) = ;e (2,11].

Observagao. Seja f(x)=x’+x+1. Prova-se, usando resultados
que serao estudados posteriormente, que f é inversivel. Mas nao
€ possivel explicitar x em funcao de y, pois teriamos que resolver
a equagdo do quinto grau: x° +x+1= y. Apesar dessa dificuldade,

o Teorema 28 pode ser aplicadoa feag= f"

11
fi(x) 5x*+1

g'(y)=

Sabendo que f(2)=35, calcule g'(35). Depois calcule g'(1).
111
') 5-2*+1 81

Para x=2, temos y=35.Logo, g'(35) =

Para calcular g'(1), é preciso saber para que valor de x se tem
f(x)=1. Nesse caso, é facil perceber que f(0)=1. Portanto,

1
'(1) = =1.
£0=70

Exercicios propostos
13) Seja f(x)=4-9x e g=f"". Calcule g'(x).
14) Seja f(x)=3/2x—1. Determine (f')(x).
15) Seja f(1)=3t"+2t—6 e g= £ Calcule g'(-6) e g'(-1).



Exercicio resolvido

18) Ja foi provado que se neZ e se f(x)=x", entdo f'(x)=nx"".
Com auxilio da regra da cadeia e do Teorema da Funcao In-

versa, prove que essa férmula vale para qualquer expoente

P

racional, ou seja, se p e ¢ sdo inteirose g#0 e f(x)=x7,
L}

entao f'(x) =Ly,

q
1

Resolucdo. Repare que f =gou, sendo u(x)=x? e g(x)=x".

Pela regra da cadeia,

J'(x) =g Tu(x)]-u'(x). (1)

Bem, g'(x) = px*' e entdo
N |
g'[u(x)]=p(qu =px’ 7. (2)

|
Como vamos calcular u'(x) se — ndo ¢é inteiro?
i q
Note que u(x)=x? € a inversa da funcdo v(x) = x?. Vamos usar o

Teorema da Funcao Inversa. Para isso, escrevemos
1

y=v(x)=x" e x=u(y)=y".

1

Entdo, conforme o Teorema 28, u'(y) = = .
Vi(x)  gx"

Para expressar x em funcdo de y, utilizaremos a equivaléncia:

1

y=x<x=y".
L

Logo, u'(y) = = ==

(3)

Entdo, u'(x) =

Substituindo (2) e (3) em (1), temos:

L

L q
f'(x)=pxq g X =£xqqq :EX‘I
q q q



4.3.3 Derivada da funcao exponencial

Sejaa>0,a#le f:R —(0,+x), definida por
f(x)=a".
Seja x e R e consideremos o quociente incremental:

Ay fr+A) - f(x) _ a”“™ —a* :a,{a“—lj

Ax Ax Ax

. A . P
Lembrando que f'(x)= Alil’[%) Ey' desde que este limite seja finito,
temos:

. fa™ -1 c.oaN-1
lim a =q" lim =q" -Ina,
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

conforme o terceiro limite fundamental.

Conclusdo. Se f(x)=a", entdo f'(x)=a"Ina paratodo x eR.

Se u é uma funcdo de x e se g(x)=a", entdo, pela regra da ca-
deia, g'(x)=a"Ina-u'.

Caso Particular: Se f(x)=e", entdo f'(x)=e"lne.Como Ine=1,
segue que f'(x)=¢".

Portanto, a fun¢do y =e* goza da importante propriedade de ser
igual a sua derivada. Prova-se que as tinicas fungdes que gozam
dessa propriedade sao as do tipo y =ke*, com keR.

Se y=e¢",sendo u uma funcdo de x, entao y'=¢e"u'.

Exercicios resolvidos
19) Seja f (x):2"2.Calcule f(x).

Resolucdo. Aplicando a formula para a derivada de y =a", com
a=2eu=x*temos: f'(x)=2" In2-2x, ou melhor,
fi(x)=2" -2x-In2.

1

20) Seja g(x)=e*. Calcule g'(x).



Resolucdo. Aplicando a formula para a derivada de y =¢", com
1

) —e*

1 1
u=—,temos: g'(x)=e* === ou g'(x) =—.
X X X

21) Seja h(x)=xve" . Calcule A'(~1).

Resolucao. Aplicando a regra do produto a fun¢ao

1 X

h(x) = x(e*)? = xe?, temos:

X X

h'(x)Zl-e5+xez-l:e5 1+ .
2 2
1 1
- 1 1 — 1
Logo, W'(-D=e 2|1—-—|=—e 2 =
oo, W-=e 2) !

Exercicios propostos

16) Calcule f'(2),sendo f(x)= o 1

eSx .

1-x*

17) Calcule g'(x), sendo g(x)= i
X

4.3.4 Derivada da funcao logaritmica
Sejaa>0, a#le g:(0,+0) > R, definida por g(y) =log,y. Lem-
bre que g é ainversa da fungdo f(x) =a", ou seja,

y=a" < x=log,y.
Sera que podemos deduzir a derivada de g através do Teorema 28?
Sim, pois g é continua em (0,+x) e f'(x)=a"Ina, que é diferen-
te de zero para todo x em R, pois a* é sempre positivo e Ina # 0
porser a#1.
O Teorema 28 garante entao que g € derivavel em (0,+) e

(S B
f'(x) a'lna ylna.

g'(y)=

Se g(x)=log,x,entdo g'(x)= , Vx>0.

xlna



Se y=log,u, sendo u uma funcao de x, entdo

r_ 1 o Z/l’
ulna ulna’
. ~ [ 1 1 z
Caso Particular. Se f(x)=Inx, entao f'(x)= =—.Se u é
, xlne x

~ -, u
uma funcdode x e y=Inu,entdo y'=—.
u

Exercicios resolvidos
22) Calcule a derivada de y =log,(x* -3).

Resolucgdo. Temos que aplicar a formula da derivada de y =log u
comu=x*-3ea=3:

. 4x° 4 x’
YT 33 W3l —3)
23) Sendo f(x)=In(x’ +e*), calcule f'(x).
Resolucéo. Temos f(x) =Inu, sendo u = x* +e*. Entio,

, u' 3xt+4e™
f(x)_u_ o et
24) Sendo g(x)=In(x)’, calcule g'(e).

Resolucao. Aqui devemos usar a regra da cadeia escrevendo
g(x)=u’, com u=Inx. Entio,

_3ln(x)’

g'(x)=3u’u' =3In(x)’ 1
X X

3In(e)* 3
Logo, g'(e)=Le)=—.

Exercicios propostos
18) Calcule a derivada de y =log, (x* —x).

19) Calcule a derivada de y =In(2x* -5).

2
20) Seja u(x) :ln(;;—_él). Calcule u'(2).

21) Calcule v'(x), sendo v(x)=(1+e™* —In3x)>.



4.3.5 Derivada das funcoes trigonométricas

Vamos lembrar de trés identidades trigonométricas

importantes:

sen’x+cos’ x =1
sen(x+ y)=senx-cosy+cosx-sen y

cos(x+y)=cosx-cosy—senx-seny

Derivada da funcao seno
Sejam f:R —>[-11]; f(x)=senx e xeR.

fO+A) - f(x)
Ax

Vamos examinar o quociente

Bem,

sen(x+Ax)—senx senx-cosAx+senAx-cosx—senx

Ax Ax
_ sen x(cos Ax —1) | sen Ax-cos x
Ax Ax
sen x(cos Ax —1)(cos Ax +1) sen Ax
= +cosx-
Ax(cos Ax+1)

(Multiplicamos e dividimos a primeira expressao por cos Ax+1.)

cos” Ax—1 sen Ax (—sen’Ax) sen Ax
=senx-———————+COSX-—— =Senx-———————+COS X -
Ax(cos Ax +1) Ax Ax(cos Ax +1)

(sen’Ax =1—cos” Ax)

senAx sen Ax sen Ax
. +co .
Ax  cosAx+1

=-—S€n x-

Aplicando o limite, temos:

lim SO+ A0 - /(%) =-senx- lim(

Ax—0 Ax Ax—0

senAx. sen Ax J sen Ax

+cosx- lim
Ax  cosAx+1 A0 Ax

0
:—senx-13+cosx-1:cosx.



Portanto, f € derivavel em x e f’'(x)=cosx..

Observacao. De modo geral, se u é funcdo de x e y =senu, entao
y'=cosu-u'.

Exercicios resolvidos
25) Seja f(x)=5sen(2x?). Calcule f'(x).
Resolugio. f'(x)=5cos(2x*)-4x =20xcos(2x’).
26) Seja g(t)=sen’2¢t. Calcule g'(%j :

Resolugio. Escrevamos g(f) =u’, sendo u =sen2t. Pela regra da
cadeia,

g'(t) =3u’u’ =3(sen2t)*(cos 2t - 2) = 6sen’2t - cos 2t.

2
(7 2 2w  (BY(-1) 9
Logo, g 3 = 6sen 7-005726 — || ==

2 2 4

Derivada da funcao cosseno
Sejam f:R—>[-L1]; f(x)=cosx e xeR.

- 7T 7T
Entao, cosx =sen (3 - xj € Senx=cos (5 - x).

Com efeito, aplicando a férmula

sen(A+ B) =sen Acos B +sen Bcos 4
. ~ T
a expressao sen (5 — x) , temos:
T 4 4
sen (— — xJ =sen > cos(—x)+sen(—x)-cos By =1-cos x+(—sen x)0 = cos x.

De maneira andloga, verifica-se a outra igualdade.

Seja f(x)=cosx=sen (% - xj . Aplicando a férmula da derivada

do seno e a regra da cadeia, temos:

Sf'(x)=cos (% - x] (=1)=—cos (%— xj =—sen x.



Portanto, f'(x)=—senx.

Observacao. De modo geral, se u é uma fungao de x e y =cosuy,
entao y'=-senu-u'.

Exercicios resolvidos
27) Calcule f'(9), sendo f(0) = cos” 66.

Resolucgdo. Aplicando a regra da cadeia e a formula da derivada
do cosseno, temos:

f'(0)=2cos 60 (—sen 60)6 = —12cos 66 -sen 66.

28) Calcule f '(%) ,sendo f(t)=e"* —sentcos2t.
Resolucao.

f'(t) = e (—sen 2t)2 —[sen t(—sen 2¢)2 + cos ¢ cos 2t]

cos2t

=-2sen2t-e +2sentsen 2t —cost cos 2t.

Logo,

I’ = —2sen£-eCOSE +2sen£sen£—cos£cos£ —J2-2.
4 2 4 2 4 2

Exercicios propostos
22) Calcule f'(x), sendo f(x)=x"cos3x—2sen3x..

23) Calcule g'(%} sendo g(x)=sen’x—cos’ 4x..

Derivada da funcao tangente

Sejam f:R—{k:hL%; keZ}—)R; fx)=tgx e
xeR—{kn+%; keZ}.

Como f(x)=

sen x . .
, aplicamos a regra do quociente:
c

OS X



cosxcosx—senx(—senx) cos’ x+sen’x 1 s
= = =sec’ x.

f'(x)=

cos’ x cos’ x cos’ x

Portanto, f'(x)=sec’ x.

Observagao. De modo geral, se y =tgu, entdo y'=sec’u-u'.

Exercicio resolvido

29) Seja f(x) = tg(3x+%). Calcule £'(x).

Resolugdo. f'(x)=sec’ (3x +%j3 =3sec’ (Sx +%) :

Derivada da funcao cotangente
Sejam [:R—{km;keZ}>R; f(x)=cotgx exeR—{km;keZ}.

. . COS X
Novamente aplicamos a regra do quociente a f(x) = :
sen x
2 2
, sen x(—senx) —CcosSxXCcosx —sen” X —cos” X -1 )
f'(x)= 5 = > =———=—C0ssec” x.
sen” x sen” x sen” x

Portanto, f'(x)=—cossec’ x.

~ ~ 2
Observacao. De modo geral, se y = cotgu , entdo y'=—cossec” u-u'.

Exercicios resolvidos
30) Calcule a derivada de f(x)=cotgx’.

Resolugiio. f'(x)=—cossec’(x’)-3x* = -3x’cossec’x’.

31) Sendo g(x)=In(cotg2x)—3%*, calcule g'(x).

Resolucdo. Escrevamos g(x)=Inu—-3" e lembremos que se
’

y=Inu, entdo y’:u— ese y=3",entdo y'=3".In3.0". Logo,
u

- 22x-2
g'(x) = %—3@% -sec?(2x)-2-In3,
cotg 2x



ou melhor,

g'(x) = 2 3.3 .sec’2x.
sen2x-cos2x

Exercicios propostos
24) Calcule f'(x) se f(x)=/tg3x +cotg’3x..

25) Calcule f '(%) ,sendo f(x)=2°%" +In(sen x)..

Derivada da funcdo secante

Sejam f:R—{thL%;keZ}—)(—oo,—l]u[l,oo); f(x)=secx e
XER—{]{T[-F%;](EZ}.

1

A partir darelacdo secx = ,podemos escrever f(x)=(cosx)

coS X
e derivar f usando a regra da cadeia. Entao

senx _ senx 1

cos’x cosx Cosx

f'(x)=—1(cosx)” -(-sen x) = =tgx-secx,
ouseja, f'(x)=tgx-secx.
Observacgao. De modo geral, se y =secu, entdao y' =tgu-secu-u'.
Exercicio resolvido
32) Seja f(x)=secx". Calcule f'(x).
Resolugdo. f'(x)=tgx* -secx’-4x’ = 4x’tgx*secx®.

Derivada da funcdo cossecante

Sejam f:R—{km;k € Z}— (-o0,—1]U[1,0); f(x)=cossecx e
xeR—{kn;keZ}.

Como cossec x = = (senx)™', vamos aplicar novamente a re-

sen x
gra da cadeia para derivar f:



cosx cosx 1

f'(x)=—1(senx)” -cosx = — = —Ccotg X - cOSsec X

sen’x senx senx

ouseja, f'=—cotgx-cossecx.

Observacao. De modo geral, se y =cossecu, entao

y'=—cotgu-cossecu-u'.

Exercicios resolvidos
33) Seja f(x) = In(cossecy/x) . Calcule f'(x).
Resolucao. Escrevamos f(x) =Inv, sendo v =cossecu € u = Jx.

Logo,

!

' L
y,zlz_cotgu cossecu - u :(—cotg\/;)- lx 5 :_cotgx/;.
v cossecu 2 2x

—cotg\/;
yNCE

Portanto, f'(x)=

34) Sendo g(x) = \/sec’ x —cossec 2x , obtenha g'(x).
1

Resolugio. Temos g(x)=u?, sendo u(x)=sec’ x—cossec2x.
Conforme a regra da cadeia,

g(x) = 2 = uo_ 2secx-tgx-secx—(—cotg2x)(cossec2x)2
2 2\u

2\/ sec’ x —cossec 2x

B sec” x - tg x + cotg 2x - cossec 2x

\/sec2 X —cossec 2x

Exercicios propostos

26) Calcule a derivada de cada uma das fung¢des. Para chegar as
respostas dos itens b), c) e €), use as relagdes: 1+ tg’x =sec’ x
e 1+cotg’x = cossec’x:

a) f(x)=senx-In(senx)+In(cosx);

b) gla)=tga-a;
2
Q) y= ln(senx)—xcotgx—x?+%;



Teorema da Derivada da
Funcéo Inversa.

d) f(x)=(cossec’2x+1)°;

tg0

e) f(O)=

27) Seja f(x )—1+zzzi calcule f'[%).

28) Seja f(x)=In [1+tg j calcule f’(zj.
I-tgx 6

4.3.6 Derivada das funcoes trigonométricas
inversas

Derivada da funcao arco-seno

Seja f': {—E %} —[-1,1], y=f(x)=senx.Essa funcao é inversi-

vel e sua inversa é: g:[-1,1] > [—%,%} , x=g(y)=arcseny.

Para encontrarmos a derivada de g, utilizaremos o Teorema 28.

Como g é continuaem (-1,1),e f é derivavel em (—%,E), com

f'(x)=cosx, que é diferente de zero para todo x em (—%,%) ,

o Teorema 28 estabelece que

11
f'(x)  cosx

gy =

para todo y e (-11).

Mas precisamos escrever g'(y) na variavel y. Como y =senx, se-
guedarelacdo fundamental sen’x +cos” x = 1 que cos” x =1—sen’x,

isto é, cosx = i\/l —sen’x = i\/l —

T . o
Sendo que x e Y e que, nesse intervalo, o cosseno € positi-

1
vo, temos cosx =4/1—)" e, dessa forma, g'(y) = .
J1-y?

Podemos agora escrever a derivada de g na variavel que desejar-

mos: se g(x)=arcsenx, entao g'(x)=

l—xz.



Observacao. De modo geral, se y =arcsenu, sendo u# uma fungao

!

de x, entdao y' = :
1-u’

Exemplo. Se f(x)=arcsen(3x’), entdo f'(x)= b« =
1-9x

Derivada da funcdo arco-cosseno

Seja f:[0,7] >[-1,1]; ¥y =f(x)=cosx. Essa funcado € inversivel e
sua inversa é: g:[-1,1]—>[0,7]; x=g(y)=arccosy.

Também nesse caso g é continua em (—1,1) e f é derivavel em (0, 1)
e f'(x)=-senx que é diferente de zero para todo x em (0, 7).

1 -l
f’(x)_senx

Mas sen x = ++/1—cos” x = i\/l —y* . Como senx >0 para x € (0,7),

segue que senx =+/1-3” . Logo, g'(y) =

Pelo Teorema 28, g'(y) =

para todo y e (-1,1).

> .

I-y
Podemos entdo escrever: Se g(x)=arccosx, entao g'(x)= - =
I-x
Observacao. De modo geral, se y =arccosu , entdo y' = _ -
I-u

2 - , —2xe"

Exemplo. Se f(x)=arccos(e’ ), entdo f'(x)=——.
1 _ er
Derivada da funcdo arco-tangente
. T < . .

Seja f': (—E,Ej —> R, y=f(x)=tgx. Essa funcao é inversivel e a

. . T
sua inversa é g:R—)(—E,Ej, x=g(y)=arctgy.

£ . o T
Como g é continua em R e [ é derivavel em [—5,—} com

f'(x)=sec’ x = que é diferente de zero para todo x em

COS2 X

T 1 1
——,— |, segue pelo Teorema 28 que g'(y)= = ara
( > 2) gue p que g'(») ) st p

todo yeR.



Darelagdo trigonométrica sec” x =1+ tg’x, segue que sec’ x =1+

e, dessa forma, g'(y)= para todo y eR.

+y°
1
1+x

Portanto, se g(x)=arctgx, entdao g'(x)= >

!

Observacao. De modo geral, se y = arctgu, entdo y'= T
+u

&
Exemplo. Se y = (arctg\/;)z, entdo y' = 2arctg\/; lzi
+x

lhor, y' = —arctg\/;
N

, Ou me-

Derivada da funcdo arco-cotangente

Seja f:(0,m) >R, f(x)=cotgx. Essa funcao é inversivel e a sua
inversa é: g:R — (0,7), g(y)=arccotgy.

Como exercicio, usando o Teorema 28, mostre que g'(y) = >

para todo y eR. Iy
Observacao. De modo geral, se y = arccotgu, entdo y' = 1_ >
+u
Exercicio resolvido
! Jg
35) Sendo f(x)=x-arccotg2x, calcule f > |
Resolucao:
: (2) 2x
=1-arccotg2x+x- = arccotg 2x — .
S0 =lrarecotg 2t s S T

3
2(
Entdo, f’(g] = ar(:otg\/g——2 - ﬁ_ﬁ_

Derivada da funcdo arco-secante

Seja f:[0,7] —{%} — (—o0,—1]U[l,4+0), f(x)=secx. Essa funcao

é inversivel e sua inversa é g:(—oo,—l]u[1,+oo)9[0,%]—{%},



g(y)=arcsecy. Sendo f'(x)=secx-tgx= g, percebemos que
Cos” x

f'(x) existe e é diferente de zero para x € (0,7)— {%} . Pelo Teore-
ma 28, g ¢é derivavel em (—oo0,—1)U(1,+x).
Para deduzirmos a férmula que fornece a derivada de g, poderi-

amos novamente usar o Teorema 28. Mas ha outro caminho. Em
primeiro lugar, afirmamos que:

arcsec y = arccos (lj , Vy e (—oo,—1]U[l,0).
y

Com efeito, observe a sequéncia de equivaléncias: Seja
ye (—OO, _1] U[I,OO) .

Entao:

1 1
X=arCsecy <> y =SeCx <> y = <> COSX =— <& x =arccos| — |.

COS X y y
1
Logo, arcsec y = arccos (—J , Vy e (—oo,—1]U[l,0).
y

1
Assim, g(y)=arccos (—j e, para derivar g, utilizaremos a formu-
Y

la da derivada da fungdo arco-cosseno e a regra da cadeia:

_(;lj R

1
g)= =—" = =
\/1_1 Y B S SV £ S B b I A S

pois 7 =y

2

y

1
Portanto, se g(x)=arcsecx, entdao g'(x)=———.
|x| Vx® -1

u!
Observacao. De modo geral, se y =arcsecu , entdo y' = ——.
|u| Nu’ -1

5
Exemplo. Se f(x)=arcsecSx, entdo f'(x)=—————, ou me-
|5x[v/25x% 1

lhor, f'(x)=

1
V2527 -1



Derivada da funcdo arco-cossecante

Seja f: [—%,%} —{0} > (—o0,—1]U[l,+x), f(x)=cossecx.

Essa funcao é inversivel e sua inversa é

2 (=0, —1]U[l, +0) - [-%,%}—{0};

g(y)=arccossec y .

—COS X

sen’x

Como f'(x)=—cotg x-cossecx =

, fica claro que f’(x) exis-

te e é diferente de zero para x e [—%,%j —{0} . Pelo Teorema 28,

concluimos que g € derivavel em (—o0,—1]U[1,0).

Para deduzir a formula da derivada de g, procede-se de maneira
analoga a deducado da derivada da funcao arco-secante. Sugeri-
mos ao leitor que o faga como exercicio, devendo chegar ao se-
guinte resultado:

Se g(x)=arccossecx, entdao g'(x)=

-1

|x| Vx? =1 .
Observacao. De modo geral, se y =arccossecu , entao

Yt

|u|\/u2 -1
Exemplo. Se y = arccossec+/x , entdo
b
V= N T
‘\/;‘x/x—l 2Wx xfx=1 2x/x-1

Exercicios propostos
De 29 a 34, dada f'(x), calcule f'(x).

29) f(x) — earcsenx _ earccosx;

x’arctgx arctgx x
30 X)= + -=;
) (%) 2 5 2




31) f(x)=3/arccossec2x ;

32) f(x)=arctg(lnx);

33) f(x)=arccotg (mj ; aeR;
X—a

34) f(x)=x+1-x"+arccosx’;

2
35) Sendo g(¢) = {arctg (éﬂ e k uma constante positiva, calcu-

le g'(-k).

4.4 Derivada de funcoes implicitas

Nem sempre uma fungdo estd representada na forma explicita
¥ = f(x). Em muitas situacoes, ela surge na forma implicita, atra-
vés de uma equacgao do tipo F(x,y)=0, sendo F uma relacao
entre as variaveis x e y.

Mas sera que toda equagao do tipo F(x,y)=0 define uma fungao

y=rf(x)?

Examinemos alguns exemplos:

* A equagdo 2x—-y+17=0 define uma fun¢dao continua em
R, a saber, y =2x+17. Conseguimos sem dificuldade expli-
citar y em funcao de x.

* A equacdo x’+)°-9=0 define as fungdes continuas

y=v9-x* e y=—v9-x* no intervalo [-3,3], o que tam-

bém é facil checar.

e A equagio x’+)°+9=0 ndo define fungdo alguma, pois
para nenhum par ordenado (x,y) a soma x° +)” serd igual
a-9.

* E a equagdo »’+x’y—5x+1=0 define alguma funcdo
vy = f(x)? Tente isolar y como funcado de x. Vocé consegue?
Nao é facil! Mas, apesar dessa dificuldade, essa equagao de-
fine sim uma fungao continua e derivavel em R. Isso decor-
re de um resultado que vocé terd oportunidade de aprender
em estudos posteriores.



Nesse contexto, vamos assumir que a equagao dada F(x,y)=0 de-
fina uma funcdo y = f(x) e que f seja derivdivel.

Nosso objetivo é conseguir expressar essa derivada, ou seja, calcu-
lar a derivada da funcdo implicita, que representaremos por y".

Na verdade, queremos conhecer y'= f’(x) sem mesmo conhecer

S ().
Como proceder?

Derivamos ambos os lados da equagdo F(x,y)=0 em relacao a
x, considerando que y = f(x), ou seja, que y é uma fungao de
x cuja derivada y' é a nossa incégnita. Depois isolamos y" em
funcdode x e y.

Exercicios resolvidos

36) Encontre a derivada da fung¢ao definida implicitamente por
2x* -y’ -1=0.

Resolucao. Vamos derivar ambos os lados da equagado em relacdo a

x. Como y € uma funcédo de x (y é a funcéo implicita!), devemos
usar a regra da cadeia para derivar y°. Temos:
4

4x—3y2y'—O:O:>y':3—x

7"

Observacao. Nesse exemplo, é facil explicitar y como funcado de

x: y=32x> =1 = f(x). Se calcularmos y' através das regras de de-
rivagdo, apenas para confirmar o resultado, obteremos:

2
2 4 4 4
y':%(zxz_l) 3. 4x = X * = xz .

3(2x* -1y Ta3@io1y 3y

37) Calcule a derivada da fungdo y = f(x), definida pela equa-
cdo: seny+e‘cosy=x—y>.

Resolucao. Derivando ambos os membros da equacédo em relacdo a
x: cosy-y +e‘cosy—e'seny-y =1-2y)" . Isolando y":



V'(cosy—e'seny+2y)=1—e‘cosy

, l-e'cosy
=y = .
cosy—e'seny+2y

38) Determine os coeficientes angulares das retas tangentes a
circunferéncia cujo centro é o ponto (3,5) e cujo raio € 2, em
cada um dos pontos de abcissa 4.

Resolugio. A equacio da circunferéncia é: (x—3)* +(y—5)* =4,
ou melhor,
X’ +y*—6x—-10y+30=0. (1)

Para x=4, tem-se y = 5++/3. Portanto, os pontos de tangéncia
sd0: A(4,5++3) e B(4,5-3).

A equacdo (1) define duas funcdes derivaveis no intervalo (1,5):
f,(x), cujo grafico é a semicircunferéncia acima da reta y=5 e
que contem o ponto 4; e f,(x) cujo grafico € a semicircunfe-
réncia inferior e que contém o ponto B. (Veja a Figura 4.10.) O
coeficiente angular das retas tangentes 7, e ¢z, ¢ f/(4) e f,(4)
respectivamente.

Figura 4.10



Derivando implicitamente a equagéo (1), temos:

6—2x
2y-10"

2x+2y)'—-6-10y'=0=y' =

que € a expressdo da derivada, tanto de f, como de f,.

6-2-4 6-2-4 1
Logo, /i(4) = 2(5++/3)-10 \f L= 26-3)-10 B

NG

Resposta. Os coeficientes angulares das retas ¢, € ¢, sdo e

1 .
— respectivamente.

B

Exercicio proposto

36) Calcule a derivada da funcdo definida implicitamente.
a) X’ —y*=1-y

b) xe* —x*y*+x—-1=0

4.4.1 Derivada da funcao exponencial geral

Sejam u e v fungdes de x, com u(x)>0 e seja f(x)=u". Com
auxilio da derivagao implicita, vamos deduzir uma férmula para
a derivada de f'.

Escrevamos y=u". Como y é positivo, podemos aplicar o loga-
ritmo natural a ambos os lados desta igualdade: Iny=Inu" ou,
conforme propriedade do logaritmo: In y =v-Inu. Lembrando que
¥y, u e v sao fungdes de X, derivemos implicitamente a tltima

! !

igualdade: 2oy i
y u

Logo, y'= y(vu—+v’lnu) e, como y =u", temos:
u

!
u

V' =u" (V—Jrv'lnu).
u

Observagao. Nao é interessante usar essa formula! Melhor é em
cada caso proceder como fizemos acima, aplicando o limite a am-
bos os lados da igualdade. Veja os exemplos:



Exercicios resolvidos

39) Seja y =(senx)""*. Calcule y'.

Resolucao:
y=(senx)"** = Iny= ln[(sen x)‘““gx] = In y = arctg x-In (sen x)
Derivando: Lzarctgx- cosx | ~-In(senx).
y senx l+x
, In (Sen )C) arctgx
Logo, y'=y| arctgx-cotgx+————| € como y=(senx)""*",
+ X
|
temos ' = (sen x)"*®* {arctg X-cotgx+ n(anx)} .
I+x
40) Seja f(x)=x*"". Calcule f'(x).
Resolucao:
COSx y' 1 ! Cosx Cosx
y=x*"=Iny=cosx:-Inx=—=cosx-——senx-lnx= )" '=x ———senx-Inx
y X X

Exercicio proposto

37) Calcule a derivada da fungao y =x".

4.4.2 Resumo das formulas de derivacao

Apresentaremos agora um resumo das férmulas de derivagao es-
tudadas neste capitulo.

y Y

u+v u'+v'
k-u (ke]R) k-u'
u-v u'v+uy'
u vu'—uy'
; V2
Sou Sw)-u’




u'; re]R—{O}

a’; a>0,a=1

u'; u(x)>0

logu; a>0,a#1

Inu; u(x)>0

senu
cosu
tgu
cotgu
secu

cossecu

arcsenu

arccosu

arctgu

arccotg u

arcsecu

arccossecu

cosu-u'
—senu-u'
sec’u-u'

2 '
—cossecu - u
secu-tgu-u'

—cossecu -cotgu -u'




4.5 Derivadas sucessivas (ou de
ordem superior)

Seja f uma funcdo derivavel num subconjunto 4 do seu domi-
nio. A fungdo f':4— R é também chamada de derivada primeira
ou de derivada de primeira ordem de f.

Se f’ for derivavel em um subconjunto 4, de 4, fica definida a
fungdo f": 4 > R; f"(x)=(f")'(x), chamada de derivada sequnda
de f ou derivada de sequnda ordem de f.

Suponhamos que, para algum 7 € N, esteja definida a funcao de-
rivada de ordem n—1 de f:

f("fl) 4, ,—>R.

Suponha ainda que f G seja derivavel em 4 . Definimos
f OF 4 ,-R; f (")(x) =(f ("_1))'(x) como sendo a derivada n-ési-
made f. Asfuncoes f’, 1", f",... chamam-se derivadas suces-
sivas de f.

Exercicios resolvidos
41) Seja f(x)=x"+3x>-1. Obtenha
1), "), f™Mx) e £Ox)

para n qualquer.

Resolugiio. Sendo f(x) =x*+3x* -1, temos:
f'(x)=4x" +6x;
f"(x)=12x"+6;

f"(x)=24x;
F™(x)=24.

Repare que, a partir da derivada de quinta ordem, todas serdo
iquais a zero, ou seja, f™(x)=0, V n>S5.



42) Seja g(t) =sent+cost. Calcule a derivada de ordem 35 de g.

Resolucao. Ninguém precisa derivar 35 vezes! Observe atenta-
mente o comportamento das cinco primeiras derivadas de g:

g'(t)y=cost—sent;
g"(t)=—-sent—cost ;
g"(t)=—cost+sent;
g""(t)=sent +cost ;
g (t)=cost—sent.

Note que g™) =g. Consequentemente, g =g', g™ =g" e
assim por diante, as derivadas se repetem apos quatro derivagoes.
Para obter g@%(¢) , basta dividir 35 por 4 e tomar o resto da divi-
sdo que € 3. Em outras palavras, 35 € congruente a 3 modulo 4.

Logo, g°”(t)=g"(t)=—cost +sent.
Exercicios propostos

38) Seja y=e‘cosx. Mostre que y satisfaz a equagdo
V'=2y"+2y=0.

De 39 a 44, calcule a derivada da fungao.

39) f(x)z —%x6 +%x4 —3x*+5

40) y=\/§—4i/§+3\/§
X

_at+b
ct+d

41) f(¢)

42) g(u)=(5-4u’)

43) h(y)=3la+by+cy’

44) F(x)=(2+3x")V1+5x>



45) Use a definicao de derivada, a saber,

S+ Ax) — f(x)
. /

J'(x) = lim
para calcular f’(x),sendo f(x)=3x"-2x+1.

46) Seja g(t):%. Através da definicdo, calcule g'(-1) e

g'(a),sendo a<8.

47) Dé a equagao da reta tangente ao grafico de y = al
ponto de abscissa -2 (use as regras de derivagao).

48) Determine os pontos do gréfico de
f(x)=x-2x"—6x+2

nos quais a reta tangente ao grafico é paralela a reta

y=-7x+38.
) 1
. xsen|—| se x#0 , .
49) Seja g(x)= [xj . Calcule g'(0) (vocé deve
0 se x=0

usar a definicao de derivada).

50) Uma particula desloca-se sobre um eixo, de modo que o es-
paco percorrido, em metros, apds ¢ minutos, é dado pela

funcao s(¢) para t>0.

41 +16
a) Qual a velocidade da particula ap6s 1 minuto?
b) Qual a velocidade da particula ap6s 2 minutos?

¢) Qual a velocidade da particula ap6s 4 minutos? Interpre-
te o sinal na resposta.

X sex<0
51) Seja f(x)q 52 .
T sex=>0

a) Faca o graficode f.

b) Calcule as derivadas laterais de f no ponto 0.



¢) f é derivavel em 0?

d) O grafico de f admite reta tangente no ponto (0,0)?

I—cos (j
52) Seja f(x) = ———>2_ Caleule f'(x).
sen (Xj
3
53) Seja g(t)=cos’t+sen’(3¢). Calcule g'(¢).
54) Seja f(u)=tg’(2u)—cotg’(2u). Calcule f'(u).

55) Seja g(0) =In(1+1g0)—sec’(36). Calcule g '(%j .

De 56 a 62, calcule a derivada da funcao dada.

56) y =In(sen’x)

57) y=e" +xe* 5"

58) y = x’arctg x +arctg x —x

59) y = (arcsen2x)’ + In (arccos 2x)
60) y=e*"" —arctge™

6l) y= xi

62) y=(senx)*""

63) Seja f(x)=(x+1)’-5. Use o Teorema 28 para calcular
S ()

64) Idem, sendo f(x)=3/x+4.

X X

65) Seja y:%( “+e_"j.Mostre que y"zizy.
a

66) Seja f(¢#)=Insent. Calcule f"(¢).

67) Seja y = e Mostre que y) =b" ", VneN.,

—1) - n!
. Mostre que y(")=u VneN.

68) Seja y = ,
) Seja x+a (x+a)"™!

69) A igualdade x’¢™ —xy’>=1-y define implicitamente uma
funcao y = g(x). Calcule g'(x).



70) A respeito de duas fungdes derivaveis u e v, sabe-se que:

uy=2, v()=3, ') =3, vV(1)=4, ’'(3)=-2 e V(2)=5.

. - u
Considere as funcgoes: f=uv, g=—, h=ucv e k=vou.
%

Calcule:
a) f'(; b) g'(1);
o h(Q); o k'().

Respostas dos exercicios propostos

1.1) y=%—2

1.2) Nao admite reta tangente.

1.3) x=0

2) a) f'(1)=-2
b) f'(x)=3x"-5

3) a) f éderivavelem 3 e f'(3)=13.

b) f nao é derivavel em 2.

2
4) a) y ==
b) ' =—

3/

Q) y'=§x\/;

5) f'(x)=48x" —84x" +10x* —16x’;
f11y=—42

2x* —16x° +6x* —8x+16

6) 2 2
(x"—4x+1)

v R N
Ve +1)

Sugestio: Use as

Proposicoes 11 e 12 e o

Teorema 27.

g 32
25a
9 80x(8x2 -3)

47 -2

33" -2¢t)

1) 27> +1)*(2r +5)(8r° +15r +2)

10)

12) 2y(y* =5)°(y* +22)
(y’ +4)

-1
13) —
) 9

2
14) 3x°
2

o3 In5+1
17) -5' (—zj

3x

6x° —1

(x*—x)In2



4x
2x* =5

19)

4In2-6

20) _
(In2)

21) 2(1+¢€™ —1n3x)[565x —lj
X

22) f'(x)=(2x—6)cos3x—3x’sen3x
23) 243

3sec?3x

2ftg3x

24) f'(x) =

—6cotg3x - cossec’3x

25) 1-31In2
26) a) cosx[l+In(senx)]—tgx
b) tg’a
c) x-cotg’x
d) —24(cossec’2x +1)’ -cossec® 2x - cotg 2x

e) sec'd
27) —43
28) 4

arcsen x arccos x

e +e

I+ x?

30) x-arctgx

29)

-1
3 |x| i/(arccossec 2x)* - \/4x2 -1

31)

1

32) X1+ (Inx)*]

33) ——

X +a

2

_ _ 4
34:)1 2x—3x

1-x*

4
35) —
) 4k
2x
36) a) y'=—
) a) y 3
, 2xpt—e” -1
by =2 —
2x(e™ —xy)

37) y'=x"(1+Inx)

39) —%xs +5x° —6x

10) V349
Wx 3 2xix
41) aaf—bc2
(ct+d)

42) —84u*(5—4u’)°

1) 2cy+b
33 (a+by+cy)
2
44) x(45x” +16)
V1+5x7
45) 6x-2
5
46) a) —
) 3 54
b) >
2(8—a)\/(8—a)
7
47) y=—x+8
)y ¥
1 5
48) (1,-5 S
)05 e (5o
49) 0



3 -3
50 mmin b 0 mmin
) a) 20 yA ) Q) 20 A

51) d) Sim, areta y=0.
2
5) 5
53) —2costsent+ 6sen (3t)cos (3¢t)
54) 4tg(2u)sec’ (2u) + 6 cotg” (2u) cossec” (2u)
55) 13
56) 2cotgx
57) 2xe” +(1+3x)e™ —2x-5" -In5
58) 2xarctg x

59) 4arcsen 2x-arccos2x—2

\/1 —4x* -arccos 2x

Sx

60) 5¢*™ -cosSx—

1+e™

1

r(1-1
61) x*( 2nx)
X

62) (senx)™ -cosx(1+Insenx)
1

33(x+5)°

64) 3x°

63)

66) 2cotgt-cossec’t

y2 —xe” (xy+2)
xe” —2xy+1

69) y'=

70) )17  b) 9-8 d)15

1
9



Capitulo 5

Aplicacoes da Derivada







Capitulo 5

Aplicacoes da Derivada

Neste capitulo, objetivamos estudar as aplicacoes da de-
rivada: taxas de variacdo, taxas relacionadas, mdximos
e minimos de funcoes, esbogo de grificos; apresentar a
Regra de L'Hospital utilizada para o cdlculo de limites de
fungdes e introduzir a Formula de Taylor.

5.1 Taxa de variacao

Seja f uma funcgdo definida em [a,b]. A taxa de variagio média de

f(b)~f(a)

f em [a,b] é definida como , ou seja, é o quociente da

variagao de f(x) pela variacdo de x.

Por exemplo, suponha que f(¢#) represente a populagao de cer-
ta comunidade ¢ anos apds 1° de janeiro de 2000. Sabendo-se que
S()=1560 e f(5)=1788, a taxa de variacao média da populacao de

01/01/2001 a 01/01/2005 foi de w =57 pessoas por ano.

Poderfamos também dizer que a “velocidade” com que aumentou
essa populacao naquele periodo foi de 57 pessoas por ano.

Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I que
contém o ponto x,. Seja Ax tal que x,+Ax e /. O quociente
£= S (xy +Ax) = (%))
Ax Ax

intervalo de comprimento Ax.

¢ a taxa de variacao média de f no

. A . .
Fazendo Ax tender a zero e supondo que o gmo Ey exista, este in-

depende de Ax e serd chamado de taxa de variacao de f em wx;,.
Em particular, se f(¢) é o espago percorrido por um mével no tem-
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po ¢, entao a taxa de variagao de f em ¢, é a velocidade instantanea
do mével no instante #,. Quer dizer, a derivada f"(x,) € a taxa de
variagao de f em ;.

Exercicios resolvidos
1) A area A de um circulo é uma func¢ao do seu raio.

a) Determine a taxa de variagdo média da area do circulo em
relacdo ao raio, quando este varia de 6 a 9 cm.

b) Determine a taxa de variacao da area em relagao ao raio no
instante em que este vale 6 cm.

Resolucao.

a) A area do circulo de raio R é A(R)=aR’. Portanto, a taxa de
variacdo média da area em relacdo ao raio €

A4 A(9)-A(6) _8lw—36m
AR 9-6 3

157

Esse resultado mostra que, quando o raio do circulo variade 6 a 9
cm, a 4rea aumenta em média 157 cm® por variagio de 1 cm no
comprimento do raio.

b) A taxa de variacio da area em relacdo ao raio ¢ A'(R)=2nR.
Para R=6, temos A4'(6)=12x. Significa que, no momento em
que R =6 cm, a "velocidade” de crescimento da area ¢ de 1277 cm?
por variacdo de 1 cm no comprimento do raio.

2) O rendimento bruto anual de uma empresa, ¢ anos apds 1° de
janeiro de 2005, é de P(¢) milhdes de reais e projetou-se que

-2
P(t):?t2+2t+6.
a) Encontre a taxa segundo a qual o rendimento bruto anu-

al devera estar crescendo ou decrescendo em 1° de janeiro
de 2007.

b) Idem, se nada for mudado, em 1° de janeiro de 2009.

Resolucdo. O que precisamos determinar € a taxa de variacdo de P
em relacdo a ¢, isto &, P'(¢).



Temos a férmula conhecida:

V:ﬂnﬁ
3

a) Sendo P(t):_?zt2+2t+6, P'(t):—%t+2. Para t=2 (anos),
)
temos P(2)z§:0,4.

Resposta. Em 01/01/2007, o rendimento bruto anual devera estar
crescendo a taxa de 0,4 milhdes de reais por ano.
6

b) Para ¢ =4, temos P'(4)=—g=—1,2.

Resposta. Em 01/01/2009, o rendimento bruto anual devera estar
decrescendo a taxa de 1,2 milhdes de reais por ano.

5.2 Taxas relacionadas

Em muitos problemas, surgem uma ou mais varidveis que sao fun-
¢Oes de uma outra variavel, que geralmente € o tempo. Digamos, F
depende de x e y que, por sua vez, sdao ambas fungoes do tempo ¢.

Ocorre que normalmente ndo conhecemos a expressao dessas fun-
coes de ¢.

As principais ferramentas usadas para resolver problemas que apre-
sentam essas caracteristicas sdo: a regra da cadeia e a derivagao im-
plicita.

Lembre-se de que: se F é uma funcao derivavel de x, e x € uma
funcao derivéavel de ¢, entdo a regra da cadeia diz que F é uma
dF _dF dx

funcao derivavel de t ¢ —=—-—.
dt dx dt

Exercicios resolvidos

3) Um baldo esférico é enchido de modo que o seu volume au-
menta a razdo de 2cm’/s. Com que taxa aumenta o raio do
baldo no instante em que este mede 5 cm? E no instante em
que mede 10 cm?

Resolucao. Enquanto o baldo € enchido, seu volume J ¢ uma funcao
do raio R e o raio ¢ uma funcio do tempo ¢ (a qual ndo conhecemos).
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Entdo V' é também funcdo de ¢. Para resolver o problema, devemos
escrever o(s) dado(s) e o que é pedido em notacdo de derivadas:

d dR
Dado: a_ 2cm’/s; pede-se: — quando R =5 e quando
dt dt
R=10cm.
Para estabelecer a relacdo entre iZ—V e cjl_R devemos derivar V' em
t t
relacdo a ¢ usando a regra da cadeia. Como V' representa o volume

de uma esfera de raio R, temos: V' zénR3.

d—V:d—Vd—R Como d—V:4nR2, temos d—V:4nR2d—R.
dt dR dt dR dt dt

Mas d—sz. Logo,d—R: ! 5
dt dt 2nR

Para R=5, temos d_R:L; 0,0064 cm/s.

dt  50x
Para R =10, temos d—R :; =~0,0016 cm/s.
dt  200m

, . 1
Resposta. O raio aumenta a taxa de S0m cm/s quando ele vale 5 cm
4

e cm/s quando ele vale 10 cm.
200

Observacao. Note que a taxa de variacdao do raio é inversamente
proporcional ao quadrado do raio.

4) Uma escada de 10 metros esta apoiada numa parede vertical.
Em certo instante, a extremidade inferior se encontra a 6 m da
parede, escorregando a uma velocidade constante de 80 cm/s.
Com que velocidade escorrega o topo da escada na parede na-
quele instante?

Resolucdo. Seja ¢ o tempo, em segundos, contado a partir do ins-
tante em que a escada comecou a deslizar. Seja x a distancia, em
metros, entre a base da escada e a parede, no instante z. Seja y a
distancia, em metros, entre o piso € o topo da escada no instante ¢.
(Veja a Figura 5.1).



Atencéo: O resultado
negativo deve-se ao fato de
y decrescer enquanto

t aumenta.

Figura 5.2

X

Figura 5.1

Temos os seguintes dados: comprimento da escada 10 m;

ﬂ:0,8 m/s . Pede-se: @ quando x=6.
dt dt

Da figura e do Teorema de Pitdgoras, temos que x°+y> =100.

Como x e y sdo funcoes (implicitas) de ¢, vamos derivar esta igual-

dade em relacdo a ¢ : 2x-@+2y-d—y:0.
dt dt
Logol Q:—iﬂ
dt y dt

Se x =6, entdo, pelo Teorema de Pitagoras, y =8. Assim,

dr_ 68 346
dt 8 10 5
Resposta. O topo da escada desliza a uma velocidade de 60 cm/s

naquele instante.

5) Em uma serraria, a serragem cai, formando um monte em for-

ma de cone circular reto, a uma taxa de 0,25m’ por hora. A
geratriz do cone faz um angulo de 45° com o solo, que é plano.
Com que velocidade sobe o topo do monte no momento em
que este se encontra a 2 metros do solo?

Resolucao. Seja ¢ o tempo, em horas, contado a partir do momento
em que a serragem comeca a cair. Seja V' o volume de serragem que
caiu em ¢ horas.

Sejam h e R a altura e o raio da base, respectivamente, do cone

formado pela serragem. Os dados do problema séo: a =0,25m’/h
e o outro ¢ ilustrado atraves da Figura 5.3.
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Figura 5.3

Pede-se: % quando & =2m. A relacdo entre as variaveis V,R e h

. : , TR*h
€ estabelecida pela formula do volume do cone: V' = 3

Mas é possivel escrever V' como funcdo de uma das varidveis:
R ou h.

Observando a Figura 5.3, temos que: tgzzﬁ € como tgﬁzl,se—
4 R 4
gue que R=h.

3

Logo, V = h . Note que V' ¢é funcdo de & e h ¢é funcdo de ¢.

Conforme a regra da cadeia: d_V:d_V @ ou seja,

dh  dt

1y i dh_ ]

4 dt  dt  4mh®

Para 1 =2, temos ﬁ:L m/h.
dt  16m

Resposta. No momento em que o topo do monte esta a 2 metros do
) 1 , .
solo, ele sobe com velocidade de F m/h, que é aproximadamente
T

2 cm/h.

6) Dois carros 4 e B trafegam em estradas retas e perpendicu-

lares, seguindo em direg¢ao a um cruzamento, com velocidades
constantes de 90 km/h e 110 km/h respectivamente. Com que
velocidade os carros se aproximam um do outro no instante
em que 4 estd a 600 e B a 800 metros do cruzamento?

Resolucgdo. Os carros estdo se aproximando do ponto de cruzamento
P .Sejam x e y asdistancias dos carros 4 € B ao ponto P, respec-



Por que o sinal de menos?

2m

Figura 5.5

yAK

tivamente, num determinado instante. Tanto x quanto y e também
z (a distancia entre 4 e B) sdo funcdes do tempo ¢.

B __
}

z y

Figura 5.4

Dados do problema: s =-90; 4 =-110.
dt dt

Pede-se: % quando x=0,6 kme y=0,8 km.

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo cujos lados medem
x,y € z,temos: x*+y° =z. Agora derivemos ambos os lados da

igualdade em relacdo a ¢:
plr,
dt dt dt dt z

Para x=0,6 e y=0,8, tem-se z=1 (Teorema de Pitagoras).

Logo, % _ 0,6(—90)+10,8(—1 10) _ 149

Resposta. Naquele instante, os carros se aproximam com uma velo-
cidade de 142 km/h.

Exercicios propostos

1) Um tanque tem a forma de um cone com o vértice para baixo.

Sua altura é de 4 metros e o didmetro da base mede 2 metros
(Veja a Figura 5.5). Através de uma torneira, despeja-se dgua
no tanque a taxa de 1,5m’ por hora. Determine a velocidade
com que sobe o nivel da 4gua no momento em que este esta a
3 metros de altura.

2) Um carro e um onibus trafegam em rodovias retas e perpen-

diculares; com velocidades constantes de 100 km/h e 80 km/h
respectivamente. O carro acabou de passar pelo cruzamento, en-
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quanto o 6nibus esta se aproximando do cruzamento. Pergunta-
se: No momento em que o carroja se afastou 3 km do cruzamento
e o dnibus ainda estd a 4 km deste, os dois estao se aproximando
ou se afastando um do outro? Com que velocidade?

5.3 Maximos e minimos

Existe uma grande variedade de problemas préticos cuja resolucao
requer o conhecimento do maior ou do menor valor que determina-
da fungao assume em todo o seu dominio ou em algum intervalo.

Quando se trata de fun¢des bem conhecidas, como as afins, quadra-
ticas, logaritmicas e exponenciais, recorremos ao seu grafico para
obtermos tais informacoes.

Entretanto, a maior parte das fungdes requer justamente um estudo
dos seus valores maximos e minimos para se fazer o grafico. Neste
caso, utilizaremos a derivada como ferramenta principal.

Definicao 30. Seja f : D — R uma funcdo. Dizemos que f assume
um valor mdximo absoluto em ce D ,se f(c)> f(x) paratodo xeD.
Nesse caso, diremos que ¢ é ponto do méximo absoluto de f e
f(c) é o valor mdximo absoluto de f . Dizemos que f assume
um valor minimo absoluto em ce D se f(c)< f(x) paratodo xeD.
Dessa forma, ¢ é ponto de minimo absoluto de f e f(c) é o valor
minimo absoluto de f.

Figura 5.6

¥



0 aspecto do grafico

no ponto de abscissa v

¢ diferente porque f €
descontinua em v, mas isto
ndo impede v de ser ponto
de maximo relativo.

A figura representa o gréafico de uma fungao f definida no inter-
valo [a,b].

Conforme a Defini¢do 30, o ponto g é ponto de maximo absoluto de
f ,enquanto o ponto u é ponto de minimo absoluto.

Observando o gréfico, percebe-se que o ponto s tem o aspecto de
um ponto de maximo, bem como os pontos p e r tém aspecto de
pontos de minimo.

Na verdade, eles sao pontos de maximo e de minimo, respectiva-
mente se restringirmos o dominio da fun¢do a um intervalo menor.

Por exemplo, restringindo o dominio de f ao intervalo (g,s),
r é ponto de minimo de f'. Olhe para o grafico, considerando ape-
nas a parte dele correspondente ao intervalo (g¢,s). Da mesma for-
ma, se considerarmos f restrita ao intervalo (r,u), entdo s é ponto
de maximo de f.

Segue entdo a seguinte definigao:

Definicao 31. Seja f:D — R uma fung¢ao e ce D. Dizemos que c
é ponto de madximo relativo ou local de f quando existe um interva-
lo aberto J contendo ¢ e tal que f(c)2 f(x) para todo xeJ(1D.
Dizemos que ¢ é ponto de minimo relativo ou local de f quando existe
um intervalo aberto / contendo ¢ e tal que f(c)< f(x), p/ todo
xelIND.

Considerando ainda a funcado representada graficamente na figura,
concluimos que os pontos p e r sao pontos de minimo relativo,
enquanto s é ponto de maximo relativo.

E o ponto v?

Olhe com atengao e vocé vera que se trata de um ponto de maxi-
mo relativo. De fato, tomando por exemplo J =(u,b), temos que

fW=f(x), Vxeld.

Observacgao. Os valores maximos e minimos absolutos de uma fun-
¢do sdo também chamados de extremos absolutos. De maneira ana-
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4) f:[-55) > R; f(X)={

loga, os valores maximos e minimos relativos sao chamados de ex-
tremos relativos. Os extremos absolutos da fungao representada na
tigura sao f(q) e f(u).Os seus extremos relativos sao f(p), f(r),

f(s)e fv).

Exemplos:

1) f(x)=5-x".

Note que f(x)<5 paratodo x reale que f(x)=5 se, e somen-
te se, x=0.Podemos escrever: f(0)> f(x), VxeR.Portanto,
f atinge o seu valor méximo, que € 5, no ponto 0. Assim, o
ponto de maximo absoluto de f é 0 e o valor maximo absoluto
€ 5. E o valor minimo absoluto de f? Note que f(x) assume
valores negativos arbitrariamente grandes em médulo, desde
que x seja suficientemente grande em moédulo. Mais precisa-
mente, lim f(x)=-w e IHEO f(x)=—.Logo, f nao assume

X—>-%

valor minimo absoluto.

g(x)=(x=3)*+14.

Como g(x) 214 paratodox € R e g(x) =14 se, esomente se, x =3,
concluimos que g possui um ponto de minimo absoluto que
é 3 e 0 seu valor minimo absoluto é 14. Como lim g(x) =+ e

lim g(x) =40, concluimos que g nao assume valor maximo

X—>+0

absoluto.

3) h(x)=senx.

Observando seu grafico, concluimos:

a) h tem uma infinidade de pontos de maximo absoluto, todos da

forma 2km +§ ,com k €7 .Seu valor maximo absoluto é 1.

b) h tem uma infinidade de pontos de minimo absoluto, todos da

forma 2km —% ,com k €Z .Seu valor minimo absoluto é -1.

|x+1| se —5<x<1

x*—6x+7 se 1<x<5

Reveja no livro de
Introducao ao Calculo o
grafico da funcéo seno
(sendide).



A demonstragdo para ponto
de maximo € analoga.

Figura 5.7

Observando o grafico, podemos concluir que:

a) f assume seu valor maximo absoluto, que é 4, no ponto -5. E
assume o seu valor minimo absoluto, que é -2, no ponto 3.

b) f possui ainda um ponto de maximo relativo que é 1 e um
ponto de minimo relativo que é -1.

Bem, nem sempre as fun¢des a serem analisadas sdo tdo simples.
Precisamos de alguns teoremas. O préximo fornece uma condigao
necessdria para que o ponto seja um ponto de maximo ou de minimo
relativo.

Teorema 29. Seja f uma fungdo definida no intervalo (a,b) e
¢ € (a,b) um ponto de méximo ou de minimo relativo de f.Se f é
derivavel em c¢ , entao f'(c)=0.

Demonstracgao. Suponhamos que ¢ € ponto de minimo relativo de f
e que f € derivavel em c.

Pela Definicdo 31, existe um intervalo aberto 7/ tal que cel e
f(c)< f(x), para todo x € 1. (Podemos supor I < (a,b)).

Mgo. pois f(x)> f(c) e
X—C

Para xel e x<c, temos

x<c.logo, lim LD =IO <4 st ¢, 1) <0.
X—C

x—c

AW
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Para xel e x>c, temos

fO=F© 40 Logo
x—c o '

liquZO, isto &, ' (c)=0.
x—>c xX—C

Como, por hipotese, f’(c) existe, temos 0< £ (c)=f'(c)<0, ou
seja, f/(c)=f"(c)=0.Llogo, f'(c)=0.

Observacao. Do Teorema 29, decorre que se f(c) é um extremo re-
lativo entdo f'(c¢) ou nao existe ou vale zero.

Observagao. Volte ao exemplo 4. No ponto 3, que é ponto de minimo
relativo, a derivada é zero. Nos pontos -1 e 1, que sao pontos de mi-
nimo e maximo respectivamente, a derivada nao existe. (Por qué?)

Observacao. A reciproca do Teorema 29 é falsa. Por exemplo, se
f(x)=x,entdo f'(0)=0, mas f ndo possui extremo relativo em 0.

Definicao 32. Um ponto ¢ do dominio de f* chama-se ponto critico
de /" se f'(¢)=0 ouse f'(c) nado existe.

Exercicio resolvido
7) Determine os pontos criticos das fungdes:
a) f(x)=x"-x-3x"+156
Resolugiio. f'(x)=4x’ —3x* —6x, que existe para todo x e R.
Vamos resolver a equacdo f'(x)=0:

3£+105
—5

x(4x* —3x—-6)=0<x=0 ou x=

3-+105 . 3++105
2 .

8

Resposta. Os pontos criticos de f sdo: 0,

b) g(x)=Vx-x.

Resolucdo. g'(x) = —1. Note que g'(x) néo existe para x=0.

1
N
() =0=1=3¢ >1=27 > x=+ /%,ou seja,x:ig.
V3 VB3

Resposta. Os pontos criticos de g sdo: 0, 5 ¢y

Ponto critico
Os pontos criticos de uma
fungdo sdo os “candidatos”
a pontos de maximo ou mi-
nimo relativo.
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Exercicios propostos
Determine os pontos criticos de:
3) f(x)=x"-3x+4x-8

4) g(x)=x+cos2x; 0<x<2m

5.4 Extremos absolutos em intervalos
fechados

O Teorema de Weierstrass (Teorema 24) estabelece que toda fungao
continua definida num intervalo fechado [a,b] assume o seu valor
maximo e o seu valor minimo absoluto.

Esses valores podem ocorrer nos extremos a e b ou nos pontos cri-
ticos pertencentes ao intervalo (a,b). Para encontra-los, procedemos
assim:

a) determinamos os pontos criticos de f/ em (a,b);

b) calculamos f(a), f(b) e aimagem de cada um desses pontos
criticos;

¢) o maior dos valores encontrados no item 5 é o valor maximo
absoluto e 0 menor € o valor minimo absoluto de 1.

Exercicio resolvido

8) Determine os extremos absolutos e os pontos em que eles
ocorrem:

3 2
X

a) f(x)z?—%—6x+l;xe[—3,6].

Resolucao. Como exercicio, verifique que os pontos criticos de f no
intervalo (=3,6) sdo -2 e 3. Agora calculamos as imagens:

11 25 25
f(DB)y=—: fD)=—1 [f(6)=19; fB)=——.

2 3 2
Conclusao. O ponto de maximo absoluto de f* € 6 e o valor maximo
absoluto € 19. O ponto de minimo absoluto de f* € 3 e o valor minimo

absoluto é —é.
2
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2

b) g:[-3.3]>R; g(x)=(x*-4)>.

Resolucao. Como exercicio, verifique que os pontos criticos de g em
(-3,3) sdo 0, 2 e -2.

Imagens: g(0)=16; g(-2)=g(2)=0; g(-3)=g(3)=325.

Conclusao. Pontos de maximo absoluto: 3 e -3; Valor maximo absoluto:
/25 : Pontos de minimo absoluto: 2 e -2 e Valor minimo absoluto: 0.

Exercicios propostos

Determine os extremos absolutos de f e os pontos em que eles
ocorrem:

5) f(x)=-5x+7;, xe[-2,10];

6) f(x)=x" +%x3 —%xz +10; x e[-1,2];

7) f(x)=2senx+cos2x; |x|£n.

Teorema do Valor Médio: Esse é um teorema fundamental em Cal-
culo. Para demonstra-lo, precisamos de um outro resultado, conhe-
cido como Teorema de Rolle, que é na verdade um caso particular
do Teorema do Valor Médio.

Teorema 30. Teorema de Rolle. Seja f uma func¢ao continua em
[a,b] e derivavel em (a,b) e tal que f(a)= f(b). Entdo, existe
c€(a,b) tal que f'(c)=0.

Figura 5.8
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Demonstracdo. Se por acaso f € a funcdo constante, entdo
f'(x)=0 para todo x € (a,b) e qualquer ponto de (a,b) pode ser
tomado como c.

Suponhamos que f nido é constante. Seja y, = f(a) = f(b). Pelo
Teorema 24, f assume seu valor maximo e o seu valor minimo em
[a,D].

Como f nao é constante, existe x € (a,b) tal que f(x)#y,.

Suponhamos f(x)>y,. Entdo f assume seu valor maximo num
ponto c € (a,b).Sendo f derivavel em c, o Teorema 29 determina

que f'(c)=0.

Suponhamos f(x)<y,. Entdo f assume seu valor minimo num

ponto ¢ € (a,b) e também f'(c)=0.
Atencdo: pode haver mais

do que um ponto ¢ em Em qualquer caso, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c)=0.
(a,b) tal que f'(c)=0.

Observacao. Veja como é importante observar as hipdteses do Teo-
rema de Rolle:

. x se0<x<l1
Considere f:[0,1]]>R; f(x)=
0 sex=1

Essa funcao é continua e derivavel em (0,1) e f(0)= f(1). Mas nao
existe ¢ €(0,1) tal que f'(c)=0, pois f'(x)=1; Vxe(0,1). E que f
é descontinua no ponto 1.

Exercicio resolvido

9) Verifique se as hip6teses do Teorema de Rolle estao satisfeitas
e, neste caso, encontre o(s) ponto(s) que satisfaz(em) a tese.

f{%%}—)R f(x)=x"—2x".

Resolucao. f € continua em [71 %} por ser polindmio; f € deri-
vavel em _—1 1 também por ser polindmio; f| — - =f 1 or
272 P P 2 2 P

ser f uma funcdo par. Logo, existe ce(% %j tal que f'(c)=0.

f'(x)=4x -x’=0<x=0 ou x=1 ou x=-1.
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Os pontos 1 e -1 ndo pertencem ao intervalo (_?1,%]

Resposta. ¢ =0 satisfaz a tese.

Teorema 31. Teorema do Valor Médio: Seja f* uma fungao continua
em [a,b] e derivavel em (a,b). Entdo, existe c € (a,b) tal que
, b)— f(a
Fio L O-1@
b—a
Interpretacao Geométrica: Sejam 4= (a,f(a)) e B=(b,f(b)). O
teorema afirma que, satisfeitas as hipoteses, existe pelo menos um
ponto O =(c, f(c)) sobre o grafico de f, com a<c<b, tal que a
reta tangente ao grafico em Q é paralela a reta secante que passa

por A e B.
Y
()
f(a)
X
a c b
Figura 5.9

Demonstracao. Vamos definir estrategicamente uma fun¢do s que
satisfaca as hipdteses do Teorema de Rolle. Seja g a funcdo cujo gra-
fico € a reta que passa por 4 e B, isto ¢,

f(b)~f(a)

gx) = —

(x—a)+ f(a).

Seja h a funcdo que atribui a cada x €[a,b] a diferenca entre f(x)
e g(x),isto & h(x) :f(x)—w(x—a)—f(a). Afirmamos
—a

que h satisfaz as hipoteses do Teorema de Rolle.



Atencdo: pode haver mais
do que um ponto que
satisfaz a tese do teorema.

V100 -2

Com efeito, sendo & a soma de uma funcdo polinomial com f,
temos por hipotese que /4 € continua em [a,b] e derivavel em (a,b).

Além disso, é facil constatar que h(a) = h(b) = 0. Pelo Teorema de Rol-

le, existe ¢ € (a,b) tal que A'(c) =0, ou seja, f'(c) —M =0.
—a
Portanto, f'(c)= M.
b—a .

Exercicio resolvido

10) Verifique se f satisfaz as hipéteses do Teorema do Valor
Médio e, em caso afirmativo, encontre um ponto ¢ tal que

f!(c): f(b;_f(a)
—da

£:[-6,10] > R; £(x)=~100—x .

Resolucao. Por teoremas ja vistos, seque que f € continua em
[-6,10] e derivavel em (—6,10). Logo, existe c € (—6,10) tal que

a_JA0O)-f(=6) 1 AN
FO=""00e = o Mas (9 J100-¢?

= 2= J100- o 46 =100 ¢? e ¢ =20 c=4245

. Entao,

—C

A igualdade 2c=+/100—c” revela que ¢ ndo é negativo. Logo,

c=2«/§.

Uma aplicagao imediata desse teorema é a demonstracdo de uma
certa reciproca do ja conhecido resultado: A derivada de uma fungao
constante é zero em todo ponto.

Corolario. Se f':[a,b] >R é continua e f'(x)=0 para todo x em
(a,b), entao f é constante.

Demonstracdo. Seja x €(a,b]. Vamos mostrar que f(x)= f(a).
Como f satisfaz as hipoteses do Teorema do Valor Médio em [a, x],

S ()~ f(a)
X—a .

existe ¢ € (a,x) tal que f'(c)=

Como f'(c)=0, seque que f(x)= f(a).Assim, f(x)= f(a) para
todo x em [a,b] € f € constante.

223
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5.5 Funcoes crescentes e decrescentes

Lembramos que uma fungao f', definida no intervalo J, é crescen-
te se, para quaisquer x,,x, € J, tais que x, <x,, tem-se f(x)< f(x,).
E f é decrescente se x, <x, implica f(x,)> f(x,), para quaisquer
x,x,€d.

Nem sempre é simples e pratico usar a defini¢do para verificar se
uma funcao é crescente ou decrescente. Uma das consequéncias do
Teorema do Valor Médio € o critério que permite fazer essa verifica-
cao através do sinal da derivada. Mais precisamente:

Teorema 32. Seja f uma funcdo continua em [a,b] e derivavel em
(a,b). Entao: (a) Se f'(x) <0 para todo x € (a,b), entdao f é decres-
cente em [a,b]; (b) Se f'(x)>0 paratodo x €(a,b), entdo f é cres-
cente em [a,b].

Demonstracdo. Demonstraremos o item (a). A demonstracdo de
(b) é andloga e fica como exercicio. Sejam x, e x, pontos tais que
a <x, <x,<b.Precisamos mostrar que f(x,)> f(x,).

Por hipotese, f € continua em [x,,x,] e derivavel em (x,,x,). As-
sim, f satisfaz as hipoteses do Teorema do Valor Médio em [x,,x,].

o)~ f(x)
X,

Xy =X
F)=f(x)=f"()x—x). Sendo x,-x>0 e f(c)<0
por hipotese, seque que f(x,)— f(x,)<0,isto €, f(x,)> f(x,).

Logo, existe ce(x,x,) tal que f'(c)= ., OU seja,

Concluimos que f* € decrescente em [a,b].

Observacao. A reciproca desse teorema é verdadeira em parte, pois
uma fungao pode ser crescente (ou decrescente) e ter derivada nula
em alguns pontos. Por exemplo, f(x)=x" é crescente em (—o0,+),
mas f'(0)=0.

Exercicio resolvido

11) Seja f(x)= x*e¢™ . Determine os intervalos em que f é cres-
cente e aqueles em que f é decrescente.
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Resolucao. Conforme o Teorema 32, devemos fazer um estudo do si-
nal de f’(x). Para isso, é interessante decompor f' em um produto
de fatores: f'(x)=2x’¢™ (v2 —x)(2 +x). (Verifique!)

Temos f'(x)=0<x=0 ou x=v2 ou x=-/2.

Como f' & continua, o Teorema do Valor Intermediario garante que os
Unicos pontos em que pode haver mudanca de sinal de f” sdo 0, 2
e V2 ,ouseja, f'(x) tem um sinal especifico em cada um dos intervalos

(—0,—2), (—/2,0), (0,42) e (/2,00).

Cada fator 2x’¢™ , V2 —x e /2 +x também possui um sinal especi-
fico em cada um desses intervalos. Os sinais desses fatores podem ser
colocados num quadro. A ultima linha do quadro sera preenchida com
os sinais de f'(x), obtidos através da regra do sinal do produto.

2 0 2

5 [ ] ® ®
2x%e " - - + +
\/5 —X + + + -
\/5 +X - + + +
fl) =2 V2-x)2+x) + | — | + | -

Resposta. Sendo f' positiva nos intervalos (—oo,—\/f) e (O,\/E),
segue que f € crescente em (—oo,—\/i] e em [0,\/5]. Sendo f'
negativa nos intervalos (—\/5,0) e (\/E,oo), segue que £ € decres-
cente em [—\/E,O] eem [«/§,+oo).

Exercicio proposto

8) Determine os intervalos em que f é crescente e aqueles em
que f é decrescente, sendo f(x)=2x’ +7x> —40x+33.

5.6 Extremos relativos - critérios
para encontra-los

Um ponto critico pode ser um ponto de maximo relativo, um pon-
to de minimo relativo ou nenhum desses. Com auxilio do teorema
anterior, estabeleceremos o primeiro critério para determinar se um
ponto critico é ponto de maximo ou de minimo relativo.
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No teorema que segue, a expressao “ /' é positiva a esquerda de c¢”
significa que existe d >0 tal que f'(x)>0 paratodo xe(c—9d,c) ea
expressao “ f' é positiva a direita de ¢ ” significa que existe ¢ > 0 tal
que f'(x)>0 para todo xe€(c,c+0). Analogamente quando f' é
negativa.

Teorema 33. (Teste da Derivada Primeira). Seja f :[a,b] > R con-
tinua e c €(a,b). Suponhamos que f é derivavel em (a,b) exceto
talvez em c.

a) Se f' é positiva a esquerda de ¢ e negativa a direita de ¢, en-
tdo ¢ é ponto de méximo relativo.

b) Se ' é negativa a esquerda de ¢ e positiva a direita de c, en-
tdo ¢ é ponto de minimo relativo.

Demonstracdo. Demonstraremos o item (a). A demonstragdo de (b)
¢ analoga.

Por hipotese e pelo Teorema 32, existe 0 >0 tal que f ¢ crescente
em [c—0,c] e decrescente em [c,c+0].

Logo, f(c)= f(x) para todo xe(c—9d,c+0), o que caracteriza ¢
como ponto de maximo relativo de f".

Exercicio resolvido

12) Determine os pontos de maximo e minimo relativos da fun¢ao
bem como os seus extremos relativos.

a) f(x)=12x"+27x*-8x’ 1.

Resolucdo. Sendo f”(x) = 60x"* +108x> —24x” =12x°(5x*+9x - 2),
temos f'(x)=0<x=0 ou x=-2 ou x= % . Portanto, os pon-
tos criticos de f sdo 0, -2 e %

Para aplicar o Teorema 33, devemos examinar o sinal de f” a es-
querda e a direita de cada um desses pontos.

Convém fatorar f':

f(x)=12x7 -5(x+2)(x—§j = 60x2(x+2)(x—§j.
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Os 3 pontos criticos dividem R em 4 intervalos e cada fator de f”
tem um Unico sinal em cada intervalo. Confira estes sinais e os de f’
no quadro abaixo:

1

-2 5

® ® ®
60x> + + + +

1

= = - - - +
x+2 - + + +
') L I I

Ponto -2: f" € positiva a esquerda e negativa a direita de —2. Logo,
f passa de crescente (a esquerda de —2) a decrescente (a direita de
—2), 0 que caracteriza um ponto de maximo relativo.

Ponto 0: f' ndo muda de sinal neste ponto. Quer dizer, f ¢ decres-
cente a esquerda e continua decrescente a direita de 0. Logo, 0 ndo ¢
ponto de maximo nem de minimo relativo.

Ponto %: 0 quadro de sinais mostra que % ¢ ponto de minimo relati-
vo, conforme o Teste da Derivada Primeira.

Resposta. f/* possui um ponto de maximo relativo que ¢ -2 e um
ponto de minimo relativo que € % Os extremos relativos de f* sédo:

3178

f(=2)=111¢ f[lj: s

5

b) f(x)=x-33(x—-4).

Resolucdo Parcial. f'(x)=1-

2
. Os pontos criticos de f sdo
g 0P A
4 e 12. (Verifique isto!)
JIx—4-2

Para analisar o sinal de f”, escrevemos: f'(x)= ;
x—4
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4 12

® [
Jx—4-2 ~ - +
Jx—4 - + +
S(x) + - +

Pelo exposto no quadro de sinais de f’ e pelo Teorema 33, conclu-
imos que 4 ¢ o ponto de maximo relativo e 12 € o ponto de minimo
relativo. Os extremos relativos de f sdo f(4)=4 e f(12)=0.

2x° +3x% se x<0
f(x)=4x"=3 se 0<x<2.
—x+3 se x>2

Resolucao. Observe inicialmente que o dominio de f ¢ R.Temos:

6x° +6x se x<0
f'(x)=42x se O0<x<2

-1 se x>2

Verifique que f ndo € derivavel nos pontos 0 e 2, o que os caracte-
riza como pontos criticos. Para encontrar os demais pontos criticos,
facamos f'(x)=0:

6x°+6x=0¢e x<0=>x=0oux=—-l¢e x<0=>x=-1
2x=0 e 0<x<2=>x=0 e 0<x<2 (impossivel).
Portanto, os pontos criticos de f sdo —1,0 e 2.

Ponto -1: Escrevendo f'(x)=6x(x+1) , percebemos que f'(x)>0
se x<—le f'(x)<0 se x>-1.

Logo, —1 € ponto de maximo relativo.

Pontos 0 e 2: Quando uma funcéo esta definida por mais de uma sen-
tenca, devemos ter o cuidado de examinar se ela € continua naqueles
pontos criticos em que ela € dada por uma expressao a esquerda e por
outra a direita do ponto. No presente exemplo, tais pontos sdo 0 e 2.

O leitor deve verificar que f € continua no ponto 2 e descontinua
no ponto 0. Assim, ndo podemos usar o Teste da Derivada Primeira
no ponto 0.
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Quanto ao ponto 2, sendo f'(x)=2x se O0<x<2 e f'(x)=-1 se
x> 2, temos que 2 é ponto de maximo relativo.

Observe o grafico dessa funcdo e note que o ponto 0 ndo € ponto de
maximo nem de minimo.

yl

Figura 5.10

Resposta. A funcdo tem dois pontos de maximo relativo: —1 e 2. O
extremo relativo ¢ f(-1)= f(2)=1.

Exercicios propostos

Obtenha os extremos relativos da funcdo e os pontos em que eles
ocorrem:

9) f(x)=x"-5x"-20x-2;
3x+5 se x<-1

10) g(x)=2xVJ3—-x; 11) h(x)=4x*+1 se —1<x<2.
T—x se x=2

Além do Teste da Derivada Primeira para extremos relativos, existe
o Teste da Derivada Segunda.

Em muitas situagoes, particularmente quando a funcdo é polino-
mial, o Teste da Derivada Segunda é mais pratico e mais facil de ser
aplicado, pois exige apenas o conhecimento do sinal da derivada
segunda no ponto critico. Por outro lado, se a derivada segunda nao
existir ou for nula naquele ponto, o teste ndo pode ser aplicado.

Teorema 34. (Teste da Derivada Segunda). Seja f uma funcao de-
rivdvel num intervalo aberto que contém o ponto ¢ e suponhamos
que f'(c)=0.Se existir f"(c), entao:
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a) Se f"(c)<0 ,entdo ¢ é ponto de méximo relativo de f .
b) Se f"(c)>0 , entdo ¢ é ponto de minimo relativo de f.

Demonstragédo. Vamos demonstrar o item (a). A demonstracéo de (b)
¢ analoga e fica como exercicio.

Temos como hipoteses: f € derivavel num intervalo aberto / con-
tendo ¢, f'(c)=0¢e f"(c)<0.

A tese €: ¢ € ponto de maximo relativo de f.

S )=1©) _ [0
X—C .

X—>C x-c

Por definicdo, f"(c)=1lim

X—C

Como f"(c)<0, esse limite € negativo, o que garante a existéncia de
J'(x)
x—c
todo (¢—90,c+0d)—{c}. Disto decorrem os seguintes fatos:

um numero positivo 0 tal que (c—0,c+d)c e <0 para

Se c—0<x<c,entdo f'(x)>0,pois x—c<0;Se c<x<c+0,en-
tdo f'(x) <0, pois x—c>0.Pelo Teorema 33, ¢ ¢ ponto de maximo
relativo de f.

Exercicio resolvido

13) Determine os pontos de maximo e de minimo relativo das

funcoes:

a) f(x)=3x"+4x’ -72x* +87

Resolugiio. f'(x)=12x" +12x° —144x =12x(x* + x—12)
f'(x)=0=x=0 ou x=-4 ou x=3.

Vamos examinar cada um desses pontos criticos através do
Teorema 34:
f"(x) =36x" +24x—144.

Ponto 0: f"(0)<0. Logo, 0 é ponto de maximo relativo.
Ponto -4: f"(—4)>0. Logo, —4 ¢é ponto de minimo relativo.

Ponto 3: f"(3)>0. Logo, 3 € ponto de minimo relativo.

JT
—,—

b) f:(—g Zj—HRef(x):sen@x
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Resolugdo. f (x)=6sen3xcos3x

f(x)=0=sen3x=0 ou  cos3x=0;

sen3x=0 e —%<x<%<:>3x=0 ou 3x=m ou 3x=-7

4 4
& x=0o0u x=— ou x=——.
3 3
cos3x=0 e —£<x<£<:>3x=E ou 3x:—£
2 2 2 2
4 T
SSX=— o0u x=——.
6 6
Os pontos criticos de  f* sdo: —E, —1, 0, e
3 6 6 3

Para usar o Teorema 34, precisamos de f"(x):

f"(x)=18(cos*3x—sen’3x). (Verifique!) Se lembrarmos da formula
c0s 20 = cos* O —sen’0, poderemos escrever f"(x) de maneira mais
simples: /" (x) =18cos6x. Aplicando f” a cada um dos pontos criti-

. . 4 T
cos encontrados, o leitor podera constatar que: 0, 3 e 3 sdo

L ) T T . . .
pontos de minimo relativo; E € _E sdo pontos de maximo relativo.

f(x)=x"-x*
Resolugiio. f'(x)=5x" —4x’ =x’(5x—4)

f(x)=0<x=0 ou x=§.
" . 4
Os pontos criticos de  f* sdo: 0 e 3

f"(x) =20x" —12x* = 4x*(5x=3).

4
Ponto—: 1" 4 :4-E S-i—3 >0. Logo,i ¢ ponto de minimo
5 5 25 5 5

relativo.

Ponto 0: £"(0)=0. Nesse caso, ndo podemos aplicar o Teorema 34.
Devemos entdo usar o Teorema 33: f'(x)=x’ (5x—4). Percebemos

4
que se x<0,entdo f'(x)>0 ese 0<x<g,entéo f(x)<0.

Logo, 0 € ponto de maximo relativo de .
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Exercicios propostos

Determine os pontos de maximo e de minimo relativo das fungdes:
5 5 4 3
12) f(x)=x —Ex -5x"+21;

13) g(x)=2senx+cos2x; |x| <.

5.7 Problemas que envolvem maximos
€ minimos

Resolveremos, nessa segao, alguns problemas utilizando as se¢oes
5.3 e 54. Em cada problema, teremos que lidar com mais de uma va-
ridvel, e o primeiro passo sera identificar qual dessas varidveis deve
ser maximizada ou minimizada.

Tal variavel devera ser expressa como fun¢ao de uma tinica varidvel
independente para que possamos aplicar nossos conhecimentos so-

Acompanhe atentamente a resolu¢ao dos exercicios: ~—

bre maximos e minimos.

Exercicio Resolvido

14) Um fabricante deseja vender o seu produto em latas ci-

lindricas com capacidade para 1 litro. Quais as dimen- v

sOes da lata mais econdmica, isto €, daquela que requer
menor quantidade de material em sua fabrica¢ao? PR

Resolucdo. Existem muitas (infinitas!) latas cilindricas com Figura 5.11
capacidade de 1 litro. Seja R o raio da base e % a altura de

uma delas. Precisamos minimizar a area total 4 da superficie

da lata.

Superficie Lateral h

2R
base

Figura 5.12 Figura 5.13
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Note que A =2maRh+27R’.

Para escrever 4 como fung¢do de uma Unica variavel, usamos o dado do
problema que exige o volume de 1 litro, isto ¢ ¥ =1000cm’.
0 volume do cilindro de raio R e altura & ¢é dado por V =mR%h.
Assim, 7R*h =1000.

1000
Explicitando /2 em funcdo de R, temos: /& = ok

7
Logo, A(R)=2mR- 10;)? +27R*, ou melhor,

2000

A(R) = +27R*; R e (0,00).

Devemos, pois, encontrar o ponto de maximo absoluto dessa funcéo.
2000

RZ

Bem, A'(R)=-

+47R, que existe para todo R>0.

AR)=0= R= ‘3/@ .
T

Portanto, o unico ponto critico é 3{@
4

Vamos aplicar o Teste da Derivada Segunda para verificar se ele é

y 4000
ponto de maximo ou de minimo relativo. A"(R)= = +4m

Como A”[3 EJ >0, o Teorema 34 garante que ¢ ponto de minimo

JT

relativo. Serd um minimo absoluto?

Como A" é continua em (0,+), o Teorema do Valor Intermediario
garante que 4’ ndo muda de sinal em qualquer um dos intervalos:

JU JU

Por ser 3/@ um ponto de minimo e pelo Teorema 33, concluimos

que A'(R)<0 para todo valor de R em (O, ‘3/ﬂ] e A(R)>0
T

500
para todo valor de R em (3 —,OOJ.
4
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Portanto, a funcdao A(R) € decrescente em { j e crescente

500
em | 3— . Isso permite concluir qu
4

€ ponto de minimo

absoluto de 4.

Para esse valor de R , temos:

1000 1000

R’ (SOOJ V T
7-[3 _
T

Resposta. A lata mais econdmica devera ter altura igual ao diametro

da base. Mais precisamente, R = 500 =542cm €

7
h=2- 3/ﬂ~10 84cm
4

Observacao. A andlise feita no exemplo anterior para comprovar
que o extremo relativo era de fato um extremo absoluto pode ser

h=

e 3’_
1000 ‘/
L
JT

muitas vezes evitada se usarmos o seguinte teorema, cuja demons-
tracdo nao serd apresentada nesse texto.

Teorema 35. Seja f uma funcdo continua no intervalo / que con-
tém o ponto critico c¢. Se f(c) é o tinico extremo relativo de f em
I ,entdao f(c) é um extremo absolutode f em I.

Exercicios resolvidos

15) Um fazendeiro deseja cercar um terreno plano e retangular
para pastagem. O terreno situa-se a margem de um rio reti-
ficado, o qual sera aproveitado como “cerca natural”. A cerca
colocada nos 3 lados do terreno tem um custo de R$ 12,00 por
metro linear. Ele pretende ainda passar uma cerca perpendi-
cular ao rio, a qual divide o terreno em duas partes iguais.
Essa cerca é mais simples e custa R$ 8,00 por metro linear.
O fazendeiro dispoe de R$ 8.000,00 para colocar toda a cerca.
Calcule as dimensdes do terreno a ser cercado que oferece a
maior 4drea de pastagem para o gado.
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Resolucao.

Rio

Figura 5.14

Sejam x e y as medidas, em metros, dos lados do terreno. (Veja a fi-
gura.) Precisamos maximizar a area 4 do retangulo de lados x e y.

Sabemos que A =x-y. Para escrever 4 como funcdo de uma so
variavel, usamos os dados do problema em relagdo ao custo da cerca.
O custo total da cerca sera: 12x+12y+12y+8y.

Como o fazendeiro pretende gastar R$ 8.000,00, temos:
12x+32y =8000, ou melhor, 3x+8y =2000. Essa equacdo forne-
ce uma relacdo entre x e y, por exemplo:

20003

(1)
8

— 2
Assim, A= x(#}, ou seja, A(x)= 250x—3% :

0<x<2%.

Devemos encontrar o extremo absoluto dessa funcéo.

A'(x):250—%x; A'(x)zO@xz@.

O unico ponto critico de 4 ¢ @

A”(x):?. Logo, A"($)<O e pelo Teorema 34, seque que

1_0300 € ponto de maximo relativo de 4.

Como a funcdo A(x) € continua em (O,gj e tem um unico ex-

. 1000 , L
tremo relativo, o Teorema 35 garante que T ¢ ponto de maximo
absoluto de 4.

De (1), temos que para ng, y=125.
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Resposta. Para cercar o terreno de maior area possivel com tal inves-
. . , 1000
timento, o fazendeiro deverd cercar Tz 333,33m paralelamente

ao rio e 125 m perpendicularmente ao rio, oferecendo ao seu gado
uma area de 41.666,25 m>.

16) Entre todos os cilindros circulares retos inscritos numa esfe-

ra de raio R, quais as dimensdes daquele que tem o maior
volume?

Resolucao. Seja x o raio da base do cilindro inscrito e /4 asua altura.
Precisamos maximizar seu volume: V = mx’h .

Uma relagédo entre as variaveis x e h € fornecida pela figura, aplican-
2 2 h2 2 2 h2
do o Teorema de Pitagoras: R" =x +7, ouseja, x" =R 1

2 3
Logo, V(h)=n(R2 —%Jh =nR2h—%; 0<h<2R.

2
V'(h):nR2—3JZh .

V'iihy=0< h= 12_132. Como # € positivo, seque que o Unico ponto

... . 2R
critico € —.

V3

V"(h):_ﬂ e, sendo V”(z—RJ<O, segue pelo Teorema 34 que
2

V3
2R

T € ponto de maximo relativo de V.
3

Como V' ¢é continua em (0, 2R) , seque pelo Teorema 35 que % é
2

ponto de maximo absoluto de ¥ . Da relacio x° :RZ—T , temos

que, para h:E, x:\/gR.
3 3

Resposta. O cilindro de maior volume inscrito na esfera de raio R tem

: 2 . 4
raio x:\/;R, altura h:iR e volume igual a mx’h=—=nR’, 0

B 33

que equivale a % do volume da esfera, ou seja, cerca de 58%.
3

N[ =

Figura 5.15
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17) Umailha (ponto 4 da figura) encontra-se a 6 km de uma praia,
cuja curvatura é desprezivel. Seja B o ponto da praia que esta
mais proximo da ilha. Um hotel localiza-se a 12 km de B, no
ponto C.Se um homem consegue remar a uma velocidade de
4 km/h e caminhar a uma velocidade de 6 km/h, em que lugar
da praia ele deve desembarcar de seu barco para chegar ao
hotel no menor tempo possivel?

X 12 —x

B 0 C
6 g
A
Figura 5.16

Resolucao. Seja O o ponto da praia, entre B ¢ C, em que 0 homem
deve desembarcar e seja x = BQ . O problema pede a localizacdo do
ponto O, que minimiza o tempo 7 gasto pelo homem para se des-
locar da ilha ao hotel.

T . ~
Ora, T = A4Q N Q6C _ \Vx 4+36 N 12

VxT+36 12—x

minimizada ¢ T'(x) = 2 + S ; x€[0,12].

Repare que o intervalo de variacdo de x € fechado. Trata-se, pois, de
um problema de extremos absolutos num intervalo fechado. Assim,

X ~
. Portanto, a funcdo a ser

os candidatos a ponto de minimo absoluto sdo os pontos criticos em
(0,12), além de 0 e de 12.

X 1

T'(X)= ————
44x*+36 6

T'(x)=0< 6x=4/x" +36 < 36x° =16(x” +36) @x:i£

5
A Unica solugdo da equacdo 6x =4+/x> +36 que pertence ao inter-

12 . "
valo (0,12) ¢ x =£. Portanto, temos um unico ponto critico nesse

. , 12
intervalo, que ¢ —.

NG

0 valor minimo de T'(x) ocorre num dos 3 pontos: O,£ ou 12.

J5
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Como T(0)=3,5, T(Ej;im e T(12)=3,35 segue que o valor

J5
12

minimo de 7 ocorre para x =—=5,366.
RN

Resposta. O homem deve desembarcar a 5.366 m de B e caminhar
0s 6.634 m restantes.

Exercicios propostos

14) Entre todos os retangulos cujo perimetro vale 10 m, determine
as dimensoes daquele que tem a maior area.

15) Deseja-se fabricar caixas retangulares fechadas de base qua-
drada, com capacidade de 1 m’. O custo por m* do material da
base e da tampa é de 8 reais e o dos lados, 5 reais. Encontre as
dimensodes da caixa mais econdmica.

16) De todos os retangulos inscritos num circulo de raio R, qual é
0 que possui 0 maior perimetro?

5.8 Concavidade e pontos de inflexao

Observe as Figuras 5.17 e 5.18. Elas exibem o grafico de fung¢des f e

g, ambas derivaveis e crescentes.
y=gX)

A

y y

y=/x

Figura 5.17 Figura 5.18

Vocé percebe alguma diferenca entre o aspecto de uma e de outra
curva?

Agora olhe para as Figuras 519 e 5.20. Os segmentos de reta que
nelas aparecem sdo “pedagos” das retas tangentes ao grafico nos
pontos indicados.



yl

3
y
F
E
y=g)
D
X I X
Figura 5.19 Figura 5.20

Lembre-se de que o coeficiente angular (inclina¢do) da reta tangente

ao gréafico de f no ponto (a, f(a)) é f'(a).

A Figura 5.19 mostra que a inclinacado das retas tangentes ao grafico
de f aumenta a medida que um ponto moével se desloca sobre o
gréfico, da esquerda para a direita.

Ja a Figura 5.20 mostra que a inclinacao das retas tangentes ao gra-
fico de g diminui nessas circunstancias.

Em outras palavras, f’'(x) aumenta a medida que x au-
menta, enquanto g'(x) diminui. Em outras palavras, po-
deriamos dizer que ' é crescente, enquanto g’ é decres-
cente.

Definicao 33. Seja f:(a,b) >R uma funcdo derivavel.

Figura 5.21

Dizemos que o grafico de f é concavo para cima (c.p.c.)
quando f” é crescente em (a,b). Dizemos que o grafico
de f é concavo para baixo (c.p.b.) quando f” é decrescente
em (a,b).

Observacao. Prova-se que o grafico de f é cp.c. em
(a,b) quando para todo ponto c € (a,b), o gratico da res-
tricdo de f a um pequeno intervalo aberto centrado em
¢ encontra-se acima da reta ¢, que é a tangente ao grafico
de f em (c, f(c)). (Veja a Figura 5.21.)

Figura 5.22

> Analogamente, apenas trocando a palavra “acima” pela
palavra “abaixo” se o gréfico é c.p.b. em (a,b). (Veja a
Figura 5.22).
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Observe atentamente o gréfico da fungao f na Figura 5.23.

y

Figura 5.23

A tltima observagao permite concluir que o grafico de f é cp.c.
nos intervalos (a,b) e (e, f) e é cp.b. no intervalo (c,d). E qualéa | Tente responder!
concavidade, por exemplo, no intervalo (b,c)?

Bem, através da simples analise do gréfico dificilmente encontrar-
se-4 uma resposta, até porque existe um ponto do grafico, entre os
pontos (b, f(b)) e (c, f(c)), em que ocorre uma mudanga de conca-
vidade. Como poderiamos determinar esse ponto? Perguntas como
essas serao respondidas por meio dos proximos dois teoremas.

Exemplos:

a) Seja f(x)= x*. Como f'(x)=2x, que é uma funcado crescente,
concluimos que o gréfico de f é c.p.c. em qualquer intervalo
(a,b).

b) Seja g(x)=Inx.Como g'(x) = 1 , que é uma fungao decrescen-
x

te em (0,4+0) (Por qué?), segue que o grafico de g é c.p.b. em
qualquer intervalo (a,b) com a>0.

T
T senx se ——<x<0
C) Seja h:(—z,zj—)R, h(x): 2

7T
cosx se 0<x<5

b4
cosx se ——<x<0
Entao h'(x)=
T
—senx se O<x<5



Agora verifique que k' é crescente em (—E,O) e decrescente em

[O,%j. Conclua que o grafico de & é c.p.c. em (—%,Oj e cp.b.

em [ 0,7 .
2

Observacao. Recomendamos ao leitor fazer graficos das fungoes
f> g, h echecar através destes as respectivas conclusoes.

Teorema 36. Seja f:(a,b) > R uma fungdo duas vezes derivavel.

a) Se f"(x)>0 para todo x € (a,b), entao o grafico de f é conca-
vo para cima em (a,b).

b) Se f"(x)<0 paratodo x €(a,b), entdo o gréfico de f é conca-
vo para baixo em (a,b).

Demonstracdo. Demonstraremos o item (a). A demonstracao de (b)
¢ analoga. Seja g = f”. Por hipotese g'(x) >0 para todo x €(a,b).
Pelo Teorema 32, g ¢ crescente em (a,b), ou seja, f' € crescente
em (a,b). Da Definicdo 33, seque que o grafico de f € concavo para

cima em (a,b). i

Observacao. Recomendamos também ao leitor checar o Teorema 36
nos exemplos anteriores.

Definicao 34. O ponto (c, f(c)) é chamado de ponto de inflexdo do
grifico de f quando f for continua em ¢ e quando houver naquele
ponto uma mudancga de concavidade do grafico.

y

Pontos de
inflexdo

/ N

4

Figura 5.24
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O proximo teorema sera usado para determinar os candidatos a
pontos de inflexao.

Teorema 37. Seja f uma fungao e (¢, f(c)) um ponto de inflexdo do
graficode f.Se f"(c) existe, entdo f"(c)=0.

Demonstracao. Suponhamos que no ponto (c, f(c)) a concavidade
do grafico de f muda de c.p.c a c.p.b.

Entdo existem numeros reais a e b satisfazendo a <c <b e tais que
f" € crescente no intervalo (a,c) e f' ¢ decrescente em (c,b).

Mas isso caracteriza ¢ como ponto de maximo relativo de f”. Pelo
Teorema 29 ,se f"(c) existe, entdo f"(c)=0.

Observacao. O fato de ser f"(c) =0 ndo garante que (c, f(c)) € pon-
to de inflexao. Por exemplo, se f(x)=x", entdo f"(0)=0, mas (0,0)
nao é ponto de inflexdo. Verifique!

Portanto, para saber se o ponto (c, f(c)) € ponto de inflexdo, é neces-
sario verificar se nele ocorre mudanga de concavidade.

Observacao. Se f"(c) nao existe, entdo o ponto (c, f(c)) pode ou
nao ser ponto de inflexdo.

2
Por exemplo, se f(x)=x*,entdao f"(0) ndo existe e (0,0) ndo é pon-
to de inflexdo. Verifique!

Se g(x)= Yx , entdo g"(0) também nao existe, porém (0,0) é ponto
de inflexdo do grafico de g. Verifique!

Exercicios resolvidos

18) Determine os pontos de inflexdao do grafico de f e os interva-
los em que este é c.p.c. bem como aqueles em que ele é c.p.b..

a) f(x)=x"-10x*+2x+11

Resolucao. Vamos usar os Teoremas 36 e 37, analisando a derivada
segunda de f:

Bem, f"(x)=20x"—120x" =20x’(x—6).

Se a mudanca de
concavidade fosse de
c.p.b. a c.p.c., 0 argumento
seria analogo.
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Entdo f"(x)=0< x=0 ou x=6. Portanto, temos dois candida-
tos a pontos de inflexdo: (0,11) e (6, £(6)). Para saber se de fato
ha mudanca de concavidade no ponto, devemos estudar o sinal de

e

0 6

® ®
20x° + + +
x—06 - - +
S(x) - - +

O sinal de f"(x) permite concluir o seguinte: o grafico de f ¢ c.p.b.
no intervalo (—0,6) e c.p.c. em (6,).

Resposta. O unico ponto de inflexdo é (6, f(6)).

by f(x) =(3x—1)§ -

10

3x—1

Resolucdo. O leitor pode checar que f"(x)=

—2. Note que

x . 1
f"(x) néo existe para x =3 Por outro lado,

10

3x—1

Assim, temos dois pontos candidatos a pontos de inflexao: (%, f (%D

f'(x)=0 =2 10=233x-1<1000=8(3x—1) < x =42

e (42, 1(42)). Convidamos o leitor a conferir o sinal de f" conforme
especificado no quadro:

1
3 42
ol -]

Concluimos que o grafico de f € c.p.c. em (%,42) e c.p.b. em
(—oo,éj e em (42,+x). O grafico tem dois pontos de inflexdo:

11
—,——| e (42, 1361).
EERTRE
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Exercicios propostos

Faca uma andlise da concavidade do gréfico da funcao e determine
os eventuais pontos de inflexao:

17) f(x)=x"+2x"—12x" +5x—1;

18) g(x)=(5x-2)3,

5.9 Assintotas verticais e horizontais

Considere a fungao f(x)= ! X cujo grafico aparece na Figura 5.25.

y
- 2 x
—x=12
Figura 5.25
O leitor pode constatar que:
a) lil’g;f(x)=—oo; b) lim f(x)=+o;
xX—> x—2"
Q) lim f(x)=0; d) lim f(x)=0.

Devido a (a) e (b), podemos dizer que a medida que x se aproxima
de 2, quer pela direita, quer pela esquerda, | f(x)| tende a infinito e a

distancia entre os pontos do gréfico e a reta x =2 tende a zero.

Devido a (c) e (d), a medida que |x| tende a infinito, a distancia entre
os pontos do grafico de f eareta y=0 (eixo X) tende a zero.
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Retas que exibem tal comportamento, como as retas x = 2ey=0,
chamam-se assintotas do gréfico, conforme as defini¢oes 35 e 36 a
seguir.

Definicao 35. A reta x=a é uma assintota vertical do grafico de
uma fungdo f quando pelo menos uma das afirmagdes seguintes for

verdadeira:
D) lim f(x)=—o0; 2) lim f(x) = +o0;
3) lim f(x)=—o0; 4) lim f(x)=+o0.
Exemplos:

a) A reta x=a (acR) é uma assintota vertical do grafico de

F(x)=——, pois lim f(x)=—0 e lim f(x)=+.
XxX—d x—a x—a
. 3x-5 ) B ‘
b) Seja f(x)== . Como x°-4=0< x=12, as retas “candi-
x J—

datas” a assintotas verticais sdo x=2 e x=-2.

Constatando que de fato os limites laterais de f nos pontos2e
-2 sdo infinitos, concluimos que ambas sdo assintotas verticais
do grafico de f.

¢) O gréfico da fungdo y =tgx tem uma infinidade de assintotas
verticais.

De fato, y = Sen X

7
ecosx=0x=kn+—;keZ.Como
CoS X 2

se€n x

sen(kn +%) =11,segue que lim =+oo(ou—m) e

xe(k:ﬂ%] Ccosx
. sen x
lim
xa(km—ﬁy cosx
2

=+ (Ou—o).

e . T, , .
Logo, para todo k inteiro, areta x =km + E ¢é assintota vertical
do gréfico da fungao tangente.

d) O grafico da fun¢do y =Inx tem uma assintota vertical: x=0,
pois lim Inx = —co.

x—>0"
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Definicao 36. A reta y =b é uma assintota horizontal do grafico
da funcdo f quando pelo menos uma das afirmacgdes seguintes for

verdadeira:
1) lirflf(x):b; 2) lim f(x)=»b.
Exemplos:

a) Se f(x)=2+l, entdo lim f(x)=2 e lim f(x)=2.
X X—>—00 X—>+0

Logo, o gréfico de f possui uma assintota horizontal: y=2.
(Veja a figura.)

S =2+1
X

/

Assintota Horizontal
\ 2

<~ Assintota Vertical

4

Figura 5.26

b) O grafico da fungdo y=e€" possui uma assintota horizontal:
y=0.De fato, lime* =0.

X—>—00

x =1+ x?

o) Seja f(x)= Y

lim f(x) =§ e que lim f(x)=0.Podemos concluir que o gra-

. Convidamos o leitor a verificar que

. . . . . 2
fico de f possui duas assintotas horizontais: y=0e y= 3

Exercicios propostos

Dé a equagao das assintotas verticais e horizontais do grafico da
fungao:
3 6-5¢°

19) f(x):m P20 g®)=cotgd; 2D h=a .



5.10 Esboco de graficos

Vocé ja aprendeu a fazer o gréfico de algumas fungdes elementa-
res através da plotagem de alguns pontos, seguida da uniao desses
pontos através de uma linha continua.

Esse processo rudimentar dificulta ou até impossibilita a percepcao
de aspectos fundamentais do gréafico como a concavidade, bem como
a localizagdo exata dos pontos de inflexao e dos extremos da fungao.

Nosso objetivo agora nao é fazer graficos milimetricamente exatos,
plotando dezenas de pontos. Devemos sim localizar os pontos im-
portantes do gréfico, a saber, os pontos de descontinuidade, de mi-
nimo e de maximo relativos e os pontos de inflexao, se houver, e
eventualmente alguns pontos auxiliares.

E fundamental reconhecer os intervalos de crescimento e decresci-
mento da funcdo, estudar a concavidade do gréfico e suas eventuais
assintotas.

Apresentamos a seguir um roteiro que pode ser utilizado para fazer
o grafico de uma fungao.
Dada a fungao y = f(x), determine:

1) Dominio de f;

2) Pontos de descontinuidade;

3) Limites no infinito, se fizerem sentido;

4) Assintotas horizontais e verticais;

5) Pontos em que o grafico corta os eixos coordenados, desde que
nao seja muito dificil encontra-los;

6) Intervalos de crescimento e decrescimento de f';
7) Pontos de maximo e de minimo relativos;

8) Concavidade do grafico de f;

9) Pontos de inflexao;

10) Localizacao eventual de pontos do grafico para auxilio.
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Para enfim esbogar o gréfico, localize os pontos obtidos nos itens
2,579 10, represente as assintotas através de retas tracejadas e,
observando os itens 1, 3, 6 e 8, comece a tragar a curva, da esquerda
para a direita.

Se julgar conveniente, plote mais algum ponto do grafico e talvez até
calcule a derivada da fungao na abcissa do ponto, obtendo a inclina-
¢ao da reta tangente ao grafico naquele ponto.

Exercicios resolvidos

4 2
3x

19) Faga o gréfico da fungao f(x)= % - +2x+5.

Resolugao. Vamos seguir os itens do roteiro:
1) Dominiode 7: R.

2) Pontos de descontinuidade: ndo ha! A funcéo ¢ continua.

x—>—0

4 2 4
3) lim f(x)= lim {%—%+2x+5}= lim % = 4o0.

4
lim f(x)= lim = +o0.
X—>+00 X—>+00 4

4) Assintotas: o item (3) mostra que ndo ha assintotas horizontais.
Sendo polindmio, o grafico de £ também ndo possui assintotas
verticais.

5) Ponto em que o grafico corta o eixo Y: fazendo x=0, obtemos
y =5. Trata-se do ponto (0,5).

Pontos em que o grafico corta o eixo X: teriamos que resolver a equa-

4 2
X

cao T—%+2x+5 =0, o que nao faremos.

Para continuar, precisamos das derivadas de primeira e de sequnda or-

dem de f. Convém escrevé-las na forma mais simplificada possivel.

4 2
x 3x

Sendo f(x) :T_7+2x+5 , temos:
fl(xX)=x"=3x+2=(x+2)(x-1) e
f"(x)=3x"-3=3(x+1)(x-1).

Logo, f'(x)=0<=x=-2 ou x=1e f"(x)=0<x=-1ou x=1.
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Os pontos -2, -1 e 1 sdo significativos por serem candidatos a pontos
de maximo, minimo ou de inflex4o.

As informacoes relativas aos itens (6), (7), (8) e (9) serdo dispostas
num quadro. Lembre-se de que G(f) representa o grafico de f.

Intervalos e/ou pontos significa-  Valor de f nos Sinal Sinal

tivos do dominio de f pontos de f*  de f" CONCISE0
x<=2 e B + f édec.eo G(f) écp.e.
x=-2 -1 0 + -2 € ponto de min. relativo
—2<x<-1 | e + + f écresc.eo G(f) écp.c
x=-1 1,75 & 0 (—=1;1,75) ¢é ponto de inflexdo
-1<x<1 | e + - f écresc.eo G(f) éc.p.b.
x=1 3,75 0 0 (=1,5,75) é ponto de inflexio
S N + + f écresc.eo G(f) écp.c

10) Pontos do grafico para auxilio: (=3;5,75) e (2,7).

Grafico:

5,75

1,75

Figura 5.27
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x> +1
x' -4

20) Faga o grafico da fungao f(x)=

Resolucéo. (1) Dominio de f:R—{£2}

2) Pontos de descontinuidade: ndo ha!

1+ I
2 2

3) lim S o fim X o1 e
x—>—0 7 — x—>—00 4
=
1
2 1_,_72

lim X = fim X

x>+ x T — X—>+00 4
2
X

4) Conforme o item (3), a reta y =1 ¢ uma assintota horizontal do
grafico de f. As retas x=-2 e x=2 sdo assintotas verticais,
pois o leitor pode constatar que:

lim f(x)=+x; li{r21+f(X)=—OO:

x—>-2"
lim f(x)=-o0: lLim f(x)=+o.
x—2" x—2"

5) Ponto em que o grafico corta o eixo Y: (O,—%j. Como x* +1 nio

pode ser zero, o grafico ndo intersecta o eixo X.

Derivadas:
—10x 30x* +40
'(xX)=——— (Confiral) e f"(x)=———_. (Confira!
J09 =y Confirall e () =255 (Confira)
Logo, f'(x)=0<x=0; f"(x)=0<30x>+40=0, o que jamais
ocorre.

Note que nem f' nem f” estdo definidas nos pontos 2 e -2. Esses
pontos, ndo pertencendo ao dominio de f, ndo sdo pontos criticos
de f . Apesar disso, sdo considerados pontos significativos, pois neles
pode ocorrer uma alteracdo do grafico, nos aspectos crescimento e
concavidade.



Intervalos e/ou pontos significa-

tivos do dominio de f

Valor de f nos  Sinal

Sinal
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Conclusio

pontos de 1"
——————————— +
. . nao
nao existe .
existe
——————————— +
1
== 0
4
. . nao
nao existe .
existe

de f"

nao
existe

nao
existe

+

S écresc.e o G(f) €cp.c.

x =—2 € assintota vertical
Jf écresc.e o G(f) €écp.b.

0 € ponto de max. relativo

J édec.eo G(f) éc.pb.

x =—2 ¢ assintota vertical

f édec.eo G(f) écp.c

2 2
10) Pontos auxiliares: [—1,—5} (1,—5); (-3,2); (3,2).

Grafico:

4

—2/3

Figura 5.28
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2 5
21) Idem para a funcdo f(x)=>5x* —x3.

Resolucdo. (1) Dominio de f:R. Note que podemos escrever

Fo) =53 35

2) Pontos de descontinuidade: ndo ha!

3 3
3) lim f(x)=limx3(5x" —1) = lim x? (2—1] = +00

X—>0 X

lim f(x)=—0. (Verifique!)
4) 0 grafico ndo possui assintotas.

5) Ponto em que o grafico corta o eixo Y:
Fazendo x =0, obtemos y =0. Trata-se do ponto (0,0).

Pontos em que o grafico intersecta o eixo X:
23 2

5x3-x3=0=x*5-x)=0=x=00ux=5.

Trata-se dos pontos (0,0) e (5,0).

_L 2 -
Derivadas: f(x)—?x 3 —§x3 :g(i_3 xz]zi(ﬂj_

" _E g_& _%:_m 1 10 1+x
ACERLE (r [J [ j

Dessa forma, f'(x)=0<=x=2 e f"(x)=0<x=-1.

Note que ambas as derivadas ndo estdo definidas para x=0.
Mas o ponto 0 pertence ao dominio de f'. Assim, 0 e 2 sdo pontos
criticos. Os pontos significativos do dominio séo, pois, -1, 0, 2.



Intervalos e/ou pontos significa-  Valor de f nos Sinal Sinal .
: Concluséo

tivos do dominio de f pontos de /' de f"
x<-1 | - - + S édec.eo G(f) écpe
x=-1 6 - 0 (=1,6) ¢ ponto de inflexdo
-l<x<0 | e - - f édec.eo G(f) écpb.
x=0 0 1ao nao 0 ¢ ponto de min. relativo
existe | existe
O<x<2 | - + - Jf écresc.e o G(f) €écp.b.
x=2 334 = 4,8 0 - 2 é ponto de max. relativo
x>2 | e - - S édec.eo G(f) écp.b.

10) Ponto auxiliar: (1,4).

Figura 5.29
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2
X

e? se x<2
22) Idem para f(x)=4 ,

%—2x2+8 se 2<x<6.

Resolucio. (1) Dominio: (—o0,6].

(2) O ponto 2 ¢ candidato a ponto de descontinuidade.
Verifiquemos:

x2

lim f(x)=lime 2 =2 =0,14 ¢

x—2" x—2"
x 8
lim f(x) = lim (——2x2 +8j:—; 2,7.
x—2" =2t 3 3

Logo, lin;f(x) nao existe e f € descontinua em 2.

X2

(3) lim f(x)=lime 2 =0. lim f(x) nio faz sentido.
(4) De acordo com o item (3), a reta y =0 € uma assintota horizon-
tal. Ndo existem assintotas verticais.

(5) Ponto em que o grafico corta o eixo Y: (0,1).

2
X

Pontos em que o grafico corta o eixo X: e 2 =0 ndo tem solu-

x? 3

cao, pois e?2>0,Vx<2. A equacao %—2x2 +8 =0 nado vamos
resolver!

Derivadas:

xZ

f'(x) = —xe > se x<2 )

x*—4x se x>2

Assim, f'(x)=0<x=0 ou x=4.

2
X

F(x) = e 2(x*-1) sex<2
2x—-4 sex>2

Logo, f"(x)=0<x=-1 ou x=1.

Os pontos significativos, a serem destacados no quadro, sdo: -1, 0, 1,
2,4.



Intervalos e/ou pontos significa-

tivos do dominio de f

-1<x<0

x=0

O0<x<l

Valor de f nos
pontos

Sinal

de /"

ndo
existe

Sinal

de 1"

+

nao
existe

+

Conclusao

S écresc.e o G(f) €écp.c.

1

(—l,e_2J € ponto de inflexdo

f écresc.e o G(f) éc.p.b.

0 € ponto de max. relativo

S édec.eo G(f) écp.b.

1

2
[l,e ] ¢ ponto de inflexdo

f édec.eo G(f) écp.c

2 ¢ ponto de descontinuidade

f édec.eo G(f) écp.c.

4 € ponto de min. relativo

f écresc.eo G(f) écp.c

1
10) Pontos auxiliares: (3,-1), (5,—5) (6,8).

y 3

8

Figura 5.30
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Exercicios propostos

Faga um esbogo do grafico das fungoes:
22) f(x)=x*-2x>+1;
23) f(x)=In(x*+1);

2x—1
al se x<0

24) f(x)=< x+3 ;

X —12x+4 se x>0

25) f(x)=x+cosx.

5.11 Regra de L'Hospital

No capitulo 2, estudamos limites e, em particular, vimos que o cdl-
culo do limite de um quociente de func¢des muitas vezes leva a um
. .0 0 ) . .
dos casos de indeterminacao: 0o Nesse caso, é preciso evitar
o0
a indeterminacao, o que nem sempre é facil.

O préximo teorema, chamado regra de L'Hospital, em homenagem
ao matematico francés Guillaume Francois de L'Hospital (1661-1707),
permite, sob certas condi¢Oes, evitar tais indeterminagdes usando
derivadas.

Teorema 38. (Regra de L'Hospital). Sejam f e g funcodes deriva- Este teorema ndo
veis em todos os pontos de um intervalo aberto 7, exceto talvez no sera demonstrado.

ponto ael.

Suponhamos que g'(x)#0 para todo x € I —{a} . Entao:

1) Se hmf(x)—hmg(x) 0 ese hmf( )—L,entéo
xoa g (x)
lmf(x) =L.
x—a g(X)
2) Se hrn| f(x)|—11m|g(x)| +o0 € se hmf (x )—L,entéo
xoa g (X)
lim——= S() =L.
x—a g(X)

Observacao. O teorema vale também para limites laterais e limites
no infinito.



Observacao. O teorema vale também para limites infinitos.

Observacao. A regra de L'Hospital s6 pode ser aplicada para cal-

cular o limite do quociente % quando ocorre uma indetermi-
g(x
< .0 - .
nagao do tipo 0 Mo Em tal caso, toma-se o limite do quocien-
o0

te das derivadas (e ndo da derivada do quociente!) % Se esse
g(X

limite existir, entdo o seu valor serd o valor do limite de &
. . . .0 o . 8(x)
Caso persista a indeterminacao ° ou —, aplica-se a regra de
, o0
L'Hospital a A ,(x).
g'(x)

Exercicios resolvidos

23) Calcule lim bsenx - x

x>0 cos x+2x—1"
Resoluc¢ao. Como lirr(}(6senx—x) =0 e lin(}(cosx+2x—1) =0, po-
demos aplicar a regra de L'Hospital.

) 6senx—x . 6cosx—1 5
Logo, lim =lim =—,
=0cosx+2x—1 *0—senx+2 2

X +1

24) Calcule lim 3 5 .
+2x" +5x" +5x

x—>-1 2x

4

Resolucao. Novamente estamos diante de um caso de indetermina-
cédo do tipo % (Verifique!)
Pela regra de L'Hospital,

) X +1 ) 3x? 3 3
lim Z 3 5 = lim 3 > = .
x>l 2x" +2x” +5x"+5x -1 8x"+6x"+10x+5 -7 7

.1 2
25) Calcule lim In{cos 2x)

X (x — j'[)z

Resolucdo. Mais uma indeterminacao do tipo % (Verifique!)

Aplicando o Teorema 38, temos: lim In(cos 23) _ lim —282%
x—on~ (x—j'[) x> 2()6—.71')
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Como lim(-2tg2x)=0 e lim2(x-m)=0, devemos aplicar o

x> x—>

2
teorema outra vez: lim 2g2x g Thsec 2x 4 -2.
x> 2(x — 7[) x> 2 2
|_0g0, Iim M —

x> (x — 7[)2

2x
26) Calcule lim ¢ X

X—>+0 €3X +x

Resolucéo. Temos: lim (¢’ +x) =+ e lim (¢’ +x)=+w0. Pode-

X—>+00 X—>+0

, : . e +x . 27+
mos assim aplicar o Teorema 38: lim — = lim —; :
x40 7% 4y xo4o 3077 4]

- - L e .00 :
Esse ultimo limite nos leva também a indeterminacdao —. Aplicando

0.0]
novamente o Teorema 38, temos:

2x 2x
lim 25 o gim 2 gim 2 =2 im e =200
x—>+0 3o X +1 x>+ Qo x x>+ Q Q x>+ 9
. eF+x
Logo, lim =0.

X—>+0 eSx +x

Observacao. A regra de L'Hospital nao se aplica para calcular, por

. X—COSX : .
exemplo, o lim—————, apesar de ser lim(x—cos x) =0 e limx =c0.
X X—>0

X—>0 X—>0
Com efeito, derivando numerador e denominador, obtém-se a fun-

. l+senx . ~ .
ao ——— e lim(1+sen x) nao existe.

X—>0

Nesse caso, o Teorema 38 ndo permite concluir que o limite pro-

X—COSX COS X 1
=1- =]l-cosx-—

x x x
e lembrando que a funcdo cosx ¢é limitada, percebemos que

posto ndo existe. De fato, escrevendo

. X—COSX
lim———=

X—>0 X

1.

Exercicios propostos

Calcule os limites:

26) lim sen2x—2sen x ; 27) fim X
0 sen 3x —3sen x % cen ( T j



Procure lembrar quais sdo
ou consulte seu material.

Foi visto no capitulo 2 que sao sete os casos de indeterminagao. O
Teorema 38, porém, permite aplicar a regra de L'Hospital somente

0 0
para OS Ccasos — e —.
0 0

E quando surge alguma das demais indeterminagoes, ndo podemos
aplica-la?

Podemos sim, mas ndo diretamente. Acompanhe com aten¢dao os
proximos exercicios resolvidos para compreender o procedimento
em cada caso.

Exercicios resolvidos

) 1 1
27) Calcule o lim ———j.
=\ Inx  x-—1
Resolugdo. Temos uma indeterminacdo do tipo oo—oo. (Verifique!)
Efetuando a soma das expressoes entre parénteses, chegamos a um
1 x-1-lnx

quociente: L = .
Inx x-1 (x-Dlnx

Como lim(x—1-Inx)=0 e lim(x—1)lnx=0, podemos aplicar a
x—-1* x—1"
regra de L'Hospital:

x—1-Inx . X x-1

= lim

im = lim .
= (x=Dlnx  xo1 (x—1)-=+ln x w1 x—1+xlnx
x

Como lim(x—1)=0 e lim(x—1+ xlnx)=0, aplicamos novamente a
x—1*

x—1*

regra de L'Hospital: limx—_1 = lim; = l
ot x—1+xlnx ~r"l+l+lnx 2

Logo, lim (L - Lj =

1
- \Inx x-1 2

28) Calcule o lirr(}x-cotg 3x.

Resolucao. O leitor deve identificar uma indeterminacdo do tipo 0-co.
Nesse caso, procuramos escrever a expressao x-cotg3x como um
quociente.
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Podemos escrever x-cotg3x = CO? 3 ou entdo
x
X
x-cotg3x = = .
8 1 tg3x
cotg3x

Qualquer opcao conduz ao resultado, porém escolhemos a segunda.

Como lingsz e lin(}tg3x:0, aplicamos a regra de L'Hospital:

. x . 1 1 . 1
lim =lim —=—.logo, limx-cotg3x=—.
=0tg3x 03sec”3x 3 x>0 3

1

29) Calcule ling(cos x);.

Resolucdo. Dessa vez, a indeterminacdo € do tipo 1. Seja
1

y=(cos x)?. Aplicando o logaritmo a ambos os lados da igualdade
1

(0 que é possivel pois (cos x))TZ >0, para x proximo de 0), temos:
1

In y =1In(cos x)?.

Através de uma propriedade do logaritmo, podemos expressar In y

Incos x

2
X

: 1
como um quociente: In y =—-.Incosx =
X

Vamos calcular o lirr(} In y para depois obtermos o lim y.

x—0

Como limlncosx=0 e limx*=0, podemos aplicar a regra de

x—0 x—0
. . . —t
L'Hospital: limln y =lim gX
x—0 x—0 2x

Aplicando novamente a regra de L'Hospital:

—sec’x 1

£1£131ny:£1£r(} 2 2’

Como a funcdo logaritmica € continua, o Teorema 22 garante que:

. . 1

iginy =in]tm =2
L i

Logo, 1irr01y:e 2, ou seja, ling(cos x)" =e

o=
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30) Calcule lim (tgx)**.

x>
2

Resolugio. A indeterminacio € do tipo «’.

Seja y=(tgx)*".Entdo Iny=cosx-Intgx.

Para escrever In y como um quociente, lembremos que cosx =

nt secx
X
e, portanto, Iny = gx
secx
Agora ¢ possivel aplicar a regra de L'Hospital, pois
lim Intgx =0 € lim secx =00.
x—>£ x—>L
2 2
Logo,
sec’ x
. . t . secx . cosx O
lim In y = lim Y _ lim ——= lim —=—=0.
. Lrosecx-tgx 7 tg'x 7 sen'x 1
2 2 2 2

Assim, lim Iny =0, ou seja, In| lim y |=0, donde, lim y=1.

il X—> P
NS ad i
¥ 2 2 2

Cos X :1

Portanto, lim (tg x)

x>
2

31) Calcule limx".

x—0
Resolugiio. Aqui temos uma indeterminagio do tipo 0°. Recomen-
damos que o leitor aplique a mesma técnica dos exercicios 29 e 30 e
encontre a resposta 1.

Exercicios propostos

Calcule os limites:

1
28) lim x* 29) lim (" —cos2t)cossec 2t
t—>

X—>0

3

30) lim(x+e*)* 31) lim6-tg [%j

1
32) lim x™¢

x—0"
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5.12 Formula de Taylor

As fungoes polinomiais sdo as fungdes mais simples para se derivar
e integrar.

Se uma fungao qualquer € derivavel num ponto, ela pode ser lo-
calmente aproximada por um polindmio. Mais precisamente se f
€ uma funcdo derivavel no ponto a, existe um polindmio P(x) tal
que, para x suficientemente proximo de a, a diferenca entre f(x) e
P(x) é muito pequena. Ou seja, 0 erro cometido ao substituir f(x)
por P(x) é muito pequeno quando x estd proximo de a.

Tal polindmio P(x) serd chamado polindmio de Taylor de f em a e a
diferenca |P(x)— f (x)| sera avaliada através de uma féormula cha-
mada formula de Taylor, em homenagem ao matemético inglés Brook
Taylor (1685 - 1731).

Seja f uma funcdo derivavel no ponto a. Lembre-se de que

@)= tim LD =S @

X—a x—a

Para valores de x proximos de a,

Fay= LD/ @
X—a

significa aproximadamente.

, ou seja, f(x)= f(a)+ f'(a)(x—a), em que =

Escrevamos f(x)= f(a)+ f'(a)-(x—a)+r(x), sendo r(x) cha-
mado de resto. Dessa forma, para valores de x préximos de a,
aproximamos f(x) por um polindmio de primeiro grau, a saber,

B(x)= f(a)+ f(a)(x—a) . Assim, f(x)=F(x)+r(x).

Agora note que P(a)= f(a) e P'(a)= f'(a). Graficamente B(x) re-
presenta a reta que é tangente ao gréafico de f no ponto (a, f(a)).
E a melhor aproximagio linear de f préximo ao ponto a, no se-
guinte sentido: de todas as retas que passam pelo ponto (a, f(a)),
B(x) é a que mais se aproxima do grafico de f quando x esta pro-
ximo de a.

Na Figura 5.31, observamos que: a medida que x toma valo-
res mais distantes de a, a diferenca entre f(x) e B(x), isto §,
r(x), aumenta.

O conceito de integral sera
estudado na disciplina
de Calculo II.



y
grafico de f(x)
grafico de P (x)
) ———— TA——
r,(x)
L | ——————— .................................
| f'(@).(x - a)
f(a) ...............................
- | . @0/
a x ;

Figura 5.31

Para conseguir aproximacoes polinomiais melhores para f', to-
memos um polindmio de grau 2, digamos P, (x), que satisfaca:

P(a)=f(a), B/(a)=f"(a) e B'(a)= f"(a).
Tal polindmio deve ter a forma:

P (x) = f(a)+ f'(a)(x—a)+ M (x~a).
Para encontrar o valor de M, note que P'(a)=2M = f"(a), portanto,

G
2

. Logo, o polindmio que procuramos é

R =@+ f@-a)+ D ay

Para valores de x préximos de a, temos: f(x)=P,(x)+r,(x), sendo
r,(x) o “erro” cometido ao tomar P,(x) ao invés de f(x).

Seguindo a mesma linha de raciocinio, tomemos um polinémio
P(x) de grau 3, que satisfaca: B(a)=f(a); P'(a)=f"(a);

"

B'(a)=f"(a) e B"(a)=/"(a).

Entdao P(x)= f(a)+ f'(a)(x— a)+f"2( )(x a)’ + N(x—a)’. Para de-

terminar o valor de N, note que R"(a)=32N e N = % .
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Logo, PA(x)=f(a)+f'(a)(x—a)+ f”2('a) (x—a) + f’;(|a) (x—a)’ e,
para valores de x proximos de a, temos f(x)=PF(x)+r(x). E as-

sim sucessivamente.

Definicao 37. Seja f uma funcdo que num ponto a admite derivadas
até ordem . O Polindmio de Taylor de ordem » de f em a &

f”( ) f’”( ) f(”)( )

P (x)=f(a)+ f(a)(x—a) +=——=(x~a)’ +

L (x-a)y +..+1—=

A diferenca f(x)— P, (x) serd representada por r,(x)e chamada de
resto.

Observacgao. Representando x—a por %, podemos escrever

@y, LS0@
n!

F.(h)=f@)+ [ (@h+—=

Exercicio resolvido

32) Determine o polindmio de Taylor de ordem 7, no ponto zero,
da funcao f(x)=e".

Resolucéo. Como f(0)= f'(0)= f"(0)=...= £ (0) =1, segue que

Pn(x)=1+x+x—+x—+...+
21 3! n!

. Isso significa que, para valores de

2 3 n

. . B X .
X proximos de zero, e ;1+x+7+—+...+ . Quanto maior n,

n!
tanto melhor a aproximacgao.

Por exemplo, tomando x=1 e n=6, obtemos:
1 1 1
e=l+1+—+—+—+—+—— De fato, apesar de 1 ndo estar tao
2 6 24 120 720
proximo de zero, a soma a direita aproxima o numero e até a terceira

casa decimal.

O préximo teorema estabelece a Formula de Taylor com resto de La-
grange, que nos permite estimar o resto r,(x).

Teorema 39. Seja f uma funcdo n+1 vezes derivavel em cada pon-
to de um intervalo aberto / que contém o ponto a . Entdo, para cada
ponto x do intervalo 7, existe um ponto z entre x e a tal que:

(x—a)"

O leitor pode constata-lo
usando uma calculadora.

Este teorema néo
serd demonstrado.
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)= fl@)+ f'(@)x—a)+L "2(“) (r—a)+..+L () (x—a)" +7,(x)

! n!
f(n+1) (Z)

sendo 7,(x)= (D)

(x _ a)n+l .
Exercicio resolvido

33) Seja f(x)=Inx. Determine o polindmio de Taylor com resto
de Lagrange no ponto a =1, de ordem:

a) n=3 b) n,sendo n qualquer nimero natural.

Depois use o polindmio obtido no item (a) para aproximar
In (1,1) e avalie o erro cometido.

Resolucdo. Temos que calcular as derivadas de ordem superior de f
em 1:

Valores em x > 0 Valores em x =1

f(x)=Inx £(1)=0
fx)=x" f=1
@)= /1y=-1
f(x)=2x" "1)=2
£ (x)=-3.2x" £ 1) =-31
O =43.2x7 £O1) =41

A partir desses valores, podemos generalizar:

7)) =D =D > ) = (=) (n-1)!

Resposta do item (a):

_ L 2 30y
Inx=0+1(x-1) 2!(x 1) +3!(x 1) 4!24(x D" +r(x),
ou melhor:
_1)\2 _1\3 _1\4
Inxoy—1- =D 27 P +r(x) = B(x)+1,(x),
2 3 4z
(x-1*

sendo ry(x) =

o para z entre x e I.
z
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Resposta do item (b):

para z entre x e I.

Fazendo x=1,1 em (a), temos:

(i, 1y=0,1— &D° @D _©OD"

+r(,1), com 1<z<L1.

3
Fazendo as contas, chega-se a:
(0,1)°
In (1,1) = 0,09533 + 1,(1,1), sendo r(1,1) = ————.
zZ

Portanto, se escrevermos In (1,1) =0,09533, o erro cometido sera

4
(1,1 |= (0’13 s l<z<1,1.
4z

1
Como z>1, temos —-<1 e entdo
zZ

4 4
|, (1L,1) = ! -@<%=o,oooozs.

*
Portanto, |7, (1,1)|<2,5x107° <107,

Concluimos que a aproximacdo obtida esta correta até a quarta casa
decimal inclusive.

Exercicios propostos
33) Determine o polindmio de Taylor de ordem » no ponto a,
da funcao dada.

a) f(x)=senux; n:4;a:%

b) f(x)=cosx; n=8a=0
9 f(x)=Yx; n=2a=8
34) Seja f(x)=In (x+1). Escreva o polindmio de Taylor de grau

n de f no ponto 0, bem como a expressao do resto r,(x) na
forma de Lagrange.

+r,(x)=P (x)+7r,(x)



35) Seja f(x) =~/x:

a) Escreva o polindmio de Taylor de grau 3 de f no ponto 4
e a expressao do resto 7(x);

b) Use o polindmio obtido para calcular aproximadamente J5
e estime o erro cometido.

36) Um cilindro circular reto tem altura fixa de 10cm. Suponha
que o raio da circunferéncia que gera esse cilindro comeca a se
expandir.

a) Calcule a taxa de variacao média do volume em relagao ao
raio quando este varia de 5 a 5,lcm.

b) Calcule a taxa de variacao do volume em relagdo ao raio no
instante em que este vale Scm.

37) Um baldao mantém a forma de esfera enquanto é enchido. En-
contre a taxa de variacdo da 4rea da superficie do baldo em
relacdo ao seu raio no instante em que este vale 6cm.

38) Numa comunidade, obteve-se uma estimativa de que daqui
< . 5 . :
a t anos a populacao sera de P(t) = 20_t_1 mil habitantes.
+
Qual serd a taxa de variagao da populacdo, em pessoas por

més, daqui a 18 meses?

39) Uma piscina estd sendo esvaziada de forma tal que
V(t)=300(20-¢)" representa o ntimero de litros de 4gua na
piscina ¢ horas apds o inicio da operagao. Calcule a taxa de
escoamento da dgua ao cabo de 10 horas.

40) Cada um dos lados de um triangulo equilatero aumenta a ra-
zao de 2,5/ .

a) Qual é a taxa de crescimento da drea desse triangulo no
instante em que cada lado mede 12cm?

b) Qual a taxa de crescimento do perimetro num instante
qualquer?

267




268

41) Um caminhao viaja a uma velocidade constante de 108%y, e se
aproxima de cruzamento. No momento em que ele estd a 120m
deste, um carro passa pelo cruzamento a uma velocidade de
144/ numa rodovia perpendicular aquela. Pergunta-se:

a) Exatamente 1 segundo apés o automovel passar pelo cruza-
mento, os 2 veiculos estdo se aproximando ou se afastando
um do outro? Com que velocidade?

b) Idem, 2 segundos apds o automoével passar pelo cruzamento.
) Idem, 4 segundos apds o automével passar pelo cruzamento.
42) Um balao sobe verticalmente com velocidade constante v. Um
observador encontra-se agachado ao chao, a 400m do ponto em
que o baldo comecou a subir. Em certo instante, ele vé o baldao

sob um angulo de elevacao de 45° e constata que este aumenta
a razao de 0,008 . Calcule v.

De 43 a 47, determine os pontos de maximo e os de minimo relativos
de funcao dada:

43) f(x)=x"-3x"+1;

44) g(t)=10t° —24¢ +15¢* —11;
45) f(x)=e'senx; 0<x<2m;
46) h(@)=sen’(20); 0<O<m;

47) f(x)=x*6—-x" .

48) Considere a func¢ao do exercicio anterior. Determine os pontos
de maximo e de minimo absolutos (se houver) bem como o
valor maximo e o valor minimo absoluto.

3x+5se —2<x<-1
49) Idem ao anterior para f(x)=<x’+lse —1<x<2

X’ —6se2<x<3

Nesse caso, obtenha a sua resposta a partir do grafico de 1.



50) Seja f(x)=x"+kx"'. Mostre que, seja qual for o valor de k,
S/ tem um tnico ponto de minimo relativo e nenhum ponto
de méximo relativo.

51) Determine os intervalos em que o grafico de f é concavo para
cima bem como aqueles em que ele é concavo para baixo. Dé
os eventuais pontos de inflexao do grafico.

a) f(x):%x5—2x4+2x3—x+9;
b) f(x)=3Q2x-1*;
O f(x)=R(x+7) .

52) Entre todos os pares de ntimeros reais cuja soma é 500, deter-
mine aquele cujo produto é o maior possivel.

53) Mostre que, entre todos os tridngulos retangulos cuja hipo-

tenusa mede m, aquele que tem a maior 4rea € o tridngulo
2

isOsceles e sua area vale T )

54) Determine o raio da base e a altura do cone de menor volume,
circunscrito ao cilindro de raio r e altura 4.

55) Mostre que entre os retangulos de drea A, aquele com o me-
nor perimetro é o quadrado de lado Ja.

56) Tenho 12 m? de material para construir uma caixa retangular
de base quadrada e sem tampa. Encontre as dimensdes da cai-
xa de maior volume que posso construir.

57) Deseja-se imprimir uma mensagem escrita num cartaz retan-
gular. A mensagem ocupa 600 cm?2 de rea. E exigida uma mar-
gem de 7,5 cm no topo e na base do cartaz e outra margem de
5 cm nos lados. E necesséria a impressdo de milhares desses
cartazes, por isso deseja-se saber quais as dimensoes totais do
cartaz que produz a maior economia de papel. (Sugestao: cha-
me de x e y oslados do retangulo que contém a mensagem).
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58) Um veterinario comprou 100 metros de cerca para construir 6
canis, cercando primeiro uma regido retangular R e em segui-
da dividindo-a em 6 retangulos iguais, através de cercas para-
lelas a um dos lados de R. Quais as dimensdes da regidao R
que da aos caes o maior espago?

59) Dois pontos 4 e B situam-se as margens de um rio retifica-
do, com 3km de largura, sendo eles opostos um ao outro em
relacdo ao rio. Um ponto C estd na mesma margem que B,
porém 6km deste, rio abaixo. Uma companhia telefénica preci-
sa estender um cabo de 4 até C. Se o custo por km de cabo é
25% mais caro sob dgua do que em terra, determine o tracado
da linha mais econémica. (Atengao: problema de extremos ab-
solutos num intervalo fechado).

De 60 a 65, calcule o limite:

60) lim—n(8%)
> SeN X —CoS X

61) lim( > > 1 j
=2\ X"+ x—-6 x-2

62) limsenx-Inx

x—0"

63) lim(x—2)tg (ﬂj
x—2" 4

64) lim(sen x)™"*

x—0"
1

65) lim(x+e™)*

x—0

Respostas dos exercicios propostos

1) 31 m/h 2) Aproximando-se a 4 km/h
7

4)£5_”13_”17ﬂ

3 s T )
1212 12 12

2 2
19_19_3__
NN

5) Ponto de méaximo absoluto : -2; Valor maximo absoluto: 17, Ponto
de minimo absoluto: 10; Valor minimo absoluto: -43



6) Ponto de maximo absoluto: 2; Valor maximo absoluto: 64 ; Ponto

de minimo absoluto: -1; Valor minimo absoluto: §
6
7) Pontos de maximo absoluto: PN ; Valor maximo absoluto: 3 ;
6 6 2

Ponto de minimo absoluto —”* ; Valor minimo absoluto: -3
2

5
8) f é crescente em (—0,4] e ‘:§,+00j e decrescente em {—4,5}

9) Ponto de minimo relativo: +2; Valor minimo relativo: —50; Ponto
de maximo relativo: —2; Valor maximo relativo: 46

10) Ponto de maximo relativo: 2; Valor maximo relativo: 4

11) Pontos de méaximo relativo: —1 e 2; Valores maximos relativos: 2
e 5 respectivamente; Ponto de minimo relativo: 0; Valor minimo
relativo: 1

12) Ponto de maximo relativo: —1; Ponto de minimo relativo: 3

. . w5 L. .
13) Pontos de méaximo relativo: 3 e o ; Pontos de minimo relativo:

4 4
_e__
2 2

14) Quadrado de lado 2,5 m.

15) Lado da base: i/g =85 cm; Altura: 3 f% =136 cm

16) Quadrado de lado R\2.

17) cp.c.em (—o0,-2) eem (1,+); cp.b.em (-2,1).
Pontos de inflexao: (=2, f(=2)) e (1, £(1)).

18) c.p.c. em (—o0,+00). Ndo hd pontos de inflexao.

19) Assintota vertical: x =—1, assintota horizontal: y=0.
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20) Assintotas verticais: 6 = kmr; Vk € 7., assintota horizontal:
nao ha.

. .. 1 . )
21) Assintotas verticais: ¢ = —5 e t=2,assintota horizontal:

_
y=-3
1 1
26) — 27) — 28) 1 29) =
4 7
30) €’ 3) @ 32) e
s rers 3 (gl d) Sl vald

o P(x)= 2+—(x 8)—@@ 8)’

2 4
X X x "

30 In(x+1) =x——+ - 4+ (=1)"" 47 (x), sendo
23 4 n

n+l

’ (X) ( 1)n+2 (1+Z) (n+1)

x—4 (x-4) (-4 ()__i -g(x_4)4

35 P(x)=2+ ;
) @) A 64 512 0 128

7

1 5 -1
b) J5=2+ ___+—+r (5 =———z 2, com4<z<5.
4 64 512 :(0):nG)= 28°

Ou melhor, /5 =2,236328+r,(5), com | ,(5)| <3x107*.
O resultado esté correto até a 3* casa decimal.

36) a) 101z cm3 por variagdo de 1 cm no raio

b) 1007t cm?® por variagdo de 1 cm no raio
37) 487 cm? por variagdao de 1 cm no raio

38) Aproximadamente 67 pessoas por més.
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39) 6000 Y, 40) a) 1543/ b) 7,5/
41) a) Aproximando a 40,2 %, b) Afastando a 50,4 %,
42) 6,4

43) Ponto de méaximo relativo: 0; Ponto de minimo relativo: 2

44) Ponto de minimo relativo: 0

45) Ponto de maximo relativo: 3%; Ponto de minimo relativo: In

4
3n

46) Pontos de méaximo relativo: % e

Ponto de minimo relativo: B
47) Pontos de méaximo relativo: 2 e -2; Ponto de minimo relativo: 0

48) Pontos de maximo absoluto: 2 e -2; Valor maximo absoluto: 42 ;
Pontos de minimo absoluto: —/6 ,0, J6 ;
Valor minimo absoluto: 0.

49) Ponto de minimo absoluto: 2; Valor minimo absoluto: -2 Nao as-
sume valor maximo absoluto.

51) a) cp.c.em (0,+); cp.b. em (—0,0); Ponto de inflexdo (0,9)
b) c.p.c. em (—o0,+0); Nao ha pontos de inflexdo.

¢) c.p.c. em (=7,4©) ; c.p.b. em (—o0,=7) ;
Ponto de inflexao (-7,0)

52) 250 e 250 54) raio: R = %r; altura: H =3h

56) lado da base: 2m; altura: Im

57) 30cm e 45cm 58) 25m e 7,14m

59) Sob a 4gua de 4 até P,em que P estd a4kmde B, rio abaixo.
60) V2 61) —% 62) 0

63) 2 64) 1 65) €
4
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