3. Logaritmos

Inicialmente vamos tratar dos logaritmos, uma ferramenta criada para auxiliar no
desenvolvimento de calculos e que ao longo do tempo mostrou-se um modelo adequado
para varios fendmenos nas ciéncias em geral. Os logaritmos aparecem na resolucdo de
equacdes exponenciais com poténcias de bases diferentes, como a equagdo 3* = 5. Para
resolver equacdes deste tipo os métodos ja estudados nao sdo adequados: precisamos do
auxilio dos logaritmos.

Definicdo Sejam a e b nimeros reais positivos, com a # 1. Chama-se logaritmo de b na

base a o expoente que se deve dar a base a para que o resultado obtido seja igual a b.
Simbolicamente, para a,bll Rf e at 1l tem-se

log, b=x= a" =b
Observagdo 7. Lemos “logaritmo de b na base a € igual a x se e somente se a elevado a x ¢

igual a b”. A base ¢ a, o logaritmando é b ¢ o logaritmo € x.

Observacdo 8. Decorre diretamente da definicio que @'’ = 5.

Exemplos
13) log, 8= 3 pois 2°= 8

2

1
14) log3§= -2 pois 377 = ﬁ

O | —

10
3
15) log,1= 0 pois 7° =1

Note que quando o logaritmando for 1, o logaritmo sera zero (veja a defini¢ao de poténcia

com expoente zero).

Exercicios resolvidos
16) Encontre log, ;32

Resolucao

-2
27, temos

B

Chamamos 108,532 = x . Entdo, por definigdo, (0,25)" = 32. Como 0,25=



o\ . 5 .
(2 2) = 2° . Resolvendo a equagio exponencial obtemos -2x= 50 x= - 5 Assim,

5
logo’25 32=- 5 .

17) Calcule log, 125
Resolugdo

Para calcular 108,125 fazemos 125 = 5° e utilizamos a defini¢io de logaritmo:
logy4,125= x « (0,04))(:53@ DLDX353@ (5_2)x:53a 5%=5¢ -2x=3- x:-g
’ H25H 2

3
Assim, log, ,,125= - 5

18) Se log, m = k | determine o valor de loggm .
Resolucao
Seja X o valor de log, m isto é, log,m= x.

Pela definigdo de logaritmo temos log,m=k = 2"=m ¢ loggm=x=- 8 =m.
Logo, 2= 8"« 2= (23)x e 222" 3xz ke x= %

Propriedades dos logaritmos

Para a,b,c0 R,” e a# 1 valem as seguintes propriedades:

L1) O logaritmo da unidade em qualquer base ¢ igual a zero.

Simbolicamente, log,1= 0.

Demonstragdo. Decorre diretamente da defini¢ao de logaritmo e de poténcia com expoente
zero: log, 1= 0 pois a’ = 1,0a0 R, ,at 1

L2) log,a=1

Demonstragio. log,a=1 pois @' = a,0al0 R, ,a# 1

L3) log,b=1log,c- b=c



—_——

L3
Demonstracdo. log b= log c - %= pbe c=b

L4) log, (b.c)=log, b+ log,c

Demonstracdo. Fazemos log, b= x, log,c=y e log,(b.c)= z . Entdo

log. b=x« a*=b

log,.c=ye- a’ =c

log,(bc)=z< a =bc

Substituindo, temos a° = b.c= a*.a’ = a*'¥.Logo, a® = a*'? € Z= X1 ¥, como queriamos

demonstrar.
b

L5) log,—=log, b-log,c
C

Demonstrag¢do. Deixamos como exercicio (veja a demonstragdo anterior)

L6) log, b" = a.log, b

Demonstracdo. Fazemos log, b= x, log,b" = y; vamos provar que ¢ *= ¥ . De fato,
log. b=x« a*=b

log,b" =y« a’ =b

- xa

) xl]
substituindo, a“‘:(a) za” e y=0x.

log, b

L7) (Mudanca de base) Para c# 1 tem-se 10g,0 = log a

Demonstragdo. Deixamos como exercicio (veja as demonstracdes anteriores).

Observagao 9. A propriedade 7 ¢ utilizada quando temos logaritmos em bases diferentes;
vocé deve ter notado que nas propriedades a base ¢ sempre a mesma. Logo, para utilizar as
propriedades com logaritmos em bases diferentes, ¢ necessario converté-los para uma base
conveniente. As propriedades L8 e L9 sdo uma conseqiiéncia da mudanga de base.

1
log,a”

L8) Para @ e b nimeros reais positivos, diferentes de 1, tem-se log, b=

Demonstragdo E conseqiiéncia da propriedade L7. Deixamos como exercicio.



L9) Para @ e b numeros reais positivos com a# 1 e para f um numero real nio nulo,

1
tem-se log ; b= ﬂ—logab_

Demonstragdo Também ¢ conseqiiéncia de L7; deixamos como exercicio.

Observagdo 10: Denotamos por Ina o logaritmo de @ na base “e”, isto ¢, log,a = Ina

Observagdo 11: Quando a base do logaritmo ¢ 10, o logaritmo ¢ chamado decimal e muitos

autores denotam simplesmente “log”, sem escrever a base: log,,a = loga

Exercicio resolvido
19) Calcule 4= log, 5.log, 27.log,~/2

Resolucao

Inicialmente observe que log, 27 = log, 3’ = 3log, 3 ; também

1
log,, NOE log,, 2% = %log25 2 (propriedade L7). Entdo

1 3
4= log, 5.log, 27.log,; V2: (log3 5) .3.(log4 3) .5(log25 2) = 5(log3 5) .(log4 3) .(log25 2)

Vamos fazer uma mudanca de base, colocando todos os logaritmos em base 3 (L8):

_dog,3_ 1 - 1 _ 1 _ log,2 _ log,2 _ log,2
log, 3= S = > = e log, 2= S > =
log,4 log,4 log,2” 2log,2 log,25 log,5" 2log,5
Assim,
A= 3(log35). ! -log32 :E.log35:§
2 2log,2 2log,5 8 log,5 8

4. A funcio logaritmica

Vimos na Observagdo 6 que a fungdo f:R - ]0,+ ® [ , f(x)= a” ¢é inversivel para todo

numero real positivo a # 1, isto é, existe uma funcdo & : ] 0, [ - R tal que



feg=gef=Id Estafuncdo & ¢ afuncdo logaritmica de base @, que a cada nimero
real positivo X associa o niimero real log, x .

Definicido Seja @ um nimero real positivo, a # 1. A fungdo logaritmica de base @ ¢ a

inversa da funcdo exponencial de base @, g ZIO,+ © ’ - R, g(x)=log, x.

Consideragoes sobre a defini¢do

1) A fun¢do exponencial e a fungdo logaritmica s3o a inversa uma da outra, desde que
tomemos o conjunto ]0, 0 [ como contradominio da fun¢do exponencial e como dominio
da fungdo logaritmica. Também deve estar estabelecido um nimero real positivo a # 1

como base. Assim, chamando /* a funcdo exponencial (de base @) f(x)= a* ¢ & a fungdo
logaritmica (também de base @) g(x)= log, x temos:

RO [ ]04w[0 0. R

gof R- R, (gof)x)= g(f(x)= log, f(x)= log,a" = x.log,a= x.1= x.

ge° [ ¢éafuncio identidade no conjunto R .

Por outro lado, também temos:

[0,+0[0 0o RO - |0,40]

fog:i0tn[« R, (fog)x)= fg(x)= a*™ = a"" = x.

f°g éa funcdo identidade no conjunto |0,+®| .

2) A funcao logaritmica ¢ bijetora, uma vez que admite inversa.
De fato, g:]0,+0[ -~ R, g(x)= log, x

(i) é injetora pois: se X, , X, [ ]O,+°° [ e g(x)= g(x,), temos

log, x,

log, x, =log,x, = x,=a « X, = X, (lembre-se da Observagdo §).
(ii) € sobrejetora pois: se YU R existe x0 R, x= a4’ tal que

g(x)=g(a")=log,a” = ylog,a=y.



3) A que expoente deve-se elevar 10 para obter 1000? A resposta a esta pergunta é 3, uma
vez que 10° = 1000 . Mas qual deve ser o expoente de 10 para obtermos 25? Neste caso a
resposta é 10g25 (base 10), ja que pela consideracdo anterior temos 10°¢* = 25. Uma
calculadora cientifica (que calcula os logaritmos decimais) nos dd uma aproximacgao deste
niimero, que é um numero irracional: 10g25 U 1,39794000867. Vocé pode usar a

calculadora para encontrar as aproximacgoes dos logaritmos em outras bases, utilizando a

) _log5
propriedade da mudanga de base. Por exemplo: log, 5 = log2

0 2,32192809489 . Lembre-

se que este numero ¢ uma aproximag¢do!

4) Note que o dominio da fung¢ado logaritmica ¢ o conjunto ]0, to [ . Isto significa que s6

podemos encontrar g(x) = log, x para valores positivos de X, e também para valores

positivosde a# 1.

Propriedades da funcio logaritmica
Consideramos g:]0,t®[ - R,al R, a# 1, g(x)= log, x em todas as propriedades que

seguem. As trés primeiras propriedades ja foram demonstradas como propriedades dos
logaritmos, e constituiram-se na motivagao principal e original para o desenvolvimento dos
logaritmos como um instrumento de calculo no século XVII. Como vocé pode ver, os
logaritmos transformam produtos em somas e poténcias em produtos, facilitando o célculo
com grandes nimeros (na Astronomia, por exemplo); se fosse preciso multiplicas dois
nimeros com muitos algarismos ou muitas casas decimais, tomava-se a soma dos
logaritmos destes numeros usando uma tabela (chamadas tdbuas de logaritmos), e este
valor seria o logaritmo do produto; com o auxilio da tabela recuperava-se o produto
desejado. Com o aparecimento da calculadora no século XX, este procedimento se tornou
obsoleto. As atengdes entdo foram voltadas para a fungdo logaritmica, que ¢ de extrema

importancia em Matematica e em suas aplicacoes.

FL1) g(x)= g(x)+ g(3),0x,p0]0,+0]



FL2) Se ¢ O R, g(x")= 0.g(x),0x,y0]0,+a]

Ux[
FL3) g0 07 g(x)= g(»),0x,y0]0,+0]

FL4) & ¢ crescente se a > 1 e ¢ decrescente para 0< a< 1

Demonstragdo

Suponhamos a > 1; sejam X;, X, [ ]0,+ 0 [ tais que X, < X,. Como X, e X, estdo na imagem

da fun¢io exponencial f de base @, existem ¥, ¥, U R taisque f(3)= x e f(,)= x,.

Y2

Conseqiientemente, a” = x, , a”* = x, e ¢* < ¢*>. Como a fungdo f & crescente para

a> 1, devemos ter ¥, < ¥, (pois se ¥, < ), teriamos X, < X;, o que ndo acontece). Assim,
uma vez que £(x,)= ¥, e g(x,)= ¥, (a fungio logaritmica é a inversa da funcio

exponencial), temos g(x,)< g(x,) e & é crescente.
Faga uma demonstragdo analoga para o caso 0< a< 1.

Olog, x< 0se0< x< 1

> 1 3
FLS5) Se a ,entaoH log, x> 0sex> 1

Olog, x> 0se0< x<1
Se 0< a< 1 entdo [
0 log,x<0sex>1

Demonstracdo

E uma conseqiiéncia direta da FL5. Faga como exercicio.

Exercicios resolvidos
20) Determine o dominio da fung¢do g(x) = log,(1- 2x)

Resolucao

Lembrando a consideragdo 4, devemos ter 1- 2x> 0« 2x<1e x< 5

. : 0 11
Entdo o dominio da funcdo ¢ o conjunto H‘ © ,EH

Observagdo 12. Note que a fungio &€ ¢é a composta das fungdes /(x) = log, x e

t(x)=1-2x . De fato, g(x) = (hot)(x)= h(t(x))= log2 t(x)= 10g2 (1-2x). A determinagao



do dominio ¢ conseqiiéncia das consideragdes que fizemos no Capitulo 4 sobre a existéncia

da fungdo composta. Fungdes compostas do tipo g(x) = log, s(x) com s(x) uma fungdo

real de varidvel real serdo muito utilizadas na disciplina de Calculo.

1
21) Se g(x)= In— | calcule o valor de g(€’).
x

Resolucao

A fungdo logaritmica esta na base e; temos

g(e’)=3.g(e)= 3.lnl: 3.Ine'=(-1).3.Ine= -3
e

Grafico da func¢io logaritmica
Para fazer o grafico de g(x) = log, x podemos usar o conhecido grafico de sua inversa

f(x)= a": eles serdo simétricos em relagdo a bissetriz do primeiro quadrante.

Eventualmente, vocé pode marcar alguns pontos usando calculadora. Faremos como

primeiro exemplo g(x) = log, x | usando sua inversa f(x)= 3",

¥




X

Exemplo 2) Fazer o grafico da fungdo & (x) =

[

log%x usando sua inversa f(x) = ﬁ ﬁ

1
2

Observagdo 13. E importante conhecer o aspecto dos graficos das fungdes exponencial e

logaritmica, distinguindo os casos a> 1 e 0< a< 1.

Exercicios propostos

11) Determine o dominio das fungdes

a) f(x) = log,,,,,(2x* - 5x+ 2) b) g(x) = log, %

12) Esboce o grafico das fungdes:

a) g(x) = log, x* b) h(x)=|log,x|  ¢) J(x)= log% *

13) Determine os valores de K para que o dominio da funcao f'dada por

f(x)= log(x*+ Kx+ K) seja o conjunto dos nlimeros reais.



Equacgdes logaritmicas
Da mesma forma que utilizamos as propriedades da fungdo exponencial para resolver as
equagdes exponenciais, podemos utilizar a fungao logaritmica para resolver as equagoes

logaritmicas. Faremos exemplos dos trés tipos classicos destas equacdes.

1°) Equacgdo do tipo 10g, h(x) = log, k(x), com h(x) e k(X) funcdes reais de varidvel
real.
E a equagio que apresenta uma igualdade entre dois logaritmos de mesma base. Sua

resolucao estd baseada no fato da funcao logaritmica ser injetora.

22) log,(3x+ 2) = log,(2x+ 5)

Como a fung¢do logaritmica ¢ injetora, concluimos que 3x+ 2= 2x+ 5 (1). Resolvendo esta
equacdo obtemos x = 3. Mas ndo podemos esquecer que o dominio da fun¢do logaritmica ¢
o intervalo ]0,+ ® [ , isto é, devemos ter 3x+ 2> 0 e 2x+ 5> 0. Isto significa que a solugdo

da equacao deve pertencer a intersec¢ao dos conjuntos solucdes destas duas inequacgdes.

Resolvendo as inequagdes, obtemos

2 o 2 i
N3x+2>0= x> -— A=pq —,t0
(1) 3 0 A3 I

5 05 0
ii) 2x+5>0e x> -= A==t
(i1) AR B

A= An 4, =

W | N
+
8

|

-

: 02 0 . ~
Como o valor encontrado x = 3 pertence ao intervalo H' 3’ T H, o conjunto solugdo da

equagio é S={3} .

Observagdo 14. Os livros didaticos ensinam a substituir a solucao da equagao

3x+ 2= 2x+ 5 nasexpressdes 3x+ 2 e 2x+ 5. Se resultar um nlimero positivo em ambos
0s casos, a solu¢do da equacdo 3x+ 2= 2x+ 5 ¢ a solugdo da equacdo logaritmica. Este
procedimento esta correto e torna mais eficiente a resolucdo. No entanto, ndo podemos

esquecer o motivo que leva a este procedimento, isto €, o fato do dominio da fung¢ao



logaritmica ser o intervalo ]0, T [ ; este procedimento verifica o sinal das fungdes
h(x)=3x+2 e k(x)= 2x+ 5 em x= 3. Veja outra resolugdo usando este procedimento:
23) log,(5x% - 14x+ 1) = log,(4x* - 4x - 20)

5x°-14x+1=4x*-4x-20= x*-10x+21=0

Raizes: X, = 7 e X, = 3. Substituindo estes valores em A(x)= 5x° - 14x+ 1 e

k(x)= 4x* - 4x- 20, obtemos (note que #(7) = k(7) ¢ h(3)= k(3)):

W(7)= k(7)= 5.77-14.7+ 1= 148> 0 (7 serve!)

h(3)= k(3)= 5.3°-143+1=4>0 (3 também serve!)

Assim, as duas raizes encontradas sdo solu¢des da equacio logaritmica: S = {3,7}.

Exercicios propostos
Resolva as equacdes do primeiro tipo:

14) logl(Sx2 -3x-11)= logl(3x2 - 2x-8)

2 2

Resposta: S = [

15) log,(x* - 3x- 10) = log,(2- 2x) Resposta: S = {-3}

2°) Equagdo do tipo log, h(x) = a

E a equacio que resulta da igualdade entre um logaritmo e um niimero real. Sua resolugo é
baseada na defini¢do de logaritmo.

24) log (4x-3)= 2

Pela defini¢do de logaritmo temos que 4x- 3= 5" « 4x-3=25e 4x=28e x=7

Como devemos ter 4x- 3> 0 (pelas mesmas consideracoes feitas no exemplo 22), e

47-3=25>0, x= 7 ésolugdo da equagdo: S = {7} .

Exercicios propostos

Resolva as equagoes do segundo tipo:
16) log,(x- 1)* = 2 Resposta: S = {4,-2}

17) logl(2x2- Oxt+4)=-2

3

i 10
Resposta: S = [05,- =
P 17 20



18) log, (x* - 4x+ 3)= Resposta: S = [ 2+ \/5,2‘ \/5]

N | =

3°) Equagoes que utilizam incognita auxiliar

E a equacdo que faz uso de uma mudanga de incégnita (ou mudanga de variavel) para obter
uma equacao ja conhecida.

25) log;(log, x) = 1

Fazendo log, x= y , temos uma equacdo do segundo tipo: log, y = 1. Resolvendo esta
equacio obtemos ¥ = 3. Substituindo Y em log, x = ¥ temos novamente uma equagio do
segundo tipo, log, x = 3 Resolvendo esta equagdo obtemos x = 2° = 8. Logo, S = {8} .

26) (log; x)* - logsx=2

Fazendo log; x= y temos y*- y= 2+« y’-y-2=0.Resolvendo a equagdo do segundo

grau obtemos as raizes ¥, = 2 e ¥, = - 1. Substituindo ¥, = 2 em log;x= y , obtemos a

equacdo logs x = 2 cuja solugdo é x = 5% = 25. Substituindo ¥, = -1 em log; x= y

41 0, 10
obtemos a equagio 10gs x = - 1 cuja solugdo é x= 5' = 5 Assim, S = H25,§H .
Exercicios propostos
Resolva as equacgdes do terceiro tipo:
2+ log,x  log,x 010
+ = - S=0—
19) log,x 1+ log, x Resposta: f9H
i 10
20) (logx).(logx- 1) =6 Resposta; S = =1000,—D
i 1007
3 _ 0 10
21) (logx)® = 4.log x Resposta: S = =1’100’ﬁH

Observagao 15. Os trés tipos de equagdo que acabamos de estudar podem ser combinados
com as propriedades dos logaritmos para resolver outros varios tipos de equagdes. Vamos

fazer mais alguns exemplos.



27) Resolver a equagdo log, (2x+3)= 2
Resolucao

Note que a incognita aparece na base, que deve ser um namero positivo e diferente de 1,
istoé, x>0 e x# 1. Usando a definigdo de logaritmo temos:

2x+3=x" e x’-2x-3:=0

Resolvendo a equagdo do segundo grau obtemos as raizes X, = 3 ¢ x, = =1, Como ¥ deve

ser positivo (e diferente de 1), descartamos a raiz X, = - 1. Assim, X, = 3 ¢ a solugdo:

§= 3.

28) Resolver a equagdo log, 2+ log, x = 2

Resolucao

Note aqui que a incdgnita aparece tanto na base como no logaritmando; devemos ter x> 0
e x# 1. Como sdo logaritmos de bases diferentes, ndo podemos usar a propriedade do
produto (L4). Vamos entdo fazer uma mudanga de base (L7):

_log,2 1

log Y log, x (note que log, x# 0 pois x# 1)
2 2

Substituindo na equacao temos o tlog,x=2 | queéuma equagdo do terceiro tipo.

£,

Fazendo log, x= y, y# 0, ficamos com a equagdo

+ 2
l-{-y:z@ 1 y
Y

= 22X y*=2y+1= 0, cujas raizes sio ¥, = ¥, = 1. Substituindo

y=1em log,x= y, obtemos a equacio log, x= 1= x=2'=2 TLogo, S= {2},

0o 110
29) Resolver a equagdo Ing2 z long+ BH+ 1

Resolucao
Note que neste caso todos os logaritmos estdo na mesma base 10. Fazendo 1= log10

ficamos com a equacao



0 110
log x* = lognx+ —p+ log10
S T

Usando a propriedade do produto (L5), obtemos

0 110
logx* = logl0.fx+ —
g g H IOH

e esta ¢ uma equagdo do primeiro tipo. Assim,

xZZIO.Dx+ ED«: x*=10x+ 11« x*-10x-11=0
1" 108

Resolvendo a equagdo do segundo grau encontramos as raizes X, = 11 ¢ x,= -1,

Verificamos que ambas raizes sao solucdo da equagao logaritmica (por que?). Logo,

S={1,-1}.

30) Resolver a equagao log% (Bx+2)- logl (2x-3)=-4

2

Resolucao

2 3
Inicialmente note que 3x+ 2> 0= x> - 3¢ 2x-3>0+- x> 5 Fazendo a intersecgdo

: 3
das duas condigdes obtemos x > 5 A solugdo que estamos procurando devera pertencer ao

unt DE +ooD
COHJUHOHZ, H

03x+ 20
Usando a propriedade do quociente (L5), podemos escrever 10g 1 HZx 3 H: -4 | queé
2

uma equacao do segundo tipo. Entdo

H2H 2x-3 2x-3

-4
¥ ¥
Q1D 3xt 2 e 33Xt 2 o 48=3x+ 2« 20x= 50 - ng

29 3 29 03 [
Como — = 0,58< 1,5= = o valor — ndo pertence ao intervalo g—,*® g e
50 2 50 H2" "

conseqiientemente ndo € solugdo da equagdo logaritmica. Logo, S= [ .

Exercicios propostos



Resolver as equagdes:

22) |/logx = log\/;
23) x+ log(1+ 2%) = x.log5+ log6

24) log, x+ logy x+ log, x= 1

log,(x+ 2)- log, (x- 6)= log,(2x- 5)

3

25)
26) 9.xlog3x - x3

27) log, Hlog,(3x* - 5x+ 2)f= log, 2

Tarefa de Pesquisa
Sabemos que as fungdes exponenciais e logaritmicas sao modelos uteis para o estudo da
concentragdo de uma solucdo, do calculo de um capital a juros fixos ou da desintegracao

radioativa. Pesquise nos livros didaticos exemplos destas aplicacdes.
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