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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova forma de melhora perceptual de imagens panoramicas (campo de visdo maior
que 90°) através de transformagoes utilizando niimeros complexos. Apresentando primeiramente as bases das
projecdes de imagens, com o conceito de esfera visivel, o trabalho explica resumidamente as projegdes mais
famosas (perspectiva, estereografica e Mercator). Constroi também uma relagdo entre a projegdo estereografica,
a esfera de Riemann e o plano complexo estendido. Demonstra os elementos mais importantes (para o objetivo)
das transformagdes de Mobius e depois os aplica (demonstrando uma relagdo entre as constantes das
transformagdes com a ideia de cross ratio), através de algoritmos, em imagens panoramicas, gerando resultados
visualmente satisfatorios.
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1. Introducao

Com o desenvolvimento de novos equipamentos de fotografia e novas técnicas de
processamento de imagens (stitching, ver [5]), foi possivel expandir o campo de visdo (CDV)
de uma imagem (usualmente préximo de 90° latitude e 90°longitude) para acima do
normalmente utilizado, gerando imagens de até 360° de longitude, as quais foram chamadas
de imagens panoramicas. Entretanto, estas imagens possuem naturalmente distor¢des e, com
isso, foi criado um novo campo na Matematica Aplicada, que busca otimizar visualmente tais
imagens. Este trabalho procura, através da utilizagdo de transformacdes com numeros

complexos, trazer uma contribuicao a este campo de estudos.
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2. A Esfera Visivel e Imagens Panoramicas

Neste artigo, assim como em [5], toda cena observada de um ponto de vista fixo sera

modelada como sendo a esfera wunitdria centrada no ponto de visdo
(S°=((x,y,z)€R’|x*+ y*+z°=1}), em que cada ponto possui uma cor associada, a cor que

¢ vista quando alguém olha através deste ponto. Por conveniéncia, assumiremos que a origem
do R’ ¢ o ponto de vista.

Esta esfera nds chamamos de esfera visivel. Note que a esfera visivel representa
totalmente o campo de visdo com 360° longitude por 180° latitude.

Uma bem conhecida e 1til representagdo da esfera S* ¢ por coordenadas de longitude e
latitude:

ri[—m,m]x _7“,%]—)52
(A,¢)«=(cos(4)cos(g),sin(4)cos(p),sin(p))

Esta representacao ¢ ilustrada abaixo:

p

[SE

[(&E

Figura 1 - Representacdo de longitude/latitude r.

Chamamos de dominio equirretangular o dominio de longitudes e latitudes.
Tais imagens do dominio equirretangular sdo chamadas de imagens equirretangulares e
serdo a informacao de entrada dos algoritmos que desenvolveremos.

Um exemplo de imagem equirretangular ¢ mostrado abaixo:
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Figura 2 - "rodela equirectangular", do usudrio do Flickr Luca Biada, em [6].

3. Projecoes Classicas

Projecdo de Perspectiva

Sem duvidas € a projecdo mais conhecida, pois a maioria das lentes de cameras simples
capturam fotos através de uma perspectiva linear aproximada. O processo de formagao de
uma imagem na retina do nosso olho também se aproxima bastante da transformacao
perspectiva.

A construgdo desta projecdo ¢ a seguinte: a esfera visivel é projetada em um plano
tangente (em nosso caso, x = 1) através de linhas que emanam do centro da esfera, como

mostrado na figura 3.

Figura 3 - Projecdo de Perspectiva.

Como (x,y,z)€S® ¢ mapeado para (1,%,§)N(l’£)enm, isto consiste em uma
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divisdo simples pela coordenada x. Observe que o mapeamento tende ao infinito quando
x>0 e ndo estad definido quando x=0. Entdo definimos a perspectiva apenas para pontos

da esfera com coordenada x>0.
Uma vez que queremos um mapeamento do dominio equirretangular para um plano,

temos que converter a formula acima para coordenadas de longitude/latitude: dados
(x,y,2)€S"x>0, existe (A,(p)E[_—zn,%]x[_Z—“,%] onde (x,y,z)=(cos(A)cos(g),sin(A)cos(p),sin(¢))

e a projecdo de perspectiva ¢

(cos(A)cos(¢),sin(A)cos(¢),sin (@)= |1 sin(A)cos(@)  sin(A) ) _ (1,tan().),tan((p)),

> cos(A)cos(¢) cos(A)cos(¢)

Logo, a férmula final para a proje¢do de perspectiva é:

PN IR (oslun=[n(a), 2201

A figura 4 ¢ um resultado desta projecgao.

Figura 4 - Uma imagem em perspectiva (CDV = 90°La 120°Lo).

Defini¢do.l: Um difeomorfismo ¢:S=S ¢éum mapeamento conforme se, para todo

pEeS eparatodo v, v,€T,S ¢ verdade

<d(Pp(V1), d(Pp(V2)>:@2(p) <V1, V2>
onde ©® ¢éuma funcdo diferenciavel que nunca zera.

De [5], temos que, se um mapeamento ¢ conforme, ele preserva angulos e orientacao.

Projecao Estereogrdfica
A constru¢do geométrica da projecdo estereografica ¢ a seguinte: a esfera visivel ¢
projetada no plano x=1 (como a projecdo de perspectiva) através de linhas que emanam

do polo oposto ao plano de tangéncia, (-1, 0, 0) neste caso. Entdo ela ¢ essencialmente a
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projecdo de perspectiva mas com linhas vindo de (-1, 0, 0) em vez de (0, 0, 0), como mostra a
figura 5.

Figura 5 - Proje¢do Estereografica.

Se (1,y,z) éaprojecio de (x,y,z)€S’, por similaridade de tridngulos nos obtemos
as seguintes relagoes:

2 2z 2 2z
~ 2 r 1 y ~ y
Entao (x,y,z)ES ¢ mapeado para ( ’x+1’x+1) (x+1’x+1

que o mapeamento nao esta definido em (-1, 0, 0), o polo oposto ao plano tangente. Em

coordenadas latitude/longitude temos:

JEM, _,. Observe

i : 2sin()cos(¢) 2sin(A)
A A (1
(COS( )COS((P))SHI< )COS((P>’SIH((/))) ( ,COS()\)COS(([))+1 ’COS<}\)COS((p)+1)
Entdo a formula final da projecdo estereografica é:
S:(—m,m)x _2—75,%]\(—%,0)-)le , (M) (u,v)= 2sin(A)cos(¢) 2sin(A)

~ \cos(A)cos(p)+1° cos(A)cos(¢)+1
De [5] temos que a proje¢do estereografica ¢ uma projecdo conforme.

A figura 7 ¢ um resultado desta proje¢do sobre a figura 6.
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Figura 6 - "Berlin", imagem equirretangular obtida pelo usudrio do Flickr [8], em [6].

Figura 7 - Projegﬁo estereografica da imagem da Figura 6 (CDV = 150°La 300°Lo).

Proje¢do de Mercator

Esta projecdo foi apresentada pelo cartografo e gedgrafo flamengo Gerardus Mercator,

em 1569, apenas com propdsitos cartograficos em mente.

E uma projecdo cilindrica, o que significa que a coordenada u varia linearmente com a

longitude e é conforme. Sua formula é a seguinte (demonstragdo em [5]):
M:(—m,m)x ( 5y )-)IR J(A,0)>(u,v)=(2,log(sec(¢p)+tan(p)))
Observe que o mapeamento tende ao infinito quando ¢-> %

A figura 9 ¢ uma projecdo de Mercator sobre a figura 8.

Figura 8 - "Wrocla", imagem equirretangular obtida pelo usudrio do Flickr [8], em [6].
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Figura 9 - Projecdo de Mercator da imagem da Figura 8 (CDV = 170°La 360°Lo).

4. Transformacoes de Mobius

az+b
Defini¢do.I: Um mapeamento S:C->C da forma S (z):,;;d ¢ chamado de uma

transformagdo lincar fracionaria. Se a,b,c,d também satisfazem ad—bc#0 entdo

S(z) ¢échamada Transformagio de Mébius.

dz—b

“oz+a Satisfaz

Se S ¢ uma transformacao de Mobius entdo S (2)=

SoS(z)=S"0S(z)=z; isto ¢ S°' é o mapeamento inverso de S. Se S e T sdo
ambas transformacdes lineares fraciondrias entdo segue que  SoT também ¢é. Logo, o
conjunto dos mapeamentos de Mobius formam um grupo sob composicdo. Este artigo tratard

somente das transformagoes lineares fracionarias que sdo transformacdes de Mdbius.
1. A Esfera de Riemann

Sabendo que a projecdo estereografica ¢ conforme (demonstragdo em [5]), leva circulos
para circulos e linhas (demonstracdo em [3]) e ¢ uma bije¢do se excluirmos o ponto de vista,
podemos identificar, via proje¢do estereografica, pontos no plano complexo com pontos da
esfera visivel. Definindo o como sendo correspondente ao ponto de onde emanam as linhas

da projegdo, obtemos assim um mapeamento continuo SP:S°-C,, que possui também

inversa continua SP™':C_-S’. Esta forma de interpretar o plano complexo em uma esfera
foi construida por Riemann e recebe o nome de esfera de Riemann. Em nosso trabalho,
consideraremos nossa esfera visivel como sendo uma esfera de Riemann com oo sendo o

ponto oposto ao plano da projecao.

2. Resultados Basicos
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E Conforme: Preserva Circulos, Angulos e Simetria
De [1] e [2] temos que transformacdes de Mdbius sdo conformes e preservam circulos,

angulos e simetria.

Decomposi¢do Em Transformagoes Mais Simples
Proposicdo.1: Se S ¢ uma transformagdo de Mobius entdo S ¢ a composicdo de
translacdes, dilatagdes e inversdo. (Obviamente, alguns desses podem ser omitidas).
Demonstragdo:  Primeiro, suponha ¢=0. Logo S(z)=(a/d)z+(b/d) entio se
S,(z)=(ald)z,S,(z)=z+(b/d), entdo S,°S,=S e terminamos.

Agora tome c#0 e faca S,(z)=z+d/c, S,(z)=1/z, 53(2):(13(:;20(1)2,
c

Si(z)=z+alc. Entdo S=S§,08,°5,0S, m
Proposi¢do.2: As transformagdes de Mobius sdo bijegoes em C.,.
Demonstragdo: A translagdo z-z+k,00>0 ¢ claramente uma bijecdo com inversa
z9z—k,0>0,
A expansdo z->kz,0-> ¢ claramente uma bije¢do com inversa z->z/k,00-> 0.
Ainversdo z->1/z,00,00->0 ¢ uma bije¢do que ¢é ela mesma.
Como todas as combinacdes destas sdo bijecdes e transformagdes de Mobius sdo

combinagdes destas, temos que elas sao, também, bijegoes. m

Pontos Fixos

Pontos fixos sdo os pontos que satisfazem a seguinte condigdo: S(z)=z. Se z
satisfaz essa condic¢do, entdao

cz’*+(d—a)z-b=0.
Logo, uma transformacao de Mobius pode ter no maximo dois pontos fixos a menos que
S(z)=z paratodo z.

Agora tome S sendo uma transformagdo de Mobius e tome p,q,s pontos distintos
em C, com P=S(p), G=S(q), 7$=S(s). Suponha que T ¢é outro mapeamento
com essa propriedade. Entio T~ 'oS=Identidade. Isto é, S=T. Logo, um mapeamento
de Mobius € unicamente determinado por suas agdes em quaisquer trés pontos em C,..

Faga z,z,z, pontosem C,. Defina S:C,>C, por
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S(z):(z_z2 )/(ﬁ) se z,2,2,€C;

z-2,) \z,~z,
S(z):j:z se  z,=;
S(z)—ZZl_ZZ;’ se  z,=o;
S(z)—zzl__zz2 se z,=o.

Em qualquer caso S(z,)=1,5(z,)=0,S(z;)=0 € S é a dunica transformagdo

possuindo essa propriedade.

Cross Ratio
Defini¢do.2: Se  z€C,, entdo (z,z,2,25) (O cross ratio de z,z,z, ¢ 1z, )éa
imagem de z sob a transformacdo de Mdbius Unica que leva 2z, para 1, z, para 0 e

Z, para 0.

Isto é:

M(z)= — se M(z)=1 , M(z,)=0 ,e M/(z)=c0.

Proposicdo.3: Se z,z,z, sdo pontos distintos e T ¢ uma transformagdo de Mobius
qualquere T(z)=w,,i=1,2,3, entio
(Z:ZL22,23):(W:W1,W2,W3)

para qualquer ponto  z.

Demonstragdo: Tome S(z)=(z,z, z,z,); entdo S ¢éum mapeamento de Mdbius. Se

M=SoT™", entio M(w,)=1,M(w,)=0,M (w;)=c0; logo, SOT_l(z):(z,wsz,w?))

paratodo z€C.. Em particular,se z=w segue o resultado desejado. m

Proposi¢do.4: Se z,z,z; sdo pontos distintos em C, ¢ w,w,w; também sido

pontos distintos de C_, entdo existe uma e apenas uma transformacdo de Mdbius S tal

que S(Zl):WL5(22):W2,5(Z3):W3.
Demonstragio:  Tome T(z)=(z,z, 2, z5), M(z)=(z,w, wyw;) e faca
S=M'oT. Claramente S tem a propriedade desejada. Se R ¢é outro mapeamento de

Mobius  com R(zj)zwj para j=1,2,3 entio R 'oS possui trés pontos  fixos

(z,2,25). Logo, R'cS=1, ou S=R. m
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Da definicdo e das propriedades acima provadas, podemos dizer entdo que para

z;,w,e€C,,i=1,2,3, existe uma, e apenas uma transformacao de Mobius M, tal que

(W_Wl)(WZ_WS) :(Z_Zl)(ZZ_ZS)
(W—W3)(W2—W1) (Z—Z3)(Z2—Zl)-

M(z,)=w;; (1)

5. Otimizacao de Imagens e Transformacgdes de Mobius

Inspirados no artigo [4], onde os autores exploram transformacdes de Maobius
hiperbdlicas (para mais informacdes sobre a classificagdo das transformacdes, veja [2]) na
otimizagdo de imagens panordmicas, neste artigo trabalhamos com o caso geral das
transformacgoes.

Dada uma transformacao de Mobius M(Z):ZZ:Z’ utilizamos a ideia gerada pelo

cross ratio de que uma transformacdo pode ser definida por pontos z,z,z; ¢ w, w, w;
ondew,=M (z,),i=1,2,3, fazendo com que o usuério insira trés pares de coordenadas

(entrada e saida) no dominio equirretangular e calculamos o valor das constantes a,b,c,d
no espaco complexo estendido que gera o resultado desejado. Para encontrar tais constantes
temos a seguinte proposi¢ao:

_az+b

Proposi¢do.5: Dada  uma  transformacdo de  Mdbius M(z)—cz+ q’ que
(2,21 2, 25)=(w,w, w,wy) onde w,=M(z,) para i=1,2,3 temos:
wiz, w, 1 Wz, Z, W, z, w, 1 wz, z, 1

a=det\w,z, w, 1|,b=det\w,z, z, w,|,c=det|z, w, 1|, d=det|w,z, z, 1|
Wiz, wy 1 WiZy, Zy W, z, wy, 1 Wiz, Z 1
Demonstrag¢do: Podemos reescrever a equacao da transformagdo de Mdbius da seguinte
forma, tomando w=M(z),cwz—az+dw—b=0.
Sabemos também que a equacio passa nos pares de pontos (z;,w;) e no par (z,w)
entdo podemos montar o seguinte sistema linear:

cwz—az+dw—b=0
cw,z,—az;+dw,;—b=0
CW,Z,—az,+dw,—b=0
cw,z,—az,+dw,—b=0

Reescrevendo-o em forma matricial, temos:
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wz —z w -1
w,z, —z, w, —1
W,Z, —2, w, —1

Q0O o Q
o O OO

WiZy, —2, wy, —1

wz —z w -1

Wz, —zp o owy, —1)

< . w
Uma vez que ndo queremos a solucdo trivial, temos que det 0

W2Z2 _Z2 W2 _1
Wiz, —2; w, —1

Expandindo o determinante acima por cofatores na primeira linha, temos que:

-z, w, —1 wz, w; —1 wyz, —z; —1 Wz, —Z; W,
wz-det|—z, w, —1{tz-det|w,z, w, —1frw-det|w,z, —z, —1pdetw,z, —z, w,[=0

-z, wy; —1 woz, w, —1 Wiz, —z, —1 W,z —Z; W,

z, w, 1 w,z, w; 1 w,z, z; 1 Wi Z, Z, W,

wz-det|z, w, 1|-z-detw,z, w, 1pw-detw,z, z, 1|—detlw,z, z, w,[=0
Z; wy 1 Wiz, wy 1 WiZy Z; 1 W32y Z3 Wj

Mas isto ¢ uma nova forma de escrever a equagdo cwz—az+dw—b=0, logo

wyz, w, 1 W.Z, Z, W, z, w, 1 w,z, z; 1
a=det w,z, w, 1 ,b=det W,Z, Z, W, ,c=det z, w, 1 ,d=det w,z, z, 1| =
WiZy wy 1 WiZy Zz Wi zZ, wy 1 WsZy Z3 1
Uma vez com as constantes a,b,c,d em maos, geramos alguns resultados que podem

ser vistos na sec¢ao abaixo.
6. Discussiao dos Resultados
Para um melhor entendimento do que estd acontecendo com as imagens, para cada um

dos resultados a seguir, os pontos verdes representam os pontos especificados na imagem de

entrada e os azuis sdo os pontos especificados na imagem de saida.

Figura 10 - "Caged", do uéuério do Flickr Bernd Kronmueller, em [6].
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Comecamos entdo com um caso simples, uma translacio pura (no dominio
equirretangular): movemos os 3 pontos verdes na Figura 10 para novas posi¢des em azul na
Figura 11. O restante dos pontos ¢ movido de acordo com a transformacdo de Moebius
determinada por estes 3 pontos na entrada e na saida.

Vemos que neste caso, a transformacdo corresponde as expectativas.

= = —

Figura 11 - Resultado de uma translagao pura.
Agora, aplicando uma translacao seguida de uma correcdo de curvatura no objeto que ¢
transladado para o centro da figura 8 (aqui colocamos os pontos verdes e pontos azuis na

mesma imagem, a da Figura 12).

Figura 12 - Resultado de uma translag¢ao seguida de corregao.

Podemos ver uma grande distor¢ao nos pontos longe do centro da imagem, problema que

pode ser corrigido (se for de interesse) efetuando um corte na imagem, como mostra a figura

13.

4§*

Figura 13 - Imagem corrigida e recortada (CDV = 30°La 90°Lo).
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Partindo para casos mais complexos, efetuamos uma corre¢do na distor¢do da mesa
situada no centro da figura 2 e depois efetuamos um corte na imagem resultante.
Podemos ver uma grande distor¢do nos pontos distantes do centro (que pode ser um

resultado ndo esperado).

Figura 14 - Resultado da corre¢do na mesa central.

\

ApoOs o corte podemos ver uma distor¢do muito similar a causada pela projecao
estereografica. Note também que o campo de visdo ¢ proximo de 150° latitude e mais de 270°

longitude.

Figura 15 - Imagem resultante do corte (CDV = 120°La 3270°Lo).
Para o caso em que estudamos a corre¢do em imagens com pessoas, utilizamos a seguinte

imagem:

Figura 16 - “Pake and Julie at their antique store Antique Alley at 1030 Queen Street in
Honolulu, Hawaii - A 360 degree VR”, do usudrio do Flickr Norman Kaleomokuokanalu
Chock, em [6].
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Buscamos centralizar o senhor da imagem e amplia-lo (ou reduzi-lo) por um escalar k

através da atribuicdo de 3 pontos em volta do objetivo. No caso, usamos k=3 na figura 17

e k:% na figura 18.

Figura 18 - Imagem diminuida por um fator 1/3 (CDV = total).

Podemos ver uma grande distor¢do nos pontos distantes do centro (algo frequente nas
transformagoes).

Para mais resultados, veja o link onde disponibilizamos o algoritmo das transformagdes

[7].

7. Consideracoes Finais

Através da constru¢do de conceitos fisicos em modelos matematicos, como a esfera
visivel e a propria imagem panoramica, investigamos uma maneira de corrigir distor¢des
neste tipo de imagens. No nosso caso, essa maneira foi nimeros complexos e transformagdes
de Mdbius, que mostrou resultados satisfatorios (como a figura 15) e abriu possibilidades para
trabalhos futuros, como encontrar maneiras de gerar transformag¢des de Mobius com mais
pontos de entrada (encontrando a transformacdo mais proxima do resultado esperado). Com

os resultados gerados, também ¢ possivel imaginar possibilidades artisticas para as
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transformagdes de Mdbius, uma vez que as distor¢des causadas por elas ndo sdo comuns ou

triviais.
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