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Introdução

Durante o processo de escaneamento f́ısico para criar modelos digi-
tais 3D de superf́ıcies, rúıdos de alta frequência podem ocorrer nos
dados. É posśıvel aumentar a qualidade de um objeto real escane-
ado e reduzir o rúıdo suavizando a superf́ıcie. Para isso, reduzimos
variações da curvatura. Intuitivamente, nós queremos mudar a cur-
vatura da nossa superf́ıcie como o calor muda em um objeto; o calor
flui de regiões quentes para as mais frias, um processo chamado de
difusão. No nosso caso, a vizinhança de pontos com alta curvatura
é movida para produzir a nova superf́ıcie. A ideia é escolher um
vetor velocidade adequado em cada ponto para obter uma evolução
geométrica cont́ınua temporal para a superf́ıcie. Para isso usaremos
o Fluxo de Curvaura Média (FCM).

Fluxo de Curvatura Média Cont́ınuo
Dada uma superf́ıcie inicial M0 orientável, compacta e mergulhada
no R3, obtemos uma faḿılia de superf́ıcies {Mt}t∈[0,T ) com as
respectivas parametrizações ϕt : U ⊂ R2 → Mt ⊂ R3 resol-
vendo a equação de difusão geométrica, uma equação diferencial
parcial (EDP) linear dada por

∂ϕ

∂t
(p, t) = ∆tϕ, (1)

onde ∆tϕ é o Operador Laplace-Beltrami da aplicação ϕ(p, t) no
tempo t e p ∈ R2.
Por um teorema de Weierstraβ (veja [1]), o operador Laplace-
Beltrami é dado por

∆tϕ = 2
−→
Ht (2)

onde
−→
Ht é o vetor curvatura média. Isto é, a velocidade de cada

ponto da superf́ıcie é dada pelo vetor curvatura média do ponto.

Discretização do Fluxo

Representamos superf́ıcies discretas utilizando malhas triangula-
res. Considere S superf́ıcie de parametrização discreta ϕ =
(ϕ(v1), . . . , ϕ(vm)) onde vi são os vértices de uma malha em
R2. Discretizamos o Operador Laplace-Beltrami pela Fórmula Co-
tangente [2] obtendo

∆ϕ = DM︸︷︷︸
L

ϕ (3)

onde D e M são matrizes obtidas com os coeficientes da Fórmula
Cotangente. Para discretizar a derivada em relação ao tempo em
(1) subdividimos o intervalo de tempo {t, t + h, t + 2h, . . .} e
usamos aproximação por diferenças finitas.

∂ϕ

∂t
≈

ϕt+h − ϕt

h
.

onde ϕt = (ϕt(v1), . . . , ϕt(vm)) e ∂ϕ
∂t =(

∂ϕ
∂t (v1, t), . . . , ∂ϕ

∂t (vm, t)
)

. Resolvendo para cada ϕt+h e

usando as equações 1 e 3 obtemos

ϕt+h = ϕt + h Lt ϕt.

Uma modificação do fluxo chamada Fluxo de Curvatura Média con-
formalizado (FCMc) proposta em [3] é

(D−1
t − h M0)ϕt+h = D−1

t ϕt.

Resultados
Analisamos uma implementação em [4] da Equação 1. O programa
é interrompido quando a superf́ıcie converge para a esfera ou atinge
o limite de iterações. Aplicamos o algoritmo à mão da figura 1 para
remover as auto interseções nos dedos.

Figura 1. Imagem gerada no MATLAB.

Na figura 2 vemos a convergência após 89 iterações de uma su-
perf́ıcie de genus 1.

Figura 2. Figura gerada no MATLAB

É posśıvel conjecturar que o FCMc tem convergência estável para
malhas de genus zero e converge para uma parametrização conforme
da superf́ıcie na esfera. Como vemos na Figura 3, o FCMc também
evita formação de singularidades (neck pinch na mão).

Figura 3. Acima o aplicamos o Fluxo de Curvatura Média e abaixo o
conformalizado. Figura retirada de [3]

Para mais discussão de resultados, veja [5].

Agradecimentos

Este trabalho foi financiado por PIBIC/CNPq.

Bibliografia

[1] U. Dierkes, S. Hildebrandt, A. Küster, and O. Wohlrab,
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