Transformacgoes Conformes da Esfera para o Plano
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RESUMO

Imagens com grandes campos de visao, as ditas imagens panoramicas, sdo uma maneira
mais completa de representar o mundo. Com intuitos tanto praticos quanto artisticos, estas
imagens apresentam distorcoes nao naturais, as quais sao o principal problema da &rea. Por
exemplo, linhas retas do mundo aparecem curvadas na imagem, e objetos aparecem distorcidos.
Consideramos estes como sendo os problemas principais nos panoramas, os quais denominamos,
matematicamente, como falta de curvatura nula e de conformalidade, respectivamente. Como
visto na principal referéncia [1], nao existem funcbes que satisfazem ambas as caracteristicas.
Portanto, optamos por tentar caracterizar as transformacodes conformes, por acharmos que elas
serao usadas de forma mais abrangente. Em suma, uma proje¢ao é dita conforme quando preserva
angulos e proporcionalidade, e mapeia circulos em circulos.

Em nossos estudos, consideramos uma imagem panoramica como sendo uma representacao
com campo visual (field of view em inglés, por isso usamos a sigla FOV) superior a 180° de
longitude por 90° de latitude. Muitos autores ndo se preocupam em enfatizar isto por trabalharem
com imagens que abrangem o campo de visao esférico total. Estas s@o as chamadas imagens
equirretangulares. Os algoritmos que propomos até o momento aceitam FOVs variados, desde
que respeitem os dominios das projecoes em questao.

Uma outra forma de abordar as imagens equirretangulares é através da representagdo por
longitudes e latitudes r : [-7,7) x (=5,%) — S? (em que S? é a esfera unitaria centrada na
origem do R?), dada por (A, ¢) — (cos(A) - cos(¢), sen(A) - cos(¢), sen(¢)). Como a aplicacio r é
uma bije¢do, é comum tratamos o dominio equirretangular ([—7,7) x (—%,%)) e a esfera como
0 mesmo objeto.

Por ser um assunto que esti sendo abordado pela primeira vez, ainda nao sabemos se seremos
capazes de caracterizar o espaco das transformacoes conformes. Entao, nosso objetivo atual tem
sido o aperfeicoamento de um algoritmo que usaremos para averiguar se uma projegao é ou nao
conforme.

Explicaremos os passos de execucdo desse cédigo, além de expor alguns testes. Primeiro, o
usudrio indica quantos pontos ird querer na malha, a qual é uma discretizacao regular do dominio
equirretangular (quanto mais pontos, mais proximo estamos da teoria). Depois, é escolhida a
transformacao, com a qual é montado o vetor da proje¢ao, com os valores da transformacao em
cada ponto da malha discretizada. Nessas avaliacGes, escolhemos projecoes classicas da area,
além da aplicacao identidade. Expomos a seguir suas formas algébricas:

i) aprojecao de Mercator M : [—m, m)X (—%, g) — R2 édadapor (A, @) — (u(\, @), v(\, ¢)) =
(A, log(sec(¢) + tan(¢))).

ii) a projecao Estereografica F : (—m, m)X (—g, g) — R?, ¢ dada por (A, ) — (u(X, ¢),v(\, ¢)) =

( 2-sen(\)-cos(¢) 2-sen(¢) )
cos(A)-cos(¢)+17 cos(A)-cos(¢)+1 ) *
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iii) aprojegao Identidade I : [—m, ) X (—g, %) — R2, ¢ dada por (A, @) — (u(\, ¢),v(\, ¢)) =
(A 9).

(tan()\), E?;gfg) .

Na teoria (e no algoritmo), usamos o teorema 1 para avaliar a conformalidade de fungoes.

Teorema 1. Sejam uma projecio P : Q C S — R2 P(\, ¢) = (u(), ¢),v(\, ¢)) e um ponto

p = (A, ¢) no interior de . A projegao P é conforme (a menos de reflexdes) se, e somente se,

satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann na esfera: (%(p) =— Cosl( 7 -%(p) e g—;(p) = Cosl( 7 -%(p).

Demonstragao. Encontra-se em [1], teorema 2.1. ]

Ressaltamos que, entre as quatro projegoes apresentadas anteriormente, apenas Mercator e
Estereografica sdo conformes, pois sao as Unicas que satisfazem o teorema 1.

Por fim, é calculado o produto da matriz da discretizagdo das equagoes de Cauchy-Riemann,
através de diferencas finitas, com o vetor da projecao. O erro é dado pela norma do vetor
resultante, que se aproxima de zero no caso das fungoes conformes. Expomos alguns dos testes
realizados com as quatro transformacoes na figura 1.

Comparacao de conformalidade com FOV fixado
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Figura 1: Mesmo com um FOV baixo (menos de 3% da area do dominio equirretangular) (a), ha
uma clara divergéncia nos valores de erro das projecdes ndo conformes, e uma sutil convergéncia
das conformes. Ao se deslocar o campo de visao do centro do dominio equirretangular (b), o
erro produzido pelas projecdes nao conformes é ainda mais elevado, mesmo reduzindo a area do
campo de visao pela metade.

Ao se comparar fungoes discretizadas com projecoes conformes discretizadas, conseguimos
ver se elas satisfazem ou nao as equagoes de Cauchy-Riemann, mesmo usando uma quantidade
relativamente baixa de pontos na malha (testes com 800 pontos apresentados na figura 1, levaram
em média 0,03 segundos, para cada projecao).
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