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Introdução/Motivação

Em sua Tese de Doutorado, SACHT (2014) desenvolveu um método de
Quasi-Interpoladores Otimizados para reconstrução de imagens, com resultado superior
aos apresentados anteriormente nesta área de pesquisa.

Figura: Comparação entre diferentes interpoladores. Imagem retirada da Tese de SACHT
(2014).
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Introdução/Motivação

De acordo com GIANNAKOPOULOS; PIKRAKIS (2014) a manipulação de Áudio
digital é uma área que vem crescendo muito ao longo dos anos. Principalmente, no
mundo estão trabalhando nas seguintes áreas de pesquisa relacionadas a áudio:

• Reconhecimento de discurso;

• Identificação e visualização do orador;

• Recuperação de informações musicais:

• Detecção de eventos em áudio;
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Introdução/Motivação

• Criação de novos instrumentos musicais;

• Playback musical via uso de Inteligência artificial;

Figura: Imagem retirada do Youtube a partir do link
https://www.youtube.com/watch?v=967MuViGRm8
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Pergunta de Pesquisa

Pergunta de Pesquisa: O Método de Quasi-Interpoladores Otimizados para
reconstrução de imagens é aplicável a sinais de áudio? Quais métodos de reconstrução
de imagens dá o melhor resultado ao aplicarmos em sinais de áudio? Como podemos
ajustá-los para reconstruir de maneira eficiente um sinal de áudio digital?
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Organização

O trabalho está organizado em 4 caṕıtulos:

• Conhecimentos preliminares: Introdução às Séries de Fourier;

• Reconstrução: Conceitos principais e admissibilidade;

• Construção de Scripts e Resultados;

• APÊNDICE A: Scripts do Matlab.
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Pipeline de Reconstrução

Figura: Imagem retirada da Tese de Doutorado de SACHT (2014).
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Espaço de Funções

Definição

Seja f : R→ C uma função. Dizemos que f ∈ L2 se∫ ∞
−∞
|f (x)|2dx <∞ (1)

Definição

Seja q : Z→ C uma sequência. Dizemos que q ∈ `2 se∑
k∈Z
|qk |2dx <∞ (2)
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Espaço de Funções

Definição

O Espaço de Schwartz ou espaço das funções rapidamente decrescentes, que
denotamos por S, é o subespaço vetorial formado pelas funções ζ ∈ C∞(Rn) tais que

lim
|x |→∞

‖ x ‖k ∂
α

∂x
ζ(x) = 0,

quaisquer que sejam k ∈ N e α ∈ Nn.
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Série de Fourier - Transformada de Fourier

Sequências e Séries de Funções → Teorema sobre a Convergência Uniforme da
Série de Fourier → Transformada de Fourier e sua Inversa.
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Convolução (OSGOOD, 2009)

Definição

Dadas funções f e g e sequências c e q e T ∈ R a distância entre dois pontos, suas
convoluções cont́ınua, discreta e mista são dadas por:

Cont́ınua : (f ∗ g)(x) =

∫ ∞
−∞

f (t)g(x − t)dt (3)

Discreta : (c ∗ q)n =
∑
k∈Z

ckqn−k (4)

Mista : (q ∗T f )(x) =
∑
k∈Z

qk f (x − kT ) (5)
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Filtro Digital

Filtros FIR
Um filtro digital q é dito FIR quando contém um número finito de elementos diferentes

de zero.

fir dalai1 : q = [0, . . . , 0,
7

720
,
−11

90
,

49

40
,
−11

90
,

7

720
, 0, . . . , 0]

Filtros IFIR
Um filtro digital é dito IFIR se é a inversa de um filtro FIR. Se q é um filtro FIR, o

filtro IFIR q−1 é tal que

q ∗ q−1 = δ = [. . . , 0, 0, 1, 0, 0, . . . ].
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Amostragem em grade T

Definição

Seja f : R −→ C uma função cont́ınua. Consideramos sua Amostragem em grade T
sua discretização com espaçamento T, ou seja,

[f ]T = [. . . , f (−T ), f (0), f (T ), . . . ] .
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Subespaço Vetorial de Geradores

O subespaço Vetorial das funções geradas por cópias de um gerador ϕ, com
amostragem em grade T é dado por

Vϕ,T = {f̃ =
∑
k∈Z

ck · ϕ(x − kT ) | ∀c ∈ `2}.

Exemplo

O subespaço B-spline é a faḿılia de geradores mais fundamental, que é dada por

β0 =


1, se | x |< 0.5

0.5, se | x |= 0.5
0, se | x |> 0.5

e βn = βn−1 ∗ β0 (6)
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Admissibilidade

Teorema
Seja T > 0. Se f ∈W r

2 , para algum r > 1
2 e seja ψ um filtro digital tal que ∃k ∈ R

em que ‖ ψ̂ ‖∞≤ k <∞, então [f ∗ ψ̂∨(·/T )]T ∈ `2

Figura: Recorte do Pipeline de reconstrução
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Admissibilidade (cont.)

Teorema
Seja c ∈ `2 e seja q um filtro digital FIR, IFIR ou FIR-IFIR. Então c ∗ q ∈ `2.

Figura: Recorte do Pipeline de reconstrução
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Teorema de Shannon

Teorema
Seja f uma função para qual existe W > 0 tal que f̂ (w) = 0,∀w ∈ R\[−W ,W ].
Então, a aproximação dada em nosso esquema de reconstrução produz f̃T = f , se
T ≤ 1

2W , ψ = δ, q = δ e ϕ(x) = sinc(x) = sinπx
πx

Figura: Recorte do Pipeline de reconstrução
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Admissibilidade (cont.)

Este resultado não é usado na prática, pois:

1. Sons e imagens, geralmente, não são “banda limitada”;

2. ϕ(x) = sinπx
πx não tem suporte compacto.

Isso tornaria a convolução c ∗T ϕ imposśıvel de ser implementada.
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Admissibilidade (cont.)

Por conta disso, precisamos encontrar qual função do espaço Vϕ,T está mais próxima
de uma dada função f . Na métrica do espaço L2, a função que queremos é a projeção
ortogonal da função f no espaço Vϕ,T , ou seja, a função c ∗T ϕ ∈ Vϕ,T que é solução
para o problema

arg min
c∈`2

‖ f − (c ∗T ϕ) ‖L2 := Pϕ,T (f ) (7)

Figura: Representação da projeção ortogonal de uma função f ∈ L2 em Vϕ,T . Retirada da tese
de SACHT (2014).
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Filtros e Geradores

Filtros Finite Impulse Response
Dalai 1 Dalai 2 Dalai 3

Filtros Inverse Finite Impulse Response
β-spline 1 β-spline 2 β-spline 3

Condat 1 Condat 2 Condat 3

Sacht-Nehab 1 Sacht-Nehab 2 Sacht-Nehab 3

Omoms 2 Omoms 3

Geradores
β-spline 1 β-spline 2 β-spline 3

Sacht-Nehab 1 Sacht-Nehab 2 Sacht-Nehab 3

Omoms 2 Omoms 3
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Geradores
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Figura: Gerador sacht nehab1
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Figura: Gerador sacht nehab3
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Filtros e Geradores

Das quais, na reconstrução de imagens, são combinados da seguinte forma:

Filtros e Geradores
ifir β-spline 1 e β-spline 1 ifir β-spline 2 e β-spline 2

ifir β-spline 3 e β-spline 3 ifir condat 1 e β-spline 1

ifir condat 2 e β-spline 2 ifir condat 3 e β-spline 3

ifir sacht nehab 1 e sacht nehab 1 ifir sacht nehab 2 e sacht nehab 2

ifir sacht nehab 3 e sacht nehab 3 fir dalai 1 e β-spline 1

fir dalai 2 e β-spline 2 fir dalai 3 e β-spline 3

ifir omoms 2 e omoms 2 ifir omoms 3 e omoms 3
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Exemplos

Exemplo

Filtro IFIR - Sacht Nehab Linear:

q = [0, . . . , 0, q−2, q−1, q0, q1, q2, 0, . . . , 0],

em que q−2 = q2 = −0.00272602, q−1 = q1 = 0.11566267 e q0 = 0.77412669.

Exemplo

Generate Function - Sacht Nehab 1: r = x − k , x ∈ Dom(f̃ ), k ∈ Z:

if |r | < 1 return ϕ(r) = 0.89538176− 0.79076352 · |r |
else if |r | = 1 return ϕ(r) = 0.05230912
else return ϕ(r) = 0.
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Aplicando os Filtros: FIR

Para aplicarmos a convolução nos filtros FIR, devemos analisar ponto a ponto do
doḿınio, ou seja, para algum T > 0,

ck =
∑
i∈Z

qi−k · f (T · i).
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Aplicando os Filtros: FIR

c1 =
∑
i∈Z

q1−i · f (i)

{
1− i ≤ 2 ⇔ i ≥ −1
1− i ≥ −2 ⇔ i ≤ 3

c1 =
3∑

i=−1

q1−i · f (i) = q2 · f (−1) + q1 · f (0) + q0 · f (1) + q−1 · f (2) + q−2 · f (3)

...

cN =
∑
i∈Z

qN−i · f (i)

{
N − i ≤ 2 ⇔ i ≥ N − 2
N − i ≥ −2 ⇔ i ≤ N + 2

cN =
N+2∑

i=N−2

qN−i ·f (i) = q2·f (N−2)+q1·f (N−1)+q0·f (N)+q−1·f (N+1)+q−2·f (N+2).
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Aplicando os Filtros: FIR

Portanto, temos a convolução c = q ∗ f representada no produto matriz-vetor a seguir:

c = q ∗ f =



q0 2q1 2q2 0 0 0 . . . 0
q−1 q0 q1 2q2 0 0 . . . 0
q−2 q−1 q0 q1 q2 0 . . . 0

0 q−2 q−1 q0 q1 q2 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 . . . q−2 q−1 q0 q1 q2 0
0 · · · 0 q−2 q−1 q0 q1 q2

0 . . . 0 0 2q−2 q−1 q0 q1

0 . . . 0 0 0 2q−2 2q−1 q0


·



f (1)
f (2)
f (3)
f (4)

...
f (N − 3)
f (N − 2)
f (N − 1)

f (N)


.
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Aplicando os Geradores

Iremos construir o sinal f̃ : Z −→ C aplicando a convolução mista entre o sinal filtrado
c e a função geradora ϕ : R −→ C, polinomial por partes, e imprime condições para
|x − k|, na convolução

f̃ (x) =
∑
k∈Z

c(k)ϕ(x − k).
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Aplicando os Geradores

f̃ (1, 1) =
∑
k∈Z

c(k) · ϕ(1, 1− k)

{
1, 1− k ≤ 2 ⇔ k ≥ −0, 9
1, 1− k ≥ −2 ⇔ k ≤ 3, 1

f̃ (1, 1) = c(0) · ϕ(1, 1) + c(1) · ϕ(0, 1) + c(2) · ϕ(−0, 9) + c(3) · ϕ(−1, 9)

...

f̃ (N) =
∑
k∈Z

c(k) · ϕ(N − k)

{
N − k ≤ 2 ⇔ k ≥ N − 2
N − k ≥ −2 ⇔ k ≤ N + 2

f̃ (N) = c(N−2)·ϕ(2)+c(N−1)·ϕ(1)+c(N)·ϕ(0)+c(N +1)·ϕ(−1)+c(N +2)·ϕ(−2).
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Aplicando os Geradores

Figura: A figura nos indica que a função geradora irá, a partir dos pontos da f , construir no
sinal f̃ os pontos que fariam parte da amostragem original.
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Resultados: Som reconstrúıdo a 44100 Hz (usando sacht nehab2)

Figura: Som “mal
amostrado” a 4410 Hz.

Figura: Som original a
44100 Hz.

Figura: Som reconstrúıdo
com 44100 Hz
(sacht nehab2).
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Banco de Sons

Para compararmos os métodos em diferentes tipos de som, constrúımos o seguinte
banco de sons:

Sons baixados

• Áudio de fala
masculina e feminina,
obtidos no site Free
Sound
(https://freesound.org/);

Som Acústico

• Violão gravado
tocando frequências
graves e agudas;

Sons Sintéticos

• Um som de sino;

• Uma sitar;

• Uma nota solo de
violoncelo;

• Uma clarineta;

• Um som de orquestra
completa;

• Um som de bateria em
ritmo.
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PSNR (Peak signal-to-noise ratio)

Se f é o sinal original, f̃ sua reconstrução e N o tamanho dos sinais, calculamos o
Mean Squared Error

MSE =
1

N

N−1∑
i=1

[
f (i)− f̃ (i)

]2
,

e em seguida, calculamos o PSNR

PSNR = 10 · log10

(
MAX 2

MSE

)
.
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Comparando os Erros
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Figura: Gráfico PSNR de reconstrução do som de uma bateria e som de sinos.
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Comparando os Erros
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Figura: Gráfico PSNR de reconstrução do som de fala feminina e orquestra completa
sintetizada.
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Comparando os Erros
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Figura: Gráfico PSNR de reconstrução do som de uma fala masculina e guitarra.
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Comparando os Erros
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Figura: Gráfico PSNR de reconstrução do som de um violão.
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Conclusão

• É posśıvel usar os métodos de reconstrução de imagens para recuperar
informações musicais;

• IFIR βspline1 – βspline1 apresentou-se como o melhor método de reconstrução de
sons em diversos casos;

• FIR dalai3 – βspline3 apresenta-se, consistentemente, entre os melhores métodos
para essas amostras de som.
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Obrigado!
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