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. Seja X um espago vetorial. Um subconjunto Y de X é afim se existe um subespago vetorial Yj
de X e ap € X tal que Y = Y) + ag. Mostre que Y ¢é afim se e somente se Az + (1 — Ny € Y,
paratodoxz,y € Y e A e R.

[\]

. Considere C[0,1] = {f : [0,1] = R| f é continua} e

1
1l = /O F@)ldz  (f €Clo,1)).

Mostre que C]0, 1], munido com || - ||1, € um espago vetorial normado que nao é Banach.
3. Considere C[0,1] e || - ||1 como no exercicio anterior e ¢y € [0,1]. Defina
bt : C[0,1] = R, 0 (f) = [f(to)-
Mostre que &, ¢ um funcional linear em C10, 1] que nao é limitado.

4. Uma Base de Hamel de um espaco vetorial X é um subconjunto B de X linearmente indepen-
dente tal que o espago gerado por B ¢ X. Mostre que todo espaco vetorial X # {0} admite
uma base de Hamel. Dica: Use o Lemma de Zorn.

5. Seja X um e.v.n. e sejam fo, f1, fo, -, fn funcionais lineares em X. Mostre que sdo equiva-
lentes:
(a) Existem escalares aq,aq,...,ay, tais que

fo=> a;f
j=1

(b) Existe ¢ > 0 tal que
[fo()| < ¢ max [f;(z)], VeeX

1<j<n
(¢) Nj=1 N(fj) € N(fo),

onde N(f;) denote o nucleo de f; (0 <i < mn).

6. Seja X um e.v.n. munido com uma norma || - ||. Mostre que a topologia de X gerada por || - ||
¢ a menor topologia que faz || - || continua em X.



7. Seja X um e.v.n. Umasérie Y 7 | x, de X diz-se absolutamente convergente quando > 2 |lzn || <
00. Mostre que X é Banach se e somente se toda série absolutamente convergente em X é con-
vertente.

8. Seja X ewvne M C X um subespago fechado. Defina X/M = {[z]|z € X}, onde
[z] ={y e X |y—x € M}.

Mostre que X/M é um espago vetorial quando munido com as operagoes [z] + [z] = [x + 2] e
Alz] = [Az]. Mostre ainda que X/M ¢ Banach se munido com a norma |||[z]|[| = inf ¢y [ly]|-

9. Mostre que quaisquer duas normas em R sdo equivalentes.
Dica: Mostre que qualquer norma em R é equivalente a norma || - || co-



